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Leccion n°4: Soluciones fuertes-débiles USFQ, septicmbre 2016

Unicidad Fuerte-Débil

Con los resultados demostrados en las lecciones anteriores tenemos la situacion siguiente:

e Por un lado, si aplicamos un argumento de punto fijo en un marco funcional adaptado, obtenemos soluciones
unicas de las ecuaciones de Navier-Stokes, pero su tiempo de existencia es muy pequeno y estd relacionado
con el tamano del dato initial. Para datos iniciales grandes, no sabemos prolongar el tiempo de existencia
de este tipo de soluciones.

e Por otro lado, disponemos de las soluciones débiles de Leray, que estan definidas globalmente y cuyo tiempo
de existencia no depende del tamafio del dato inicial. Pero el precio a pagar por este resultado de existencia
global es la unicidad de las soluciones: obtenemos una familia de soluciones.

Lo que queremos estudiar aqui es si existe una diferencia entre las soluciones obtenidas por medio de un punto
fijo y las soluciones obtenidas por el procedimiento de Leray. Evidentemente esta pregunta solo tiene sentido en
el pequeno intervalo de tiempo en donde ambas soluciones existen.

Vamos a ver que en este pequeno intervalo comin de existencia, estos dos tipos de soluciones coinciden, de
donde se deduce que la pérdida de unicidad interviene al intentar prolongar las soluciones, es decir que aparece
después del tiempo maximal de existencia de las soluciones mild.

Teorema 1 (Unidad Fuerte-Débil) Sean @y € HY(R®) con div(dg) = 0 y f €
L?([0,T], L*(R®)) dos datos iniciales. Si el problema de Navier-Stokes asociado a estos datos
iniciales

Ot = vATG — (G- V)i —Vp+ f, div(@) =0, v>0,
ﬁ(O,l‘) = ﬂo,

admite una solucion iy sur [0,T] x R? tal que LOO([O,T], Hl(R3)) ﬂLQ([O,T],HQ(RS)), y 80 Up,
es una solucion de Leray sobre [0, T] x R3, entonces sobre el intervalo de tiempo [0,T] tenemos
la identidad

Upy = Ur,.

Prueba. Consideremos W = i, — iys y entonces escribimos

168, )z2 = N —dmlze = laLlze + a7z — 2(@, Gr) r2xre

= laclze = lanlze — 2@, @) 2 e (1)

A partir de esta identidad, vamos a utilizar las informaciones que tenemos a la mano para poder aplicar el Lema
de Gronwall y de esta mandera obtener w = 0, i.e. que se tiene la unicidad buscada.

Nuestro punto de partida es la identidad siguiente

t t
/3 ﬁM . ﬁLdJ} = ||ﬁ0H%2 +/ <8tﬁM,I_L’L>H71XH1d8 +/ <1_L‘M,atﬁL>H2XH72d8. (2)
R 0 0



En efecto, tenemos iy € LZH2, y entonces Oyiiyy € L?H, ', ademds sabemos que i@; € L?H}, y entonces

Oyl € L?H;?: esto muestra que todos los términos de la derecha de la expresién anterior estdn bien definidos.
Por otro lado tenemos 0y (tiys - i) = Optips - Ur, + Upr - Ot y por lo tanto podemos escribir

0t(ﬁM . ﬁ])dl‘ = Optlpg - Urdr + Uy - Oyt de
R3 R3 R3
3t/ Uy - urdr = (i, Ur)g—1x g + (Un, QL) g2 x -2
R3

de tal manera que integrando con respecto a la variable de tiempo obtenemos la expresién anterior.
Utilizamos ahora la definicién @ = iy, — @s y aplicamos la identidad al ultimo término de para obtener
2 2 2 ! !
Bt 22 = i l2e — a2 — 2 ( [ @ty vands + [ <aM,atu7>Hatzds) . 3)
0 0

Vamos a estudiar cada uno de estos términos por separado.

e Para el término ||@||3, utilizamos la desigualdad de energfa de Leray:
2 2 L7 Le 2
1@, Iz < lldollz2 + 2/0 (frur)p-rxmds — 2V/O IV @ d|[72ds. (4)
e Para el término ||@p/||3,, como tenemos un poco més de regularidad tenemos

¢ t
lns (¢, )72 = lldol|72 + 2/ (fytn) p-1xmrds — 27// IV @ a7 2ds. (5)
0 0

¢
e Para el término / (Optipg, W)Y pr—1 r1ds, utilizamos la ecuacion verificada por Optiys. En efecto, tenemos
0

Optingr = vAUp — (Ups - 6)17]\/1 — ﬁp + f, y entonces podemos escribir

t t
/ <atﬁM,w>H—1xH1dS=/ (VAU — (tdpr - V)i — Vo + fL0) -1 gnds
0 0

—

t t t
:_y/ V@ *M,V®u7>mmds—/ <*M-V)ﬁM,w>Hle1ds+/ Fod)gormds.  (6)
0 0 0

~+

e Finalemente, para el término [ (@ps, yW) g2y g-2ds utilizamos la relacién
0
O = vAW — P((dr, - V)i — (dn - V)@ar) para obtener

t t
/ <ZTM, 8t/lﬁ>H2><H_2ds == / <11M, VAW — ]P)((_’L . V)EL - (’LTM . V)JM)>H2XH—2dS,
0 0

pero como s v Udr, son de divergencia cero tenemos
/ <ﬂM,8tZU>H2><H72dS = —l// <V RUn,V® IB>L2><L2dS - / (UM, (_’L . V)ﬁL>H2xH72d8
0 0 0
t —
4 / (iiag, (itag - ) iiag) iz esr s, (7)
0
De esta manera, con las expresiones — @ podemos regresar a la identidad para escribir

t t t
lai(t, )2 < —zy/o \|V®6LH%2ds+2u/0 HVMMHMSHV/O (¥ © g, V @ @) g2, ods

t t t
+2/ <ﬁM'V)ﬁM,w>Hle1dS—|—2/ <UM,<ﬁL'V)ﬁL>H2><H2dS—2/ <ﬁM,(ﬁM'V)ﬁM>Hsz72dS.
0 0 0

2



Ahora, utilizando el hecho que div(iiys) = div(ir) = 0 tenemos las identidades

(U 6)UM, W) -1 1 = —<77M7(qM : ﬁ)@H?xlf%

(@nr, (Tr - V)in) g2 = (@, (T - V@) o2 = 0,

de manera que

t t t
[ w(t, )3 < —2;//0 ||V®6L||§2ds+2y/0 \|V®ﬁM||%2ds+4y/0<V®ﬁM,V®u7)szdes

t
—|—2/ <17:M, (’LB . V)IU>H2XH—2d8.
0

Utilizando el hecho que w = iy, — iy en el tercer término de la desigualdad anterior, tenemos

= =

t t
la(t, P < —2V/0 |yV®aL||§2ds—2u/0 \|V®ﬁM|y§2ds+4u/o<v VoV @ L) o ds

t
42 [ (@ 9 -2,
0

lo que nos da

<l

t t
0, e < <20 [ 9 @ @lads +2 /0 (@at, (i - ) o -2,

Ahora, hacemos la mayoracién siguiente
2 te 2 !
it )5 < =20 [ 19 @ dilads +2 [ a1l o111 s s,
y con las desigualdades de Young obtenemos
2 be 2 1ot 2 2 ! 2
i3 < 20 [ 19 @ alads + 5 [ anlell3ads +20 [ s
lo que nos permite escribir
I s < 5 [ Nl ol
para terminar basta aplicar el Lema de Gronwall puesto que tenemos la mayoracién
L . . 1/2
|70 < C ||UMHL2 Jia! HUM”Lz 2 < 400.
0 (HY) (H?)
Hemos obtenido que [|@(¢,-)||2; = 0 lo que nos da la unicidad buscada.

Este teorema admite un corolario muy interesante.

Corolario 1 Sean iy € L2(R3) y f € L2([0, +o00[, L*(R?)) N L*([0, +oc], H‘l(RS)). Entonces
el problema de Navier-Stokes

il = vAT+P(f — (a-V)d), div(@)=0,  @0,) =1,

admite una solucién débil @ definida sobre [0,+oo[xR? tal que @ € L*([0,+oo[, L*(R?)) N
L2([O, +ool, HI(R?’)) que la desigualdad fuerte de Leray.

Ademds tenemos el comportamiento en el tiempo siguiente

lim [ld(t, )] 2 = 0.

t——+o0




Prueba. Nuestro punto de partida es la obtencién por regularizacién de una solucién @ que pertece al espacio
LOO([O, +ool, LQ(R3)) N LQ([O, +oo], HI(R3)) y que verifica la desigualdad de energia

t t
lii(t, )12 + 20 /0 lit(s, )%, ds < [|do]|22 +2 /0 (F(5, )5, ) -1 pa .

Sabemos también, por el teorema de Fujita-Kato, que si @(to,-) € HL(R3), f € L?([to, +oo[, L*(R?)) N
. +oo
L2([t, +oo, HT/2(R?)) y si ademds se tiene ||i(to, )| 12 < cov ¥ / £ (s, )l -1/2ds < edv®, entonces el
to

probleme de Navier-Stokes de datos iniciales (@i(to, -), f) admite una solucién global s definida sobre [to, +-00]
que pertenece al espacio C([to, +o0l, Hl(RS)) N L? ([to, +ool, HZ(RS)).

Ahora, dado que % pertenece al espacio L°(L2) N L?(H;), entonces por interpolacién entre estos espacios

tenemos i € Lf(H;/Q). De esta manera el conjunto de tiempos ¢ tales que ||t(t,-)[| ;172 > eov es de medida finita

puesto que
“+o00

lim ||f(87 ')H?ﬁ]—uzds = 07

t——+o0 ¢

y como el complementario del conjunto de puntos de Lebesgue de la aplicacién t — ||(t, -)|| 2 es de medida nula,
existe un punto ¢y > 0 tal que

o b0, Y g1z < cov,
+oo ) 2 2
. / 1F(5. )2 odds < 207,
t

0

e 7 es una solucién de Leray sobre [tg, +0o[, en particular para todo ¢ €]ty, +o0o[ tenemos la desigualdades

t t
lii(t, )% + 20 / lii(s, )2 ds < i(to, )25 +2 / (F (5, ), (5, ) -1 g1 ds.
0

0

Entonces, por el teorema de unicidad fuerte-débil, sabemos que @ coincide sobre [to, +00[ con la solucién @y, que
pertenece al espacio C([to, +oo[, H'(R?)) N L?([to, +oo[, H*(R?)).

Entonces, para demostrar este corolario basta verificar que se tiene
lim ||@p(E,-)||72 = 0.
i i (¢ )l

De esta manera, para typ < 7 < t tenemos

t t
tn (t,w) = hyr) * Un (T, 2) — / o (t—s) * P(div(iy @ tnr))ds —i—/ ho(t—s) * IP’(f)ds,

y escribimos

Y

t
/ hu—s) * P(f)ds

t
/ Py (1—s) * P(div(ﬁM ® ﬂ'M))ds

+!

[dnr(t, )2 < [Pue—r) * (T, )ll 2 +

L2 L2

y utilizando célculos realizados en lecciones anteriores tenemos
t 1/2
i Mis < Mooy sz + Co ([ 19 @ ) s )
T

w0, ([ 1B sty s "



. 1/2 1/2
< Wi il + o ([ Nullulyunds )+ ([ 17 sl s)

i ; 1/2 1/2
< oy s+ o suplaeton Mg ([ anlipas ) +Cu ([ 17(s00asly 1)

De esta manera obtenemos
+o0 5 1/2 +oo 9 1/2
stz < suplina(s, s ([ liluas) 40 ([ 1fsastds)
t——+o00 S>t0 T T

para terminar basta hacer tender 7 hacia +oo para obtener

i (e, )2 =0,

lo que termina la prueba del corolario.



