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Introduccién

El problema de modelizar la propagacién de ondas es muy antiguo y este fenémeno aparece naturalmente en
varios problemas fisicos como por ejemplo la propagacién de olas en un lago, la propagacion de ondas acusticas o
también como el cardcter ondulatorio de la luz.

Empezaremos a estudiar un problema simple, en una dimensién, para luego pasar a varias dimensiones.

1. Presentacion del problema 1D, Formula de D’Alembert

Sean ug,u; : R — R dos funciones tal que uy € C3(R) y tal que u; € C*(R). La ecuacién de ondas en una
dimension estd entonces dada por el problema:

Q?u(t,x) — O>u(t,z) = 0,

u(0, ) = uo(x),
Owu(0, ) = ui(x).
Para resolver este problema en una dimensién, nuestro punto de partida es la observacién siguiente:

0} — 02 = (0, — 9) (0 + ),

y esto nos conduce a considerar el siguiente cambio de variable: a =t — x y b = t + x, de manera que se tiene
t= “TH’ yr= b_Ta. De esta manera podemos definir

Umm):u<a+bb—a>’
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y tenemos entonces la equivalencia

Qtu(t,x) — Pu(t,r) =0 <= 0,0,U(a,b) = 0.
En este punto, vamos a separar las variables y escribir

Ul(a,b) = F(a) + G(b).



Esta separacién de variables nos sugiere que la solucién que buscamos se descompone en una parte progresiva
F(t — ) y una parte regresiva G(t + x).

Vamos entonces a resolver la ecuacién de ondas por medio de dos ecuaciones de transporte.

s La primera ecuacién de transporte estd dada de esta manera:
si notamos v(t, z) = (0 + Oy )u(t,z) y v(0,z) = ui(z) + uj(z) tenemos

o(t,z) — Oyu(t,x) =0,
v(0,z) = w1 () + up(x),
de manera que se tiene la solucién
v(t,x) = vo(t + ) = uy (t + z) + uj(t + ).
= La segunda ecuacion de transporte estd dada por:
Owu(t,z) + Oyu(t,z) = v(t, x),
u(0,z) = up(z),
cuya solucion estd dada por la expresion
t ¢
u(t,r) = wug(z—1t)+ /0 v(s,x — (t —8))ds = up(x — t) + /0 u(s+z—(t—39))+uy(s+z—(t—s))ds
= wup(zr—1t)+ /Otul(x —t+2s) + ug(x — t + 2s)ds.

Con un cambio de variable obtenemos entonces la férmula de D’Alembert (1747):

T+t
u(t,x) = % (uo(x —t) +up(x + 1)) + ;/_t ui(s)ds. (1)

La descomposiciéon en ondas progresivas y regresivas estd dada por medio de las expresiones siguientes:

0
F(t—x)= %uo(x —-t)+ ;/_t uy(s)ds

1 1 T+t
G(t+x)= 2u0(1‘+t)—|—2/ ui(s)ds
0

Consecuencias de la férmula de D’Alembert

= Si los datos iniciales ug y u; son acotados entonces se tiene un control sobre la solucién de la ecuacién de
ondas:

Proposicién 1 (Crecimiento) Siup,u; € L>(R), entonces la solucion (1) de la ecuacion de ondas veri-
fica el siguiente control:
lu(t,z)| < C(1+1),

para todo x € R y todo t > 0.




Prueba. Simplemente escribimos

1 1 T+t
ol < |5t —0+uro)+g [l
x—t
< ol + ozt
< C(1+1t),

de esta manera vemos que tenemos un control sobre el crecimiento de la solucién de la ecuacién de ondas
uniforme en la variable de espacio. |

— La unicidad de la solucién es inmediata a partir de la férmula (1).

—> Con esta férmula explicita, es posible obtener la proposicion que sigue.

Proposicién 2 (Estabilidad) Sean ug, @ y u1, @1 datos iniciales tales que
[uo —tollo <&y Jur — il <,

para algin € > 0. Si notamos u(t,x) y u(t, z) las soluciones de la ecuacion de onda asociadas a estos datos
iniciales, entonces para todo t € [0,T] se tiene

lu(t,z) —a(t,z)| <e(1+1T).

Prueba. Escribimos:

1 T+t
u(t,a) ~a(t, )| < lluo — olloo + 5 / s () — 1 (s) | ds
x—t
< o — olleo + tllus — @ loe
< e(1+4+1).

Esta estimacion muestra la estabilidad de las soluciones de la ecuacion de ondas con respecto a la variacién
de los datos iniciales. [ |

2. Presentacion del problema 3D, Unicidad Local

Cambiamos nuestro punto de vista y consideramos ahora las siguientes funciones: ug : R> — R, u; : R? — R,
f:[0,7] x R® — R y la funcién buscada serd u : [0,7] x R? — R.

Adoptaremos ademads la notacion siguiente
O=07 - A,

y al operador diferencial [ lo llamaremos el D’Alembertiano. Con estas precisiones la ecuacién de ondas en 3D
estd dada por el problema:
Ou(t,z) = f(t,x),

u(0,x) = up(z), Oru(0, ) = uy(x),

cont€[0,T]yxcR3.

Antes de estudiar la existencia de soluciones, es preferible estudiar la unicidad local de dichas soluciones.



Proposicién 3 (Unicidad Local) Sea u € C2([0,T] x R3) una funcién. Si para un xo € R3 y para un
R > 0 se tiene

» 4(0,-) =0 y Ou(0,-) =0 sobre la bola B(xo, R) y si ademds
» Ou =0 sobre el cono {(t,z) ERxR3:0<t < T;|x— x|+t < R},

entonces se tiene que u = 0 sobre este cono.

Demostraciéon. Esta proposicion va a ser una consecuencia del siguiente lema que serd demostrado mas ade-
lante.

Lema 1 Consideramos el cono ' = {(t,7) E RxR3:0 <t < T;|z — x|+t < R} y sea u(t,x) una funcion
reqular definida sobre I'. Si notamos

eo(t,z) = (|0tu(t,m)|2 + |Vul(t, x)|2) ,

N | —

entonces, para todo t € [0, min(T, R)] se tiene la desigualdad

t
/ eo(t,x)dmg/ eo(O,CC)dm’-i-/ / (Oru) (s, z)Ouls, x)dxds.
{|lz—zo|<R—t} {|lz—=x0|<R} 0 J{|lz—zo|<R—s}

Daremos la demostracion de este resultado un poco después. Veamos ahora como este resultado permite obtener
la proposicion enunciada en las lineas anteriores.

= En efecto, si se tiene que [lu = 0 sobre el cono I', entonces el segundo término de la desigualdad anterior es
nulo y obtenemos la mayoracion

/ eo(t,x)dxr < / eo(0, z)dx.
{|lz—=zo|<R—t} {|lz—=zo|<R}

= Pero se tiene por definiciéon que
1
o0, ) = 5 (10u(0, ) + [Vu(0,2))

pero por hipétesis se tiene dyu(0,2) = 0y u(0,z) = 0, de donde se obtiene que Vu(0,x) = 0 y por lo tanto
el primer término también es nulo, de donde se obtiene que

1
/ eo(t, x)dx = / = (|owu(t, 2)|* + |Vu(t, z)|?) dz = 0.
{|lz—zo|<R—t} {la—zo|<R—t} 2

=—> A partir de esta identidad se deduce que dyu = 0y Vu = 0, de donde se obtiene, junto con los datos iniciales
nulos que u = 0 sobre I y de esta manera hemos demostrado la proposicién. |

Pasemos ahora a la demostraciéon del lema que quedé pendiente.

Demostracién del Lema 1. Empezamos definiendo para todo t €]0, 7 el cono I'; como el conjunto
Iy={(t,z) e RxR":0< s <t, |[rt—x0|+s <R},

y de esta manera tenemos

/ot /|wx0|<RS(atu)(s’gg)mu(s’x)dxds = /Ft(atu)(S,x)Du(s,x)da:ds.

= Definimos el vector p(t,x) = Oyu(t, z)Vu(t, z), de manera que tenemos la relacién

div(p) = OpulAu + V() - Vu.



—> Observamos ahora que se tiene, con esta definicién la identidad:
Oeo(t, ) = Opulu + div(p).

En efecto, podemos escribir

1
ey = O (2 (|0wu(t, 2) > + |Vu(t, x)P)) = 0yud?u + (0, u0s (Dpy 1) + ... 4+ Opyudy(Dyyur))

= Owdiu+ V(0wu) - Vu
= Qwu(02u — Au) + 9y Au + V(0pu) - Vu = dyulu + div(p).
A partir de esta identidad podemos entonces escribir
Opulu = Oreg — div(p).
Haremos un pequeno cambio de notacién y notaremos

F = (Fy, F1, Fy, F3) = (e, —0iu0y, u, —04u0y,u, —Opulz, ),

y de esta manera podemos escribir
OrulTu = divy 5 (F).

El objetivo de esta transformacion tiene que ver con el uso del teorema de la divergencia.

=—> Con esta identidad podemos entonces escribir

/ (Opu) (s, 2)Ou(s, z)dxds :/ divt,m(ﬁ)da;ds = F - vdS, (2)
T T Ty

observamos en particular que la frontera OT'y se divide en tres partes:
o't = R1 URy U R3,

y de esta forma vamos a calcular tres integrales por separado:

/ F.vdS = ﬁ.yds+/ ﬁ.yds+/ F-vdS
8Ft Rl Rz RS

e Para Ry = {(0,2) : |x — x| < R} se tiene que esta cantidad estd parametrada unicamente por z, de
manera que podemos escribir

/ FvdS = —/ Fy(0,2)dx = —/ e0(0, z)dz.
Ry |x—x0|<R |t—x0|<R

e Para Ry = {(t,x) : |x — z9| < R — t}, esta conjunto también esta parametrado tinicamente por x de
modo que se tiene

F.vdS = —/ Fy(t,x)dz = / eo(t, z)dz.
Ro |lx—zo|<R—t |x—zo|<R—t

o Para Ry ={(s,z): 0 < s <t; |x —xo| +s < R}, aqui podemos escribir

3
o 1 Ti — Tog
F.-vdS = ——= Fo(R— |z — xo|,2) + Y T—Fy(R— |z — x|, 2)dx
R3 \/§ R—t<|z—zo|<R ZZ; |£U*£Eo| !
1 r —X.0

= €0(R—’$—1’0’,-’L’)— p(R—|.’L’—$0’,.’L’)d£L’

V2 R—t<|z—zo|<R [z — 2o



Con estas férmulas, podemos volver a la expresién (2) para obtener

At(atu)(s,x)mu(s,x)dxds = /|z_x0|<Reo(0,x)dx+/ eo(t, z)da

|z—x0|<R—t

1 T — .0
+/ eo(R — |z — zo|,x) — -p(R — |z — o], x)dx,
V2 JR—t<|z—a0|<R |z — z0

que volvemos a escribir de la siguiente manera

t
// (atu)(s,x)Du(s,x)dxder/ eo(O,x)daz:/ eo(t, z)dx
0 J|z—zo|<R—s |z—x0|<R |le—zo|<R—t

1 / T — .
+—= eo(R — |z — zo|, x) — ‘p(R — |z — zol|, x)dx.
V2 R—t<|z—zo|<R |z — @o|

— Concentramos ahora nuestro estudio en el término ey — é‘_"i‘g - p, v por definicién de p tenemos

r —X.0 Tr — X.0 r — X.0
eo(s, ) — -p(s,x) =eg(s, ) — - OpuNVu > ep(s,z) — Oru| |V,
o(sva) = L= ps,) = eo(s,) = £ 0T > eols,x) — [0 o] [Vl
ahora usando la definicién de ey podemos escribir
T — x.0 1 T — .0
cols, ) | = 10wl [Vl = 5 (0P + Vul?) = | =5 o [V
1
> 3 (|0wul® + [Vul?) — |0pu| [Vul
1
> (0wl — [Vul)® > 0,

2

de donde se deduce que todo este término es siempre positivo y con lo cual podemos escribir la mayoracién

t
/ / (8tu)(s,x)Du(s,x)d:Eds+/ 60(0,:17)61:132/ eo(t, z)dx,
0 J|z—zo|<R—s |z—zo|<R |x—xo|<R—1

lo que termina la prueba del lema. |

3. Resolucion de la ecuacion de ondas

Una vez que hemos obtenido el resultado anterior de unicidad local, podemos con toda comodidad enunciar y
demostrar el resultado siguiente:

Teorema 1 Si ug,u; : R — R son dos funciones tales que ug € C3(R3) y u; € C?(R3) y si f: [0,T] x
R3 — R es una funcion tal que f € C*([0,T] x R3), entonces existe una inica solucién u € C2([0,T] x R3)
del problema

Du = f’
u(0, ) = up(x),
Ou(0, ) = uy(x).

Esta solucion se escribe por medio de la expresion

u(t, z) = 0pS(t)up(z) + S(t)ui(x) + /0 S(t—s)f(s,x)ds,

donde S(t)g(x) estd definida por medio de la transformada de Fourier y se tiene

509e) = g<s>sm|(§"§’).




Demostracién. Podemos suponer, que las funciones ug y u; son nulas fuera de la bola B(xg, R) y que f es
nula fuera del cono invertido I' = {(t,7) € R x R3 : |x — 29| < R+ t}. De esta manera, por el resultado de uni-
cidad local, se tiene que la solucién u de la ecuacién de ondas es nula sobre el complementario del cono invertido I'.

Tenemos entonces que la funcidon u es a soporte compacto y podemos entonces aplicar la transformada de
Fourier en el D’Alembertiano para obtener

Tu(€) = 07 — Au(€) = 02a(t, €) — Au(t,€) = d2a(t, €) + [¢[2a(t, €).

~

Si notamos ahora Ug(t) = u(t, &) y Fe(t) = f(t,€), la ecuacion que debemos resolver es entonces
OFUe(t) + [6[2Ue(t) = Fe(t), (3)

con los datos iniciales Ug(0) = () y 0;U¢(0) = w1 (&). Para todo £ fijo, la ecuacién (3) es una ecuacién diferencial
ordinaria en la variable ¢ que se resuelve de forma directa para obtener

Ue(t) = B(€) cos(le]) + 1 (€) Si“‘(;’g') +f Sm“ﬂa D g (s)as,

ésta es la resolucién en frecuencia de la ecuacién de ondas.

Para continuar, observamos que se tiene la identidad

o0 (D) = st

y notando S(t)g(&) = g(¢& )% tenemos, al tomar la transformada de Fourier inversa de la solucién en frecuencia
de la ecuacion de ondas, el resultado a continuacién:

u(t,x) = 0 (S(t)uop(z)) + S(t)ui(x) + /0 S(t—s)f(s,z)ds. (4)

Esta expresién es la solucion de la ecuacion de ondas. |

Observacién 1 La expresion (4) es vdlida en toda dimension, pero en el caso de la dimension 3, es posible dar
una expresion mds concreta de la operacion S(t)g(x). En efecto, se puede demostrar que esta operacion es un
promedio en el sentido siguiente, si g € C(R?), entonces

S(t)g(x) = % /S gl + t0)do:

4. Propiedades de las soluciones

4.1. Ecuacion homogénea

Aqui estudiamos el problema
Lu =0,
u(0, ) = up(z) € C2,
(0, x) = uy(x) € C2.

—> Entonces, utilizando la férmula (4) y la Observacién 1 podemos escribir que la solucién de este problema es

u(t,x) = OS(t)up(x) + S(t)ui(x) = 0 <4t7r /S2 uo(z + ta)da> + 4i /S2 ui(z + to)do

7r
1

= i up(x + to) + tVug(x + to) - o + tur (z + to)do. (5)

S2



= A partir de esta tltima férmula se puede ver que si ug € C3 y si u1(x) € C2, entonces la solucién u serd a lo
mucho de clase C?(R?) y no hay ganancia de regularidad.

— Haciendo el cambio de variable z = x + to tenemos la expresion
1
u(t,z) = —— / uo(z) + Vug(2) - (2 — x) + tuy(2)do(2), (6)
4rt |z—z|=t

de donde deducimos los dos puntos siguientes:

e Unicidad: con la féormula anterior, si dos soluciones u y u provienen de los mismos datos iniciales,
entonces son iguales.

e Principio de Huygens fuerte: la férmula (6) nos dice que la solucién u(t, z) depende inicamente de
los datos iniciales sobre la esfera |x — z| = t.
4.2. Ecuacion no-homogénea
En esta seccién estamos interesados en estudiar el siguiente problema.
Ou = f,

u(0,2) =0,
Ou(0,z) = 0,

donde f € C%(]0, T] x R?). Una aplicacién directa de la férmula general (4) nos da como solucién de este problema
la funcién

t
u(t,x) = / S(t—s)f(s,x)ds.
0
= Notamos que, aun cuando los datos iniciales son nulos, se obtiene una solucién no nula.

= En el caso de la dimensién 3, podemos escribir

Fit—lylz—u)2.

ult, ) = vl

A iyl <t

Con esta expresion vemos que la solucién puede expresarse por medio de una convolucion.

4.3. Decrecimiento en el tiempo

Nos interesamos ahora en la propiedades de decrecimiento en el tiempo de las soluciones de la ecuacién de
ondas y para ello consideramos el problema:

Cu =0,
u(0,z) =0, (7)
Ou(0, ) = uy(x),

donde la funcién u; es tal que / |Vui(z)|de < 4o0.
R3

Teorema 2 Sea u la solucion del problema (7). Entonces se tiene la estimacion:

c
s Moe < 5 IV

Demostracion. En este caso particular, la solucién de la ecuaciéon de ondas se escribe de la forma

1
CA4r

ui(z)do(z).

|x—z|=t

u(t,z) = S(t)ui(x) = ﬁ /S2 w1 (t + zo)do



Utilizando el teorema de la divergencia podemos escribir entonces

ul(z)> do(z) = —— / Sua(z) + 2 Vs (2)do(2).

4t |z—z| <t t

1 1
— ui(2)do(z) = / % (
am |lx—z|=t 1( ) ( ) dmt |lx—z|<t

Es decir que obtenemos la desiguladad

Z—X

3/ 1/ Z—x
u(t,z)] < — ui(z)|do(z) + — Vui(z)|do(z
o) < g [ G+ [ S D))
3
<

1
W/Rs [01(2) ozt (2)do(2) + ||Vl

3 3/2 2/3 1/3 1
S e </]R3 [ua(2)] dz) </R3 ]l{lw—ZI<t}(z)dz) + IVl

C 1
< — —|V .
< el + g IVl
En este punto aplicamos la desigualdad de Sobolev ||u1|;s/2 < C||Vui||1 y obtenemos la mayoracién
C
utt, ) < v,

que es el resultado buscado.



