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1. Espacios de Lorentz
= Son una generalizacién de los espacios de Lebesgue: miden el “tamano” de las funciones.
s Muy ttiles cuando se trabaja con operadores, es decir en todo el analisis.

s Muchas veces sélo se disponen de estimaciones en donde intervienen los espacios de Lorentz no se puede
pasar a estimaciones més fuertes en donde intervienen espacios de Lebesgue.

1.1. Funcidén de distribucion

Definicién 1 Sea (X, p) un espacio medido, sea f : X — K una funcion medible y sea a € [0,400] un
real. Definimos sobre [0, +00[ la funcién de distribucién asociada a la funcién f por

dp(a) = /X L posay (@)du(@) = u({z € X : |f(2)] > a}).

Proposicién 1 Sea (X, p) un espacio medido y sean f,g: X — K dos funciones medibles. Entonces, para
todo o, B > 0 tenemos:

(1) ds es decreciente y continua a la derecha sobre [0, +o0],

(2) si|g(x)| < |f(x)| p-c.t.p. entonces dg(a) < dg(er), para todo o > 0,

(3) para toda constante X € K*, se tiene dy¢(o) = dg(a/|M]), para todo o > 0,
(4) drglat B) < dy(a) + dy(B).

(5) dsg(af) < dy(a) + dy ().

(6) si|f(z)] < liminf\fn(ac)\ p-c.t.p. entonces dy(a) < liminfdy, (o),

n——4o0o

Proposicién 2 Sea (X, p) un espacio medido, sea f: X — K una funcidn medible y sea 1 < p < +00 un
pardametro real. Se tiene entonces la identidad

—+o0
1712, = p /0 o1 dp(a)do

Prueba.

p/;oo P~ 1d;(a)da :p/0+oo o ! (/X ]l{f|>a}(x)d,u(:v)> da

Aplicamos el teorema de Fubini en la ultima integral para obtener

o [ [ e @i due = [ / o Vo dula) = [ \f7duta) = 117,



1.2. Espacios de Lorentz L7

También llamados espacios de Lebesgue débiles o espacios de Marcinkiewicz.

Definicién 2 Sea (X, ) un espacio medido y sea f: X — K una funcién medible.

1) Sea 1 < p < 400 un nimero real, diremos que f pertenece al espacio LP*°(X,K) si la cantidad

oo = l/p = i < g )
| flle. ilipo {a dy (a)} cl*r;fo {df(a) <5 Voo > 0} es finita.

2) El espacio L*>*°(X,K) es por definicion el espacio L>°(X, K).

Proposicién 3 Sea 1 < p < +o00 y sea (X, u) un espacio medido. Entonces tenemos la inclusion:
LP(X,K) C LP*°(X,K).

= [[fllLeee < || fllLe-

Esta inclusion es estricta.

Prueba.
= Sea o > 0 un numero real, entonces

i Pdu(z) — 2 Pdu(x z)|Pdu(x
112 AUUIM) AbMUU|m>+AKMm>|m>

> ) Pdu(x) > of du(z) = oPds(a).
__AWMUUIM)_ Am@um £(@)

Es decir, para todo o > 0,
1
1£llzr > ad/"(a).

s La inclusién es estricta:

Sea la funcién f : & — |z|~™/? definida sobre X = R". Se tiene f ¢ LP(R"). Pero ||f|| s es igual a la raiz
p-ésima, de la medida de la bola unidad de R", en efecto, un cambio de variable permite ver que

d¥?(a) = a B0, 1)[7.

Luego se tiene || f||pr.c = |B(0, 1)|1/p~

Primera utilidad de los espacios de Lorentz:
= Permiten mejorar el resultado de interpolacién entre los espacios de Lebesgue.

Sabifamos que se tiene la estimacion
1 1-1
1l < NFI I
para toda funcién f € L}(X)N L®(X), con 1 < 7 < +o0.

Con los espacios de Lorentz tenemos algo mejor:

Proposicién 4 Sean 1 < p < g < 400 y sea f € LP>®(X) N LY*°(X), entonces f € L"*°(X) para todo
p<r<gq:

£l < Co s )| £l Fooe | 11D 00




(=

Prueba.

= Sea g < +00. Sabemos que

df(a)g <|fHLP°0 ||f||Lq00>

p ol

1
q a—n
Fijemos T = (H;HI%""X’ ) " para escribir

IIZp,00

+o0 —+00 p q
||f||rLr —r o/ﬂfldf(oz)da S —1 min HfHLPyOO’ ||f||Lq»oo do
0 0 aP ad
T - 400 )
- /0 o’ P||f|rmda+r /T O fGda (1)
r _
= HfHLpoo (A

B ( o fr)<wazp,oo>32<ufu%q,w>25

r—p 4q

» Sea ¢ = +o0. Como ds(a) = 0si a > ||f||L= entonces basta utilizar la estimacién df(a) < a || f||% . para
la parte o < || f||z> en la integral (1) para obtener

Iz < ||f|| ool Fed

Teorema 1 (Caracterizaciéon) Sean 1 < p < 400 y sea f : R" — R una funcidn medible. Entonces
f e LP>®(R"™) siy solo si

(VA >0) (3fo, f1 : R" — R) t.q. f(x)= fo(x)+ fi(x)

con ||f0HLPO < CQAG_I Y ||f1HLP1 < CoAG con A > 0, - -l- pT’ po<p<prLy 0<6<l.

Ademds se tiene

I fllpe = fnf{C >0: f=fo+ f1 con || follrro < CA™L || fillzm < CAQ}

Prueba.
) Sea f € LP°°(R"). Definimos fo = fl zern:|f(2))>B} Y J1 = fl{zern:|f(x)|<B} con un cierto B > 0. Mostremos
que fo € LP° y que f; € LPL:
e Para fy:
“+o0o +00 '
[arar = [ima=Y [ifre <> eter [
R» - >
{f@i>By T @B<f@)<rtiBy T {29 B<|f(x)| <2/ 1B}
< D (@TBAp(2B) <Y (27T B B) 7P| fl e = BY PO f oo
§=0 §=0
la suma anterior converge pues pg < p y por lo tanto fy € LP0.
e Para fi:
00 ‘
[ 1npas = [ ao- [ismas <y ermr [
{if(x)|<B} {2 JB<|f(w)|<2 sy IO {29 B<|f(x)|<2~7+1B)
+oo
< > (@77TB)Pdy(277B) <Z @B 27 B) | Il = BPPC| fll b
§=0 §=0

la suma anterior converge pues p < p; y por lo tanto f; € LP1.




Reescribimos estas estimaciones de la siguiente forma:

~ B 1—p/po
ol < mﬂme%m—mmmm()
Tl

B B 1-p/p1
1Al < mﬂ”wm%azmmmm<>
Tl

B )p(l/Pofl/m)

basta entonces escribir A = (W y Co = C|| f|lLp.oe-

(«<=) Tenemos la estimacién
{If @) > a}| < [{Ifo(@)] > a/2}| + [{| fi(2)] > a/2}|
Aplicando la desigualdad de Tchebychev y las hipdtesis obtenemos
ollZo | Il _ CRPAO—D | Cp A

oPo oP1 oPo oP1

@ 8 AO=D)po—p @ po*p_kA@prp @ e
« « «

Para terminar basta escojer A tal que la cantidad entre corchete anterior siempre sea igual a 1: tenemos
entonces que f € L™

{If(@)] >a}| <

IN

2. Teoremas de interpolacién de Marcinkiewicz y de Riesz-Thorin

= es un tipo de resultado esencial en el analisis.
» estos teoremas son la fuente de muchas aplicaciones muy ttiles.

= son el punto de partida de la teoria de interpolacion entre espacios de Banach.

Definicién 3 Sea (X, p) un espacio medido. Definimos LPO(X) + LPY(X) como el espacio de todas las
funciones f tales que f = fo+ f1 en donde fy € LP°(X) y f1 € LPY(X).

Proposicién 5 Sea (X, ) un espacio medido. Si py < p1 se tiene LP(X) C LPo(X) 4 LP (X)) para todo p
tal que pg < p < p1.

Prueba. Sea f una funcién de LP(X) y sea v una constante positiva fijada. Escribimos

f(@) si|f(z)] >~ f(@)  sil|f(z)] <~y
fo(z) = fi(z) =
0 si|f(x)] <~ 0 si|f(x)] >~y

de manera que f = fo + fi.
Puesto que pg — p < 0 se tiene
J @Pduta) = [ 1@ PL@Prdute) <97 [ 1@ Pdute)

De forma similar tenemos

/ulmw /m VP ()P Pdpu(a p”/v ) Pdp(a

luego fop € LP°(X) y f1 € LPY(X).



2.1.
Un operador sublineal verifica T'(af + Bg) < aT'(f) + BT (g).

Interpolaciéon de Marcinkiewicz

Teorema 2 Sean (X, u) y (Y,v) dos espacios medidos. Sea 1 < py < p1 < 4+00. Sea T' un operador sublineal
definido en el espacio LP°(X) + LP*(X) y que toma valores en el espacio de funciones medibles definidas
sobre Y.

Supongamos que existen dos constantes positivas Ag y Ay tales que:

IT()llLrooe vy < Aol fllzro(x),  para toda funcion f € LP°(X), (2)

IT(f)l Lrrce vy < Arllflloe (x), para toda funcion f € LP*(X). (3)

Entonces, para todo py < p < p1 y para todo f € LP(X), tenemos la estimacion:

IT(H)leyy < Allfllzecx)s (4)
en donde
p p % 1/p=1/py 1/pg—=1/p
A=2 < + > Ay/roTiire Aot (5)
bP—pPo pP1—Pp
Demostracion.

Supongamos que p; < +oo y fijemos una funcién f € LP(X) y un pardmetro o > 0. Utilizamos la descom-
posicién anterior de la funcién f escribiendo f = f§ + f{* en donde

o) f(@)  si|f(z)] > da fo(a) f(@)  si|f(z)] < da

T) = T) =

0 0 si | f(2)] < da ! 0 si [ f(z)] > da.

Aqui ¢ es un parametro positivo cuyo valor sera determinado posteriormente. Obsérvese que f§ pertenece

al espacio LP°(X) y que f{* pertenece al espacio L' (X).

Utilizemos la hipétesis de sublinealidad para obtener
TN = 1T + S < T+ [T,
lo que implica las inclusiones
{z:|T(f) (@) > a} SH{z: [T(fF)] > a/2y Uiz [T(T)] > a/2},
de donde se tiene, al nivel de las funciones de distribucién
dr(py(a) < dppey(a/2) + dp(pe)(a/2). (6)
Esta estimacion anterior, junto con a las hipétesis (2) y (3), nos da

po b1
AO

e x)[PPdu(x A x)[Prdu(x
@) S i [ )+ e [ @)

Ahora vamos a contruir la norma LP de T'(f) utilizando la proposicién 2, en efecto:

+00 +o0
IT(PIE, = p / oLy ) (@)der < (240)7p / ap b0 / (@) [P du(x)da
0 0 {|f|>da}

—+oc0
sy [ et [ )P dutado.
0 {If|<éa}




Aplicamos el teorema de Fubini para obtener

1£1/8 e
IT(F)IE, < (240 / )P / P P dadu(x) + (24,7 p /X )P /W o P dadp(x),

es decir
T < a2 [ 1@ P ) + cap L [ @ PR ),

De donde se obtiene

IR, < [<2Ao>m v 4 (24,0 pam—p} T

— Do

Po P
Falta ahora fijar un valor de § para terminar la prueba; para ello es suficente escribir 6 = 245" A7°™"" .
El lector verificara sin problema que se tiene la estimacién deseada.

Caso cuando p; = +oo. Escribamos otra vez f = f§ + ff* con
) f@) silf@)] > va ) fz) silf(@)] < va
o (x):{ 0 silf(@) <ro . (@:{ 0 silf@)] > e
Tenemos las estimaciones siguientes
1T e < AallfT¥lzee < Aryer = /2

siempre y cuando fijemos v = 55—. Se deduce de esto que el conjunto {x : > «a/2} es de medida cero;
i do fij 251 Se deduce de est 1 junt T(fy 2 d did
por lo tanto

drpy(a) < dp(se)(/2).

Se construye otra vez la norma LP de T'(f) utilizando la proposicién 2:

“+o0
T < /0 P Ldpze)(cr/2)da

Aplicando el teorema de Fubini se tiene

2A1|f|
< (240)p /X Fla)Po /0 o P dadp(z)

Es decir

< (240)7 z) L f (@) [P0 (2A1)P P dp().

de donde concluimos que
— p
1T ()} < 2PAG° AT ——IfIIT»
P —DPo

lo que termina la prueba.



2.2. Aplicacién: Funciones Maximales

» Funciones de gran importancia en el andlisis armoénico: una herramienta indispensable

» Ejemplo de operadores que no son acotados en L' en L': ilustracién de la necesidad de los espacios de
Lorentz

Definicion 4 Sea f : R™ — R una funcidn localmente integrable. Definimos el promedio de f sobre la bola
B = B(z,r) como
1

mN® = BT e

f(y)dy

Definicién 5 (funcién maximal centrada) Sea f: R"™ — R una funcion medible. La funcion maximal
centrada de Hardy-Littlewood es:

M) = sup mi(0)@) = sup o [ )y

Definicién 6 (funcién maximal no centrada) Sea f : R" — R una funcidn medible. La funcion ma-
ximal no centrada de Hardy-Littlewood es:

M(f)(x) = sup  mpgs(lf)(z)

>0; |[z—y|<d

Teorema 3 (Control sobre funciones maximales) Sea ¢ > 0 una funcidn continua y decreciente de-
finida sobre [0,+00[. Si ®(x) = p(|x]) es una funcion integrable sobre R™ entonces, para toda funcion f
localmente integrable sobre R", se tiene la estimacion

ililg(!f\ x ®c) () < ||| L1 M(f) (@)

en donde hemos notado ®.(z) = e "®(e1x).

Observacion 1
» El operador M nunca estd en L!'(R") si f # 0.

» Se tiene M(f) < M(f).

Teorema 4 Las funciones maximales M y 9 son operadores acotados:
» de LY(R"™) en LY (R")

« de L®(R") en L=(R™)

» de LP(R™) en LP(R™) para todo 1 < p < +00

Demostracion.

» de L'(R") en LY*°(R™): Dado que M(f) < 9M(f), se tiene la inclusién de conjuntos

{z e R" : [M(f)(@)] > o} C {z e R" : [M(f)(z)] > a}.

Como M(f) es el supremo de funciones continuas, se tiene que MM(f) es semi-continua inferiormente y el
conjunto

Eo ={z e R" : [M(f)(2) > a}



es abierto. Sea K un compacto de F,, entonces para todo x € K existe una bola B, tal que:

[ 15wldy > al.|

T

Por compacidad de K existe un recubrimiento finito {By 1, ..., By} de K.

Lema 1 (Teorema de recubrimiento) Sea {Bj, ..., By} una familia finita de bolas abiertas de R™. Existe
entonces una subcoleccion finita {Bj 1, ..., B} formada por bolas disjuntas tales que

l
U B
i=1

Aplicamos este lema a la familia de bolas {B; 1, ..., By 1} para obtener

yK\<Zmey<3"Zme\_3”2/ ydy</ W)y

Tomando el supremo de todos los compactos contenidos en E, obtenemos
o|Ea| < 3| fll

de donde se deduce

M) ree <M 100 < 3% fllL2-

» de L*°(R"™) en L>®(R"):

Se tiene inmediatamente |[M(f)|[zee < [|9R()|lzee < ||| Loe-

» de LP(R™) en LP(R™) para todo 1 < p < 400:

Aqui se aplica el teorema de interpolaciéon de Marcinkiewicz!

2.3. Interpolacion de Riesz-Thorin

Teorema 5 Sean (X, pu) y (Y,v) dos espacios medidos. Sea T un operador lineal definido sobre el conjunto
de todas las funciones simples f: X — Y. Sean 1 < pg,p1,90,q1 < +00. Si se tiene

| T ()Nl Lao vy < Moll £l ro x)
1T ()l par vy < Mallfllzer (x)s

para toda funcion simple f sobre X, entonces, para todo 0 < 0 < 1 se tiene
—0 60
IT() | ey < Mo~ MY || f || o)

para todas las funciones simples de X en donde % = 1p—_06 + p% Y

Por densidad de las funciones simples, T posee una tnica extension acotada de LP(X) en LI(Y').

Demostracion. Sea

m
f= Z ape'* 14,

k=1



una funcién simple sobre X en donde a; > 0, a, € R y Ay son subconjuntos disjuntos de X de medida finita.

Por dualidad, necesitamos controlar la cantidad
T vy =sww | [ (1) @atoivte)

en donde el supremo toma en cuenta todas las funciones simples g € L7 (Y) tales que [|g| (v) < 1. Escribimos

entonces "
9= ijeiﬁj]lBj
Jj=1

en donde 3; > 0, B; € R y B; son subconjuntos disjuntos de Y de medida finita.
Definimos ahora las cantidades

p p q q
Pz)y=—1—-2)4+—2z Qz)==(1—2)+ ==z
@=L0-9+2: v Q@=%0-2+3

Para z € {z € C: 0 < Re(z) < 1} definimos

ﬂazﬁﬂmwmwww

en donde . .
fo=Y @y, v g =3 b2 ey
k=1 j=1

Por linealidad se tiene .
F(z) =33 af@pdPeioreids / T(1a,)(2)1p, (z)dv(x)
k=1 j=1 Y

notar que F' es analitica en z puesto que ag,b; > 0.

» Sea ahora z tal que Re(z) = 0. Dado que los conjuntos Ay son disjuntos y que \akP(z)] = ai/po tenemos

I £ i% = ||f||7,- Simétricamente como se tiene ]b?(z)| = b;l.//qé, podemos escribir ||gz||qL6q6 = ||g||qL/q,.

’ ,
» Si z es tal que Re(z) = 1, por las mismas razones tenemos || f. | 121,1) =\fl% v ||gZHq]_J1q,1 = HquLq"

Utilizando la desigualdad de Holder y la hipétesis tenemos cuando Re(z) = 0:
()] < IT()lpm0 lg: oy < Mollf=1zwollg=Il o = Moll FIE 19147

Cuando Re(z) = 1 se tiene:

[F(2)] < MullFIBP gl ©0n.

Necesitaremos el lema siguiente:

Lema 2 (de las tres lineas de Hadamard) Sea F' una funcidn analitica sobre la banda abierta
B={zcC:0<Re(z) <1}
que es continua y acotada sobre B y tal que
» |F(2)| < By cuando Re(z) =0

v |F(z)| < By cuando Re(z) =1

con 0 < By, By < +00. Entonces se tiene |F(2)| < By B} si Re(z) =6, con 0 <0 < 1.




Suponiendo este lema podemos escribir directamente, cuando Re(z) = 6:
—0 316
|[F(2)] < My~ M| fll e gl

Para terminar notamos que P(f) = Q(f) = 1 y entonces
F(6) = | T(Pga

Podemos concluir tomando el supremo sobre todas las funciones simples g definidas sobre Y a valores en LY de
norma ||g| 1oy < 1.

2.4. Aplicacion: Desigualdad de Young

Teorema 6 Sea 1 < p,q,r < 400 tal que 1 —i—é = %—F % Entonces, para todo f € LP(R™) y todo g € L"(R™)
se tiene
1f = glla <1 flleellgllLr-

» Sea g € L" y definamos T'(f) = f = g.
= Nétese que T': L' — L" con norma mayorada por ||g||z:

NT(Hller = I1f *gller < I fllzllgllzr (desigualdad de Minkowski continua)

— que T': L" — L™ con norma mayorada por ||g||z-:

. gz —y)dy| < | fll gl == 1T (Hllzee < Al L lgllzr

= Entonces una aplicacién directa del teorema de Riesz-Thorin nos da que T envia LP en L? con norma
mayorada por

g% llg =" = lgll-
conl/p=1—-0+0/r"y1/qg=(1-0)/r+60/cc; es decir:

1 *gllza <l fllzellgllzr-
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