AMARUN Comisién de Pedagogia - Diego Chamorro
www.amarun.org| Andlisis arménico y espacios funcionales (Nivel 3).
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1. Teoria de Littlewood-Paley

= Las funciones cuya transformada de Fourier es de soporte acotado tienen buenisimas propiedades

s Es 1til “recortar” las funciones en el nivel de Fourier para usar estas propiedades

1.1. Desigualdades de Bernstein

Explican las relaciones existentes entre el soporte en Fourier de una funcién, su regularidad y su norma LP:

Teorema 1 Sean f € S(R™,R), Ry, Ry dos reales fijos tales que 0 < Ry < Ry y sea A > 0 un real.

~

1) Si sop(f) € B(0,ARy), entonces existe una constante C' > 0 para todo entero k y para todo p,q con
1<p<q<+oo, tal que:
sup [|0% f||pa < CENHPZD] £l (1)
|a|=k

2) Si sop(f) C C(0, ARy, ARz2), entonces existen dos constantes Cy,Co > 0 para todo entero k y para todo
p,q con 1 <p<q< 400, tal que:

CTENM | f Nl < sup [0 fllLe < CEN*||£]| o (2)

al=k

Prueba.

Si reemplazamos la funcién f por f\ = 0x[f] = f(Az1, ..., Azy,), obtenemos

‘Slllpk\lé’“fx\lm = /\’“_”/q‘s?pkllao‘fl\m v Al = X2 fl

— basta considerar A = 1.

~ ~

1) Sea ¢ € C°(R™,R) t.q. ¢(&) = 1 sobre la bola B(0, R;) y notamos g(§) = ¢(§). Tenemos f(§) = g(&)f(§) vy

pasando a la transformada de Fourier inversa obtenemos f(z) = g * f(x).

Estudiemos ||0f||za. Por las propiedades del producto de convolucién se tiene con Young

10%fllLa = [If * 0%llLa < [ fllzol0%gllL- (3)

Utilizando las desigualdades de interpolacién obtenemos que

1 1—1
10%g ]t < 10%gl A 10%gl ™ < 0%l + 0%l oo (4)

Sabemos que ¢ € C°(R™,R) € S(R™,R), de manera que g € S(R",R) y por las propiedades de las funciones
de la classe de Schwartz tenemos que ||0%g|;1 < C||0%g||L~. Ademds, por definicién de transformada de

Fourier inversa tenemos
10%gll Lo < 1€%0llzr < R§ @l = CRY < C*



2) Por la primera parte, basta verificar C7 ¥ || f||r» < sup [|0®f||z». Consideramos la funcién ¢ € C3°(R™, R) tal
que ¥ (&) = 1 sobre la corona C(0, Ry, R2) y deﬁnii?llo:skuna nueva funcién g, como
Ga(€) = (=i€)*€| 7" 9(€),  de manera que g, € S(R",R).
Dado que |, B (—i&)*(i€)™ = |¢|?*, podemos escribir
~ k!
f©) = D H9a(©)(i&) F(©)-

|al=k

Pasando a la transformada de Fourier inversa obtenemos f(z) = _,— B ga* (0“f)(). Calculamos ahora
la norma LP de esta identidad + Young;:

k! o o
eSS o1 Moallzllo® fllze < Cf sup [[0°f| v

o=k o=k
[ |
1.2. Particién de la unidad
—> idea: hacer cortes diddicos en el nivel de Fourier.
= Primera familia de funciones:
Sea ¢ € S(R™,R) t.q.
1osioJg<1/2
2(8) = (5)
0 si [¢]>1
= el soporte de @ esta contenido en la bola {{ € R™ : €| < 1}.
Para todo j € N definimos las funciones dilatadas ¢; de esta forma:
1 osi ¢ <2t
35(6) = p27e) = |
0 si [¢] > 27.
= el soporte de $; estd contenido en las bolas de radio diddico {€ € R" : [¢] < 27},
= Segunda familia de funciones:
Definimos 1 como R
¥(§) = 2(£/2) — @(8)- (6)

Luego, para todo j € Z escribimos
05(6) = d(277) = B (€) — 35 (6).
= el soporte de estas funciones esta contenido en las coronas diddicas
C(0,27 120 = {e e R": 2771 < |¢| < 2771
Observacién 1 Nétese que todas las funciones @; y sz pertenecen al espacio C3° que es un subconjunto de S.

Dado que la transformada de Fourier es una biyeccién en S, obtenemos que todas las funciones ¢; y v; pertenecen
a la clase de Schwartz S.



A partir de estas familias de funciones obtenemos algunos resultados interesantes que seran fundamentales para
explicar las propiedades de los bloques diddicos.

Teorema 2 Sea ¢ la funcion de base fijada en (5). Entonces

1) Para todo & € R"™, se tiene la identidad

2) Tenemos el limite

3) Se tiene la identidad siguiente

+oo
Bo()+ D (&) =1 (7)
=0

Prueba. Moralmente, basta usar las definiciones de ¢; y de 1;: en efecto, el primer punto es inmediato. El
tercero es una consecuencia del segundo pues se tiene

+oo 7—1
@@+Z@@=ml@m+2%@}:M@@zL
j=0 k=0

j—+oo j—+o0

Para el segundo punto hacer un dibujo.
|

Este resultado explica lo que sucede cuando j — +00, es decir en las grandes frecuencias. El resultado a
continuacién muestra qué pasa cuando j — 0 con las pequenas frecuencias.

Proposicién 1 Sea ¢ la funcion de base fijada en (5). Entonces

1) Para todo & € R™ tal que £ # 0 R
26 = >

k<j—1

2) Se tiene la identidad siguiente para todo & € R™ tal que £ #0

> i) =1 (8)

JEZ

Cuidado! Las dos identidades precedentes son falsas cuando £ = 0 pues se tiene por un lado zzj (0) = 0 para
todo j, pero por otro lado se tiene @;(0) = 1.

Prueba. Estas dos propiedades se deducen directamente de las definiciones de las funciones ¢; y 9;.



Proposiciéon 2

= Para todo j € 7Z se tiene la identidad
sl = llellrr

» Para todo j € Z, las funciones 1); tienen un momento nulo:

Yj(x)dr = 0.
Rn

Prueba.

= Para el primer punto basta observar que se tiene la identidad
pj(x) = 27"p(2 ),
un simple cambio de variable muestra entonces que se tiene el resultado deseado.

= Para el segundo escribimos:
@i = [ ) =g

R”
= 2(j+1)"/ <p(2(j+1)x)dm—2jn/ p(27z)dx

n

Con un cambio de variable obtenemos

¥j(x)de = /n o(z)dx — / o(x)dr = 0.

Rn

1.3. Bloques diadicos
» A partir de las funciones ¢; y ¥; que acabamos de considerar es posible determinar operadores utilizando

el producto de convolucién.
» Estos productos de convolucién estdn bien definidos para distribuciones temperadas pues las funciones ¢; y

1; son elementos de la clase de Schwartz.

Definicién 1 (Operadores de Littlewood-Paley) Sea f € S'(R™,R). Para todo j € Z definimos
= los operadores de Littlewood-Paley S; por S;(f) = f * ¢;.

= los Bloques diadicos A; por A;(f) = f * ;.

Al nivel de Fourier tenemos

Si(NE© = FOF(©)

A& = FE©)
= los operadores S; y A, son operadores de truncatura en Fourier:

sop(S;(f)) C {¢€€R™:[¢| <27}

sop(B;(f)) € {geR YT <lg <2,




De esta forma se realiza, al nivel de Fourier, un “corte” diddico en el soporte de las funciones. Pues cada uno de
estos operadores estd bien localizado en Fourier: su soporte estd totalmente controlado.

Veamos un primer resultado:

Proposicién 3 Para toda distribucion temperada f € S'(R™,R) se tiene

j—1
Si(f) = So(F) +D_A4(0)
k=0
Prueba. Pasar en Fourier y usar el teorema 2. En efecto:

I ol S R -
So(f)+ ) _A;(f) = [(&)Po(&)+ (©)¥(8)
k=0 k=0
= f(&) (@o(f) + k(f))

k=0
= f(©)&;(8)
= 5

de donde se deduce la identidad deseada.

1.4. Desigualdades de Bernstein aplicadas a los bloques diadicos
= En el nivel de Fourier los bloques diddicos tienen un soporte acotado de forma muy precisa: estdan en coronas
diadicas

s Este es justamente el caso ideal para utilizar las desigualdades de Bernstein.

Antes de entrar en los detalles, es muy 1til definir algunas funciones auxiliares.

Definicién 2 (Funciones auxiliares) Sean las funciones ¢ y 1 definidas por (5) y (6) respectivamente.

1) Definimos la funcién ¢ como é(f) =9(£/2).
Para todo j € Z definimos ¢; como @;(§) = o(277¢).

2) Definimos la funcién ¢ como 5(5) :A$(§/2) - ?5(&)
Para todo j € 7 definimos @Zj como Jj(g) = @Z(2‘j£).

;,Cudl es la utilidad de estas funciones?

Nétese que sobre el soporte de @ se tiene que ;5 = 1, de manera que se tiene la identidad
P(&) = e(§)e(¢)

...y si se tiene esta identidad en Fourier...se tienen resultados interesantes en la variable real!

por ejemplo, podremos pasar todas las derivadas a las funciones auxiliares...




Definicién 3 (Operadores asociados) Sea f € S'(R™,R). Para todo j € Z definimos los operadores :S’\;
y Aj asociados a las funciones @; y 1; por las formulas

Si(f) = f*p; es decir en Fourier S;f(€) = A(g)@](g)

— ~

A(f) = f+ 0y A f(&) = F(&)U;(8)

El primer resultado que muestra las utilidas de estas funciones auxiliares es el siguiente:

Proposicién 4 Sea f € S'(R™,R). Se tiene para todo j € Z las identidades

Si()=8i(S;(F) v A =A,(A5(1).

Prueba. Formalmente, basta pasar en Fourier: en efecto se tiene, por definicién de las funciones auxiliares las
identidades

o~

(85:07) (© = B©81070 = 8100

de donde se deduce el resultado deseado. La identidad buscada para los operadores A;(f) se deduce de la misma
manera.

Veamos ahora lo que sucede cuando intervienen derivadas y normas LP.

Proposicién 5 Sea f € S'(R™,R). Para todo multi-indice o € N", para todo j € 7 y para todo 1 < p <
q < 400 entonces:

1) 10°S; ()l < 21910°3] 11 ()| o

2) 085 (f)llze < 270 L1 A5 ()] v

Prueba. Aqui usaremos la propiedad anterior S;(f) =
de manera que al aplicar la derivaciéon obtenemos 80‘5' (f
desigualdades de Minkowski se tiene

S (S (f)) que es equivalente a escribir S;(f) = fxp;*@;,
) = f *¢; * 0%¢p;. Tomando la norma Lp y usando las

10%S5(Nllze < Lf * @l e [|0% @5l 1

Usando la definicién de ¢; y la homogeneidad de los espacios L' se obtiene el resultado.

|
Proposicién 6 Sea f € S'(R™,R) y sean 1 < p,q,r < +00. Entonces:
1) 15(H)llze < 22~V Gl| S5 (F)llze con 1+ 1/q=1/p+1/r.
2) |85 (f)llza < 2" DY || | A (f)l|zr con 1+ 1/qg=1/p+1/r.
Prueba. Basta aplicar las desigualdades de Young. En efecto escribimos:
155 (F)llLa < 1f * @illell @5l
En este punto aplicamos la homogeneidad de los espacios de Lebesgue L™ para obtener la estimacién:
1S (D llza < 1f * @5ll o273 1 = 27 VP YD) f v 05 0| 2
|

Observacién 2 Noétese que la combinacién de estas dos proposiciones proporciona las desigualdades de Bernstein
aplicadas precisamente a los bloques diddicos.




2. Descomposiciones de Littlewood-Paley

—> idea: expresar las distribuciones temperadas como una suma de bloques diddicos.

2.1. Descomposicion inhomogénea

Teorema 3 Sea f € S'(R™,R). Se tiene la siguiente identidad en el sentido de las distribuciones

F=5S()+>_ 250

jeN

Prueba. Basta pasar en Fourier! En efecto se tiene, al menos “formalmente”, la identidad

Fo= S+ 80

jEN

= ]? @0“‘2#’]

JjeN

j—1
= ijI—Poo (@0 + kzoi/ﬁc)

Il
=)

Aplicaciones:

» La gran mayoria de espacios funcionales conocidos (Lebesgue, Sobolev, Besov, Hardy, etc.) pueden caracte-
rizarse cémodamente en funcién de esta descomposicién inhomogénea.

= Este tipo de descomposiciéon tiene muchas aplicaciones dentro del analisis arménico, en las EDPs, en el
tratamiento de senales (la descomposicién de Littlewood-Paley estd a “medio camino” entre el andlisis de
Fourier y las ondiculas u ondelettes)...

El primer ejemplo de caracterizacién equivalente de espacios funcionales por medio de bloques diddicos es el
de los espacios de Lebesgue.

Teorema 4 Sea f € LP(R™) con 1 < p < +o0. Se tiene entonces la equivalencia entre normas siguiente:

1/2
1Al = 1So(F) oo + (Zm )

JEN

Lr

La notacién A(f) ~ B(f) significa: existen dos constantes universales! C1,Cs > 0 tales que, para todo f, se
tenga

C1A(f) < B(f) < C2A(f).

Observacién 3 Este resultado nos indica cémo “leer” la pertenencia de una funcién a los espacios de Lebesgue
LP con 1 < p < +oo por medio de los bloques diddicos.

Observacién 4 Los espacios L' y L> no admiten una descomposicién de este tipo. No pueden ser caracterizados
de esta forma. Los substitutos naturales son los espacios de Hardy y BMO.

Les decir que no dependen de f.



Prueba.

s Caso simple p = 2: vamos a demostrar que se tiene la estimacion

1/2
1So(/)ll e + (Z\Aj(f)2> < OlIf |2

JEN L2
e La parte ||So(f)|/z2 no causa ningin problema pues por la desigualdad de Minkowski se tiene

1So(H)llL2 = [1f * @llz < lellzallfllze < Cll 22

Recuérdese que p € S C L' N L.

e Para la segunda parte
1/2
2
(Zia?) | <
JEN L2
vamos a utilizar el teorema de Plancherel y vemos que esta estimacién es equivalente a la desigualdad
| 1517 < €1
R™ jen
y por lo tanto, lo tnico que hay que verificar es que se tiene la estimacion
12
> lilP<C (9)
JEN

Dado que la funcién 1 tiene un momento nulo podemos entonces escribir

B = [ v = [ (e 1) v

o< [

Es decir

et _ 1]rw<x>rdx <l [ Pyl < Cle .
R”L

10(6)] < O]V, (10)

Sea ahora & = (&1,...,&,) # 0 y sea j tal que || > || para todo k = 1,...,n. Integrando por partes
con respecto a 0; en la definicién de la transformada de Fourier obtenemos la férmula

99 = - [ (-ig) e 400 ()
de donde se deduce la estimacién

FOI I [ Vu@lde < cle

B(&)] < Clel (11)
Con las estimaciones (10) y (11) vamos a obtener la desigualdad (9): basta cortar la suma en dos partes,

la primera donde 277|¢| < 1 y la segunda donde 277[¢| > 1.

s Caso més dificil p # 2: hay que mostrar una desigualdad débil. Definiendo un operador 7" bien adaptado al
problema se demuestra la estimacién

IT(f)lpree < Clfll L2

entonces por interpolacién se obtiene el resultado para 1 < p < 2 y por dualidad se obtiene el resultado para
2 <p < +o0.



2.2. Descomposicion homogénea

= En la seccién anterior hemos usado la descomposicién
+o0o

Po(€) +)_hi(©) =1
j=0

Es decir en donde sélo interviene la particién en las grandes frecuencias.

= Es posible usar la descomposiciéon

> () =1

JEZ
en donde intervienen las pequenias frecuencias, pero hay que tomar ciertas precauciones: recuérdese que esta
féormula era valida s6lo cuando £ # 0.

— el problema de estd en el origen, una forma de solucionarlo es “descartar” todas las funciones/distribuciones
cuya transformada de Fourier tiene por soporte {0}.

Teorema 5 Sea f € S8'/P en donde P es el conjunto de todos los polinomios.
Se tiene la siguiente formula en el sentido de las distribuciones

= 5

JEZ

Cuidado! Esta igualdad no es verdadera con todo rigor: si tomamos la funcién f(z) = 1 no se tiene la iden-
tidad deseada puesto que A;(1) = 0 para todo j € Z.

Porqué? Si pasamos al nivel de Fourier, la descomposicién homogénea da (ver féormula (8)):

Y€ =1,  £#£0

JET
Como la transformada de Fourier de los polinomios tiene soporte en el punto 0, es necesario “evitarlos”.

Se obtienen entonces resultados similares a los anteriores, pero los espacios considerados son ligeramentes di-
ferentes, son homogéneos como lo veremos en la leccion siguiente.

En el caso de los espacios de Lebesgue, esta diferencia no es perceptible y se tiene el siguiente teorema:

Teorema 6 Sea f € LP(R™) con 1 < p < +o0. Se tiene entonces la equivalencia entre normas siguiente:

1/2
T (Z\Aj(f)lz)
j€z .




3.

Resultados generales

= La teoria de Littlewood-Paley posee numerosos resultados de gran importancia.

s Existen muchas variantes de las caracterizaciones diddicas.

El enunciado a continuacién es una variante muy util de las caracterizaciones diddicas. Este teorema sera uti-

lizado posteriormente.

Teorema 7 Sea una funcion de base Y que supondremos radial, con transformada de Fourier real, con un

momento nulo y que verifica
()] + V()] < C(1+[ah) ™

Entonces se tiene la desigualdad
1/2
Sain)| | (Tise)
JEL I» JEL »

para todo 1 < p < 400 y para toda sucesion de funciones (f;)jez-

10



