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1. Espacios de Holder

= los espacios C*(R™,R) de funciones continuas acotadas a derivadas k-ésimas continuas y acotadas miden la
regularidad de las funciones con £ = 0,1, ...

= las funciones de clase C? son més “regulares” que las funciones de clase C', jpero qué hay entre k = 1y
k=27o0entre k =0y k =17 jexisten funciones que son continuas y “un poquito mas” pero que no son
derivables?

= ;Como caracterizar la regularidad fraccional? = interés de los espacios de Holder.

1.1. Definicién clasica

Los espacios de Holder, que notaremos C%, “llenan los huecos” entre los espacios de clase C*.

1.1.1. CasoO0<ax<l1

Definicién 1 El espacio de Holder C*(R™,R), con 0 < a < 1 estd definido por:
CHR™R) = {f  R* — R : [[fce < +o0}

en donde

Ifllee = [ fllie + sup  sup L& ER) = @)l
2€R" heR"\{0} ||

Formulaciéon méas cémoda y a veces mas util:

Ifllee = 1 fllz= + sup L@ =T

r£ycR” ‘{/C - y‘a
Ejemplos clésicos:

» Toda funcién constante estd en C*(R™,R), en particular el segundo término de || - [|ce es nulo.

» Un polinomio no estd en C*(R™,R) pues no es acotado.

Proposicién 1

» Para todo 0 < a < 1, el espacio C*(R"™,R) es un espacio de Banach dotado de la norma || - ||co.

» Todo elemento f € C*(R",R) es automdticamente continuo.

Prueba. Usamos el nicleo del calor y escribimos

(@) = Fa) = [ (f=9) = @) hulw)dy

y por lo tanto

4t

M) = F@)le = /Rn |16 =) _f(w)HL‘X’( _:/2 C/ |y’a _Tn/z



Como se tiene ||Hy, (f)(z) — Hey(f)(z)||ee — 0 si t1,t2 — 0y como Hi(f)(z) es una funcién continua en z,
se tiene que Hy(f)(z) converge uniformemente si ¢ — 0. Tenemos entonces que todo elemento f € C*(R™) es
continuo. Se tiene en particular la inclusién C® C CV.

Observaciéon 1 Lanorma ||-||¢ce estd compuesta de dos términos que miden informaciones distintas y que inducen
una escala de diferenciaciéon. En efecto:

wsi|h| <1

— la cantidad W es la que domina.
» si |h| > 1, se tiene

[f(z+h) = f(x)]

< 2[|fllze
A

— la cantidad || f||z~ es la que domina.

Observaciéon 2 Los espacios C*(R™,R) que acabamos de definir son llamados espacios inhomogéneos: estan
definidos a partir de dos partes de homogeneidad diferente:

Sea f(x) = F(y21, ., Yn). Se tiene || fy 1o = || fll1oe pero R — yo ety I

= no existe un o € R tal que se tenga || f,||ce =777/ f|lce que es la condicién que se requiere para que una
norma sea homogénea.

1.1.2. Caso general

Definicion 2 Para h € R" definimos para una funcion continua f : R® — R el operador de diferencia
finita Dy, por

Du(f) = flz+h) - f(z)
Tenemos ademds Dﬁ“(f) = D¥(Dy(f)), es decir:

k
DE @ = S0 (M sk n

Jj=1

Definicién 3 Sea o > 0, el espacio de Holder C*(R™,R) estd definido por:
C*R"R)={f:R" — R :|fllce <400}

en donde

la|+1

D

Iflles = Iflo= + sup  sup 122 D@I
z€R™ heR™\{0} Al

aqui || es el mds grande entero menor que a.

Teorema 1
» Para a > 0 los espacios de Hélder (C*(R™), | - |lce) son espacios de Banach.

= Se tienen las inclusiones siguientes:
chcerccl

para todo B > a > 0.




Prueba. Hay que verificar que se tiene la estimacion || f||ce < C||f|l¢s para todo f € CP. Dado que el término
| - ||z es el mismo para las dos normas, basta estudiar el segundo término que define las cantidades || - ||¢«, que
es interesante si |h| < 1 por la observacién 1. La verificacién es entonces inmediata pues > a.

1.2. Caracterizacién térmica
= Es posible utilizar los semi-grupos del calor y de Poisson para caracterizar estos espacios

= Esta caracterizacién es muy general y puede aplicarse en diversas situaciones
(no sélo cuando el espacio de base es R™)

Teorema 2 Sea 0 < o < 1 y sea f € L>®(R"). Entonces f € C*(R"™) si y solo si existe dos constantes
C1,Cy > 0 tales que

n Usando el nucleo de Poisson

[0 f Nl < Crto™! (1)

» Usando el nicleo del calor
10 H ] e < Cot™/27! 2)
Ademds si C es la mds pequeria constante tal que se tenga (1), entonces las normas || - ||r 4+ C1 y || - [|co

son equivalentes. Lo mismo se tiene con CY, la mds pequena constante tal que se tenga (2), y las normas
|- llzee +C3 y |l - llee

Prueba.

(=) Utilizaremos el ntcleo de Poisson. Sea 0 < av < 1y sea f € C*(R").

El punto de partida son las siguientes estimaciones sobre el niicleo de Poisson:
/ |Opy| dx < et Yy Oypidx = 0.
R™ R™
que son una consecuencia de las mayoraciones |9ypy(z)| < ¢ty [Oype(z)| < ¢|z| . Entonces se tiene:

WP f(x) = Ope*f)(@)=(Owpe) * flx)= [ Ope(y)(f(z—y) — f(z))dy

R

ors@] < [ fomwllf@ = - )iy

IN

|0: Py f | oo

IN

11l / 18091 () |91y = | llce (/ |0upe ()| ly|dy + / iatpxy)uywcly)
Rn {ly|<t} {ly|>t}

De donde se deduce:
10¢Pifll e < ct® Y| fllce

(<=) Sea 0 < a < 1 y supongamos que se tiene (1).

Lemal Si f € L®(R") y si 0 < a < 1, entonces la condicion (1) es equivalente a las n condiciones

siguientes
102, Pifllre < Ct*71, j=1,..n.

Escribimos entonces

fl@+y) = f@) = (P(f)@+y) — P(f) @) + (fl@ +y) = Bz +y) — (f@) - P(f)())

Aqui fijaremos t = |y| y trataremos por separado cada uno de estos términos.



e para el primer término utilizamos el lema:

[P(f) (@ +y) = Bi()(@)] < Iyl Y 100, Pefllne < elyllyl* = cly|®

=1

e para el segundo y tercer término observamos que se tiene
flx4+y) - P(f)z+y) = /8P )(x +y)ds

y entonces
o)~ PG+l < [ 0P +lds < Ot = i

Tenemos entonces que f € C*(R"™).

1.3. Caracterizacién diadica

Es posible utilizar los bloques diddicos para estudiar la pertenencia de una funcién a los espacios de Holder.

Teorema 3 Sea a > 0. Tenemos la equivalencia de normas siguiente

1 Fllea = [1So(f)llzee + sup 2718 (f)] £
JEN

Observacién 3 Es importante notar que la reqularidad de las funciones se “lee” en la forma en que decrecen los

bloques diddicos.

2. Espacios de Sobolev

» Funciones cuyas derivadas en el sentido de las distribuciones pertenecen a los espacios de Lebesgue: decimos
que 0%f = g en sentido débil (o en sentido de las distribuciones) si

f@oplaids = (D [ gl VpecF =D

= Los espacios de Sobolev miden entonces la regularidad en norma LP. Veremos varias formas de caracterizar

esta propiedad.

2.1. Definicién clasica

Es la definicién que se ensefia en la escuela.

Definicién 4 Sea 1 < p < +o0 y k € N. Definimos el espacio de Sobolev W*P(R™ R) por

WEP(R™R) = {f : R" — R : || fllwr» < +o0}

en donde
1 fllwen = > 10°Flle
loo| <k
Nétese que si k = 0 entonces WO = LP,
Teorema 4 Los espacios de Sobolev (W*P(R™), || - ||yyr») son espacios de Banach.




Potenciales de Riesz y de Bessel

Cuando aplicamos el operador Laplaciano A = 2?21 89%], a una funcién de la clase de Schwartz f € S (o a una

distribucién temperada f € ') tenemos la identidad:

~A()(©) = €7 )

que puede servir para definir las “potenciales fraccionales”del operador Laplaciano. Por ejemplo, podemos definir
por medio de su transformada de Fourier el operador de Calderén A = (—A)'/2 de la siguiente forma

o~

A = €17 ()

La generalizacién de este proceder estd relacionada con los potenciales.

Potenciales de Riesz

Definicion 5 Sea s > 0. El potencial de Riesz de orden s es el operador definido por Is = (—A)*S/2 y puede
escribirse: A )
r—y
L(f)(z) =C | ———dy
re Y]

Teorema 5 Sea 0 < s <n yl <p<q< +oo tales que 1/p —1/q = s/n. Entonces existe una constante
C = C(n,s,p) tal que se tenga para toda funcion f € LP(R™) la estimacion

s (Pllze < CllF e

Sip =1 se tiene la estimacion débil:

s ()l|zaee < CllS L

Demostracion.

» [4(f) estd bien definida para toda funcién f acotada que decrece suficientemente rapido al infinito
— basta trabajar en un subconjunto denso de todos los espacios LP.

» Se puede suponer que f > 0 pues se tiene |Is(f)| < Ls(|f]).

Escribimos entonces:

fle—y)  _ flz—y) fla—y) . .
O 7] dy/{|y<R} ly[" s dy+/{y|>R} ly["= W =L@+ L))

En donde R sera fijado posteriormente.

» para I;: Se observa que I; no es mds que la convolucién entre f y la funcién g = |y|~" 51 {lyl<Ry- Se tiene
entonces que ¢ es una funcién radial, decreciente, integrable y por lo tanto podemos escribir

nmmsmmm4<m@ﬁﬁmmw

en donde M es la funcion maximal de Hardy-Littlewood.

s para Is: la desigualdad de Holder nos da

/v
[(f)(@)] < (/{| - M“””’) I£llr = R £l »
yl>

en donde hemos usado las relaciones 1/p —1/¢=s/ny 1/p'+1/p=1.



Juntando estas dos estimaciones obtenemos, para todo R > 0:

L(f)(@) < € (RM() (@) + R f10)
Ahora vamos a fijar R de manera a minimizar esta expresién, es decir

() ()P
I

lo que nos da:

L(f)(x) < CM(F) ()9 £ 177, (3)

Para terminar, basta elevar esta expresion a la raiz ¢-ésima, integrar sobre R™ y utilizar el hecho que la funcién
maximal de Hardy-Littlewood es acotada de LP en LP para 1 < p < +oc.

Para tratar el caso p =1y ¢ =n/(n — s), utilizamos la estimacién (3) para obtener

/(n=s)
[{1:(1) > @3] < [{CmP@) "= 1 > o} = |§ A @) > <cﬁ%m>

En este punto recordamos que la funcién maximal 9 es acotada de L en L' lo que nos permite escribir

s/n —s) n/(n—s)
!UAﬂ>aH§< Il ) I =

s (Pl paee < CllFlIzr-

de donde se deduce

Observacién 4 Existen muchas demostraciones de este resultado, el mérito de esta prueba es la utilizacién de
las funciones maximales.

Potenciales de Bessel

Definicién 6 Sea s > 0. El potencial de Bessel de orden s es el operador definido por Js = (Id — A)*S/z.
La accion de este potencial sobre las funciones estd explicitada por la formula:

Ts(f) (@) = (f G5)" = f+ G,

en donde é\s(é) = (1+ [¢|?)~*/?

Proposicién 2 Sea s > 0, entonces Gs(x) > 0 para todo x € R". Si 0 < s < n, se tiene ademds

|z|*~™  si|x] <2
Gs(x) ~

e 12 iz > 2

Este resultado nos permite demostrar el andlogo del teorema 5 para los potenciales de Bessel:

Teorema 6 Sea 0 < s <n yl <p<q<+oo tales que 1/p —1/q = s/n. Entonces eziste una constante
C = C(n,s,p) tal que se tenga para toda funcion f € LP(R™) la estimacion

1 Ts(F)lla < CllF e

Sip =1 se tiene la estimacion débil:

[ Ts(N)llzace < ClIflr




Par

Demostraciéon. Utilizando la proposicién anterior podemos escribir:

¢ —yllyl>"d — )l 12g
</{Iy|<2}’f(x )l y+/{|y>2}|f(x e y)

< (LU + [ 1=l ay)

a terminar la demostracién, basta utilizar el teorema 5 para el primer término y las desigualdades de Young

Js(f)(z)

IN

para el segundo.

2.2,

Espacios Potenciales

= Como los espacios de Holder, los espacios potenciales W*P con s € R permiten estudiar la regularidad
fraccionaria.

» utilizacién intensiva los potenciales de Riesz y de Bessel.

Definicién 7 Sea 1 < p < +oo y s € R. Definimos el espacio Potencial W*P(R™,R) por
WOP(RR) = {f - R — R : ||f e < +00}

en donde

Vv
T H ((1 i !2)8/2f>

Lp

Observacién 5 La regularidad de las funciones se puede “leer” en su decrecimiento al infinito en el nivel de
Fourier.

Teorema 7 Para todo k € N y para 1 < p < 400 se tiene la equivalencia W*P ~ Wk,

Este resultado es falso sip=1 o si p = 4o00.

Demostracion.

=) Sea f € WFP con k € Ny 1 < p < +00. Entonces para todo multi-indice |o| < k se tiene

o = clfie) ) = (RO + 1P i ) W

Lema 2 Para todo |a| < k, la funcion mq(§) = w7z €s un multiplicador en LP con 1 < p < +00.

E(X
R (1+1€1%)
Esto significa que el operador T, (f) = (fma) es acotado de LP en LP.

Prueba. (Rapida y sélo la parte facil) Por el teorema de Plancherel podemos escribir

2 _ L 2 _ iy 2 ’§|2a 2
I (s = 1 Fmallte = [ 1F(@P g < [ 1F(@)Pae

pues |a| < k y entonces tenemos la estimacion || Ty, (f)[|72 < || f]|72: el operador es acotado de L? en L?.

Para la parte complicada (que no demostraremos aqui) hay que demostrar que se tiene

[T (Pl pr0e < Ol f]l 2

Noétese la utilidad de los espacios de Lorentz.



Entonces, aplicando el teorema de interpolaciéon de Marcinkiewicz se obtiene el resultado deseado para todo
1 < p < 2, por dualidad se obtiene los casos restantes. (Notar la utilizacién de los espacios de Lorentz y de
los resultados de interpolacion).

~

v
Con este lema, volvemos a (4): como por hipétesis se tiene que ( () (1 + |€]2)k/ 2) € LP, podemos escribir

la estimacién siguiente:

V
lwer = 3 10% e < CH ((1 i IQ)k/2f> — Cllf e

|| <k

Lp

(<=) Sea ahora f € W"P con k € Ny 1 < p < 4o0. Escribimos entonces

B o €
(14 [gJ2)k/2

gt = )

c Q.
|o| <k "

Utilizamos una vez més el hecho que las funciones mq(§) = 775 son multiplicadores en LP con 1 <

50(
(1+€?)
p < 400 si |a| < k. Por lo tanto tenemos

(a+ P)’f/?f)v - (1mat® §“f<s>)v =Y s (ma<f>5a7f<s>)v

de donde se deduce

<C N0 fllee < Cllfllwrs

Ly o] <k

b = | (012" /2f>v

2.3. Desigualdades de Sobolev clasicas

Teorema 8 Sea 0 < s<n/pyl<p<+oo. Sil/p—1/q=s/n entonces el espacio de Sobolev W*P(R™)
estd continuamente contenido en el espacio de Lebesque LI(R™):

[fllza < Clfllwer

Observaciéon 6 Hay una manera sencilla de verificar la razén por la cual se tiene la relacién 1/p — 1/q = s/n:
basta reemplazar f por la funcién dilatada f,. Nétese que este relacion entre indices es esencial, si s, p, ¢ no estan
relacionados de esta forma el teorema es falso.

Demostracién. Si f € WP, entonces sabemos que fs = ((1+ \§|2)S/Qﬂv € L? y podemos escribir

f@) = (A + 1P F) (@)

y por lo tanto tenemos f = G * fs en donde Gy es el nicleo de convolucion del potencial de Bessel. Como
0 < s < n, podemos usar la proposicién 2 para obtener |f| = |G * fs| < CIs(|fs|). En este punto basta aplicar el
teorema 5:

[fllze < CIL(1 Dl = Cll fllws



2.4. Caracterizacion diadica

Teorema 9 Sea s >0 y 1 < p < +oo, entonces se tiene la equivalencia de las dos normas siguientes:

‘ 1/2
Hﬂwwﬁﬂ%ﬂhw%<§:?”Mﬁ”> (5)

jeN

Lp

Observacién 7 Noétese que si s = 0 se obtiene la caracterizacion en bloques didadicos de los espacios de Lebesgue.
Demostracién. Verificamos solo un lado de la estimacion y para ello seguimos utilizando la notacion
v
fo=(@+1-)2F)
de manera que se tiene || f|lws» = || fs||Lr siempre y cuando f € W*P. Escribimos ahora
1w = [ fsllze < 1@F)Y e + 1((1 = B)F) " llo
Estudiamos los dos términos

» Sea ahora ¢ una funcién auxiliar que g% € C5° y tal que valga 1 sobre el soporte de . Entonces, se tiene

Sh=55((1+]-P)5]) = <1+\> )@f

Evidentemente ((1 + - ]2)%@ es un multiplicador de Fourier y entonces podemos escribir
A~V ~ AV
1@F) Il < CI@ F)llar = CllSo s

» Para el segundo término consideramos otra funcién auxiliar 1 tal que 77 se anule en el origen y valga 1 en el
soporte de (1 — ).

. s/2 . .
Lema 3 La funcion %n({) es un multiplicador de Fourier.

Utilizando este lema podemos escribir:

N 2\s/2

(1-pf = LD
€]

(1 =3)fs) e <l =) ) Ilew

Introducimos ahora otra funcién auxiliar 6 tal que 6(¢) = |€[%(€). A partir de esta funcién determinamos
el bloque diddico asociado:

Qe —-a)f

y obtenemos

AJ(f) = [ +0;
en donde 6;(x) = 27"0(27z).

Esta funcién auxiliar nos permite obtener la siguiente férmula:
(EP=B)F ) = DIl (€5 ()F(§) = Y 26:(98;(9) ] (€)

JEN JEN
Es decir

s ~ 7\ s

(1€ =2)F )" =D Aj*a(f)
JjEN

En este punto aplicamos el teorema 7 de la leccion 2 para obtener la estimacion

1/2
\mwu—aﬁﬁmmsc<§]WAmﬁ < +o0

keN v



3. Espacios Homogéneos

Definicién 8 Un espacio funcional E dotado de una norma || - ||g es homogéneo de grado o si se tiene la

relacion
1l =" lIflle

en donde f., es la funcion dilatada determinada por f.(x) = f(yx1,...,y2n) cony > 0.

Por ejemplo los espacios de Lebesgue LP son homogéneos de grado o = n/p.

Como hemos visto anteriormente, los espacios de Holder y de Sobolev definidos anteriormente no son espacios
funcionales homogéneos pues sus normas no verifican esta propiedad: estan construidas por términos de homoge-
neidad diferente.

Es a veces muy ttil disponer de esta propiedad para estos espacios y estos espacios admiten variantes ho-
mogéneas que describimos a continuacion.

3.1. Espacios de Holder homogéneos

Definicion 9 Sea 0 < a < 1. Los espacios de Hélder homogéneos CQ(R",R) estan definidos por

C*R™,R) ={f:R" — R : [|f]lga <400 mddulo las constantes}

o donde |f(x+h) = f(z)|
T+ — J(x

[ fllga = sup  sup T

z€R" heRn\ {0} |hl

Observacién 8 Este espacio es homogéneo de grado o pues se tiene || fy[|so = Y| ]| ¢a

Observacién 9 Se obtiene la “norma” homogénea || - ||s. considerando solo el tiltimo término de la norma usual
de los espacios de Hélder | - [lca. Atencién: la cantidad || - |5« no es una norma pues toda funcién constante f
verifica || f||so = 0. Es por esta razén que consideramos estes espacio médulo las constantes.

Ejemplo clasico: |z|* pertenece al espacio C, pero no al espacio C* pues |z| no es acotado.

3.2. Espacios de Sobolev homogéneos

La forma més directa de considerar los espacios de Sobolev homogéneos es escribir:

Definicion 10 Sea s € R y 1 < p < +00. Los espacios de Sobolev homogéneos W”’(R”,R) estdan definidos

por
WAP(R™,R) = {f :R" — R || fll}jsp < +00 mdodulo los polinomios}

en donde

‘ 1/2
1 llpen = (szmw)

jEN o

10



