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Leccion n°2: Espacios de Holder, de Lipschitz y clase de Zygmund UCE. verano 2013

1. Introduccidon

Los espacios de Besov aparecieron histéricamente en los anos 1960 al estudiar problemas relacionados con la
teoria de la aprorimacion. En esta leccién vamos a presentar algunos resultados de la teoria de la aproximacion
relativos a los espacios de Holder y esto nos llevard a presentar la clase de Zygmund. Veremos en las lecciones
siguientes las relaciones entre todos estos conjuntos de funciones y los espacios de Besov.

La teoria de la aproximacién se desarrollé intensivamente al principios del siglo XX: se trata de estudiar el pro-
blema del polinomio trigonométrico de mejor aproximacion de funciones continuas peridédicas. Mds precisamente,
si

N
P(x) = %ao + Z ay, cos(kx) + b sin(kx), con ag, ax, by € R,
k=1
es un polinomio trigonométrico de grado N y si Py es el espacio de polinomios trigonométricos 2m-peridédicos de
grado menor o igual a N, se busca estimar la cantidad

en(f) = fuf If = Pl

para una funcién f continua 27-periddica. Uno de los primeros resultados es el siguiente teorema de Fejér, demos-
trado en el ano 1900:

Teorema 1 (Fejér) Si f es una funcion continua 2m-periddica, entonces se tiene

1 = Ii inf —P = 0.
NirfooEN(f) NS PePy If los

El teorema de Fejér en su versién original (o versién usual) nos dice que toda funcién 2m-periddica es el limite
uniforme de polinomios trigonométricos, de donde se obtiene inmediatamente este limite cuando se estudia la
aproximacion de este tipo de funciones por medio de polinomios trigonométricos.

Lo interesante es que la velocidad de convergencia estéd relacionada con la regularidad de la funcién y vamos
a ver que los espacios de Holder y la clase de Zygmund aparecen de forma natural al tratar estos problemas.

Los primeros resultados de este tipo fueron desarrollados por Jackson y Bernstein en 1911 y 1912 respectiva-
mente:

Teorema 2 (Bernstein-Jackson)

A) (Jackson): Si la funcion continua 2w-periddica f es hélderiana de indice s €]0,1] :

@Il
TFy ’1’ - y‘s
entonces se tiene

sup Néen(f) < +o0.
N>0

B) (Bernstein): Si la funcion continua 2m-periddica f verifica supN®en(f) < 400, para un s €]0,1],
N>0

entonces f es hélderiana de indice s.




Pueba:

A) Sea Q € D(R) una funcién a soporte compacto en | — 1,1[ tal que 2(0) = 1. Si w € S(R) es la funcién de
transformada de Fourier 2, entonces, escribiendo wy(z) = Nw(Nx), se tiene para f continua 2m-periddica,
wy * f € Py. De modo que, si f es una funcién holderiana de indice s, se tiene :

fox 160 = 1) = | [ w0 (7= 2) = 1)) o] < 17168 [t llody

en donde hemos escrito || f|| . = sup @) = fy)l

| E y se tiene finalmente que en(f) < CN~%.
sty XY

B) La reciproca utiliza la desigualdad de Bernstein : existe Cy tal que para todo N € Ny todo P € Py, se tiene
[P"loc < CoN||Pllco-
En efecto, sea f una funcién continua 27-periédica y sea (P;);jen una sucesién de polinimios con P; € Py; y
“+o0o

tal que || f — Pjlloc < 265 (f). Escribimos f = Py + ZPj+1 — Pj y entonces
=0

[f(@) = fyl < [Polx) )l + Z\ j+1(2) = Pj()) = (Pj41(y) — Pi(y))]
+00 )
< [[Pollo min(2, Colz = yl) + (21 (f) + ea751(£)) min(2, Co2 ' — y)).
j=0
r)— ., —s —s
VDTG <y min(2le 1, Cole — 5/ ~)
[z =yl
(e (f) + €1 () min(@le — y| =, Co27 | — y[').
Entonces, si €y, (f) < C277%, se obtiene que f es holderiana de indice s. n

Ejemplos:

i) Para 0 <y < 1, la funcién f(z) = |sin(z)|? es holderiana de indice s si y solo si s < 7.

+oo
ii) Si0 <y <1, lafuncién f(x ZQ "7 cos(2"x) es holderiana de indice s si y solo si s < 7.
n=0

En el segundo ejemplo se puede ver la utilidad de la caracterizaciéon la propiedad de holderianidad por medio
de aproximaciones: es mucho mas facil aproximar esta funcién por medio de polinomios que verificar “a la mano”
su holderianidad.



2. Espacios de Holder

Como vemos la condicién de Holder aparece en problemas relacionados con la teoria de la aproximacién, ahora
vamos a estudiar ciertos espacios de funciones de forma mas general.

Nuestro punto de partida para estudiar los espacios de Hélder son los espacios de funciones continuas y de
funciones derivables.

Definicion 1 Definimos el espacio de funciones continuas como el conjunto
C(R") = {f :R" — R : f es continua y acotada }

normado por

[fllc = sup [f(2)]
R

TER™

Consideramos asi mismo el espacio C¥(R™) de funciones k veces continuamente derivables cuyas derivadas
son acotadas, que puede ser normado por

Ifllex = > 1D fllso

la| <k

Aqui hemos usado las notaciones clésicas siguientes: para o = (o, ..., ;) € N” un multi-indice, escribimos
n
o*f
’a‘ = Zaj Yy Daf(x) = 991 ... gon (.YJ)
]:1 Xr1 ITn

Proposicién 1 Los espacios (C(R™), | - [loo) ¥ (C¥(R™), ]| - |lcx) son espacios de Banach.

Para k = 0,1, 2,... se obtiene de esta forma una familia de espacios de miden la continuidad de las derivadas
de una funcién f cuya estructura interna es muy similar puesto que la norma de base utilizada es la misma.

Nétese en particular que C°(R") = C(R").

2.1. Primera Definicion de los espacios de Holder

Los espacios de Holder, que notaremos C*, “llenan los huecos” entre los espacios de clase C*, en el sentido que
permiten medir la regularidad de forma fraccionaria, es decir de forma mucho més fina que las funciones de clase C*.

Definicién 2 El espacio de Hélder C*(R™), con 0 < s < 1 estd definido por:
CR?) ={f:R" — R | flles < +o0}

en donde

I Flles = 11|l + sup  sup |f(z+y) — f(z)
z€R" yeR7\{0} |y|s

Otra formulaciéon méas comoda y a veces mas util es la siguiente, que se obtiene por un simple cambio de

variable:
1flle = [ Flom + sup @ =W
rF#yeR” |5C - y|

Observaciéon 1 La norma ||-[|cs estd compuesta de dos términos que miden informaciones distintas y que inducen
una escala de diferenciacién de la informacion. En efecto:




» si|y| <1 = la cantidad w es la que domina.
» si |yl > 1, se tiene

[f(z+y) — f(2)|

< 2[| fllzee
[yl°
— la cantidad || f||z~ es la que domina.
Ejemplos
i) Toda funcién constante estd en C*(R™), en particular el segundo término de || - ||¢s es nulo.

ii) Un polinomio no estd en C*(R™) pues no es acotado.

)
)
iii) Si 0 < s < 1, entonces f(z) = |sin(z)|® € C*(R™).
iv)

Toda funcién de clase C1(R") pertenece al espacio de Hélder C*(R™) con 0 < s < 1.

Observemos ahora que en la definicion que hemos dado de los espacios de Holder no hemos exigido que las
funciones sean continuas y es la norma del espacio L*° que determina el tamafio de la funcién. Podria pensarse
entonces que los elementos del espacio de Holder C*(R™) no son continuos, pero este no es el caso como nos lo
indica el resultado siguiente:

Proposicién 2 Todo elemento f € C*(R™) puede ser modificado sobre un conjunto de medida nula de
manera a volverlo continuo.

Prueba. Antes de empezar la verificacién, recordamos que la accién del semi-grupo del calor sobre una funcién
f € LP(R™) con 1 < p < 400 estd dada por convolucién con una gaussiana:

Hi(f)(@) = fohu(z) = | fl@=yhdy = | fl@-y)mmmd
Entonces, si f € C*(R"), usando el nicleo del calor tenemos:

Hy()(@) — f(x) = / (F&— ) — F(@))h(y)dy

n

y por lo tanto

2 2
y| ly]

IO = 1O~ < [ 15 =) = 5@ e izt < € [ bl s

S CtS/Q
Como se tiene ||Hy (f)(1) — He,(f)(*)||[zee — 0 si t1,t2 —> 0 y como Hy(f)(x) es una funcién continua en x,

se tiene que Hy(f)(x) converge uniformemente si ¢ — 0. Tenemos entonces que todo elemento f € C*(R") es
continuo. Se tiene en particular la inclusién C* C C°. [ |

Proposicién 3 Para todo 0 < s < 1, el espacio C*(R™) es un espacio de Banach dotado de la norma ||-||cs. ‘

Justifiquemos el hecho anunciado sobre la regularidad fraccionaria de los espacios de Holder:

Proposicion 4 Para todo 0 < sp < s1 < 1, se tienen las inclusiones siguientes:

CLR™) C C*1(R") C C*(R™) € CO(R™).




Una propiedad t1til de los espacios de Holder:

Proposicion 5 Si 0 < s < 1, los espacios de Hélder son una dlgebra de Banach. Mds precisamente, si
f.g € C5(R™), entonces el producto fg pertenece al espacio C5(R™) y se tiene la desigualdad

[£glles < [1fllesllglles

Prueba. Empezamos notando que se tiene la desigualdad

[f(@)g(z) = fw)g@W)l < |f(@)llg(z) — gl + lgW)IIf (x) = f(y)l
de donde se obtiene que

|f(x)g(z) — f(y)g(y)
|z —yl*

(z) = g(y)|

lg |f(x) = f(y)]
| < |f(2)| P—r |

|z —yl*

+l9(y)

De donde se deduce que

I fglles = If gl + sup @)9(x) = F)g(v)

2 P— | < [Ifllzeellgligs + llgllzee 1 flles < NI fllesllglles
T#Y

Caracterizacién térmica

= Es posible utilizar los semi-grupos del calor H; y de Poisson P; para caracterizar estos espacios.

Recordemos que, para una funcién f € LP(R") se tiene

_lwl?
H(f)@) = frmu@) = | fo =)y
P(f)@) = fopile) = Rnf(m—y)cn(t2+‘yyi)(nﬂ)/gdy, con ¢ = L0 b2

» Esta caracterizacion es muy general y puede aplicarse en diversas situaciones
(no sélo cuando el espacio de base es R™)

= Veremos al final del curso como interviene esta definicién y veremos como esta caracterizacion térmica puede
resultar muy util.

Teorema 3 Sea 0 < s < 1 y sea f € L®°(R"™). Entonces f € C*(R™) si y solo si existe dos constantes
C1,Cy > 0 tales que

n Usando el nicleo de Poisson

19:Pf oo < Crt* (1)

= Usando el nicleo del calor
|O:H e < Cot™/*! (2)
Ademds si C es la mds pequeria constante tal que se tenga (1), entonces las normas || - |[r< + C1 y || - |les

son equivalentes. Lo mismo se tiene con CY, la mds pequena constante tal que se tenga (2), y las normas
|- lzee +C3 y |l - lles

Prueba.



(=) Utilizaremos el nicleo de Poisson. Sea 0 < s < 1y sea f € C*(R").

El punto de partida son los siguientes resultados sobre el nicleo de Poisson:

/ 0¢pe ()| dr < ct™? y Oypi(z)dx = 0.
R™ R™

n

que son una consecuencia de |9;p;(z)| < ¢t 1 de [9ypi(z)| < c|z|"! y del hecho que / pe(z)dr = 1.

Entonces se tiene:

8tptf(9€) = O(ps * f)(x) = (Opy) * f(x) = atpt(y)(f(x —y) — f(ac))dy

Rn

IN

orf@] < [ Jomwllf = - )iy

10¢ P f || Lo

IN

I fllcs /Rn |0 (W) |yl dy = || fllcs (/{lygt} |8tpt(y)\\y!8dy+/{yl>t} \atpt(y)uy\sczy)

De donde se deduce:
10:Pifllee < ct* 1| flles

(<) Sea 0 < s < 1y supongamos que se tiene (1).

Lemal Si f € L*¥[R") y si 0 < s < 1, entonces la condicion (1) es equivalente a las n condiciones
stguientes

100, Piflle < CETY =1,

Escribimos entonces

fl@+y) = f@) = (P(f)@+y) — P(f)@) + (f@+y) = B +y) - (f@) - P(f)(2))

Aqui fijaremos ¢ = |y| y trataremos por separado cada uno de estos términos.

e para el primer término utilizamos el lema:

[P +y) = B @)] <1yl D 1100, Pef e < clyl [y~ = clyl*
j=1

e para el segundo y tercer término observamos que se tiene

faty) - P(f)a+y) = /0 00 Py (f) (i + )do

y entonces

Fla+y) - P +9)] < /0 10 P5 ()& + 9)|do < Ct* = Clyl?.

Tenemos entonces que f € C*(R"). [ |

Caso general

Vamos ahora a definir los espacios de Holder cuando el indice s es més grande que 1. Como vamos a ver existen
algunas posibilidades pero hay que tener un poco de cuidado.



— En efecto, si s > 1, si intentamos definir el espacio C*(R"™) como el conjunto de funciones de clase C! que

verifican la condicién
|f(x) = fx+y)|
sup sup

0#£yeRxeR™ |y|8

< +00,
entonces el espacio C*(R"™) se reduce a las funciones contantes!

Esto muestra que si deseamos considerar espacios de regularidad superior, es necesario utilizar la siguiente
definicion:

Definicion 3 Para todo k € N y para todo real 0 < s < 1, definimos el espacio de funciones hélderianas

CF3(R™) como las funciones de clase C* cuyas derivadas de orden k son hélderianas de indice s. Este espacio
se puede mormar por la expresion:

D f(z) — D*
Fllens = Ifler + 3 sup_sup 2= D0l )

S OAyER aER |yl

El teorema de Jackson y Bernstein se generaliza inmediatamente a los espacios de Hoélder de regularidad su-
perior:

Teorema 4 Sea k € N y 0 < s < 1. Sea w € S(R™) una funcion que verifica los tres puntos siguientes

e la transformada de Fourier Q@ de w es a soporte compacto en la bola {{ € R™ : [¢] < 1},

o/wdmzl,

o para a € N" tal que 0 < || < k, se tiene / z%w(zx) de = 0.

n

Para R > 0 escribimos wr(x) = R"w(Rx). Entonces, para una funcidn continua acotada f sobre R™, se
tiene la equivalencia:

feCH (R") & sup RF"S||f — wp * flloe < +00.
R>0

Demostracién: Si f pertenece al espacio C¥*(R"), escribimos utilizando las propiedades de w:

wr* f(z) — f(z) = /nw(y)(f(ﬂc—y/R)—f(x)) dy:/Rnw(y)<f(x_y/R)_ 3 iDO‘f(x)(_y)a>dy

la|<k
k (—y)*
- /Rnw(y) > QAa(x’y)Wdy

|a|=k

con

Aulz,y) = /01 <D0‘f(a: - t}%) - Do‘f(:n)> (1— )L at.

Se obtiene entonces

1f = wi % flleo < CR-EF9||f]|on. /R <+ lw(y)| dy.

“+oo
Para la reciproca, notamos P; = f * wy; y escribimos f = Py + ZPj+1 — P;. Usamos ahora las desigualdades de
=0
Bernstein: para a € N” se tiene

1D (f * wr) oo < ClatRIIf * wrlloo-




Entonces, por hipétesis se tiene ||f — Pj||o < C2-3(k+5) v por lo tanto, para |a| < k se tiene la desigualdad

+oo
1D £ ()| < Claflwlipillflloc + Y CloyC277 k=) (2leli 4 glollH1)y
i=0

Se obtiene asi que f pertenece al espacio C¥(R™). Ademés si |a| = k, se tiene

[Df(x) = Df(y)] < [[Polloc min(2Ck; Cryafz — yl)

+oo
+ 2 _(If = Pilloo + I = Psilloc) min(2 2"+ D Cy; Gy 28T D — ),
=0
de manera que se obtiene que f pertenece al espacio de Holder C**(R™). |

3.

Ejemplos:

i) Para 0 < v < 1, la funcién f(x) = sin(z) |sin(x)|” pertenece al espacio C1**(R) si y solo si s < 7.

+oo
ii) Para 0 <+, la funcién f(z) = 227’” cos(2"z) estd en C**(R) siy solo si k + s < 7.

n=0

Es posible generalizar la caracterizacion térmica de los espacios de Holder:

Definicién 4 Sea 0 < s < 1 un real y sea k un entero. Definimos el conjunto C**(R™) como:

8k

chs(R™) = {f e L®(R") : Hﬁpt(f)

< Ats—l} .
LOO

Ademds si || fl|sr.s €s la mds pequenia constante que aparece en la desigualdad anterior, entonces se obtiene
una norma equivalente con la expresion

[ fllee.s = I F oo + ([ fllgns-

Proposicion 6 Si0 < s <1 y para todo k € N se tienen las siguientes inclusiones:

CkJrl(Rn) C Ck’s(Rn) C Ck(Rn)

Funciones Lipschitz y Clase de Zygmund

En la seccién anterior hemos dado una primera descripcion de los espacios de Holder cuando 0 < s < 1 y es

necesario estudiar lo que sucede si s = 1.

En efecto, vimos con el teorema de Bernstein-Jackson que es posible caracterizar los espacios de Holder por

medio de la teorfa de la aproximacién: una funcién f pertenece al espacio C*(R™), con 0 < s < 1, si y solo si esta
funcién puede ser aproximada por polinomios de la siguiente manera:

sup N%||f — Pnlloo < +00 (4)
N>0

en donde Py es un polinomio de grado N, y quisiéramos saber si esta caracterizaciéon se mantiene si s = 1. Vamos
a ver que este no es el caso, y para ello necesitamos la definicién siguiente:




Definicién 5 Cuando s = 1, definimos el espacios de funciones Lip(R™) como el conjunto de funciones
continuas acotadas que son lipschitzianas. Este espacio es normado por la cantidad

x+y)— flx
HfHLip = ||fllLe + sup sup M y) — I )|
0#yeR™zcR" |y|

Observamos que hay una gran similitud entre los espacios de Holder y el espacio de Lipschitz en el sentido que
éste 1ltimo puede verse como el limite cuando s — 1.

Sin embargo, el espacio de funciones lipschitzianas es distinto de la clase C'(R™): por ejemplo la funcién
f(x) = |sin(z)]| es lipschitziana pero no es derivable en el origen.

Proposicién 7 Se tiene la inclusion de espacios C*(R™) C Lip(R™).

Ademas, desde el punto de vista de la teoria de la aproximacién, el espacio de funciones lipschitzianas no puede
ser caracterizado por la condicién (4).

= Consideramos la funcién de Weierstrass
—+oco
flx) = Z 27" cos(2"x)
n=0

Se sabe que esta funcién es continua pero no es derivable en ningiin punto y no pertenece al espacio Lip(R). Sin
embargo, esta funcién verifica la condicién (4) con s = 1.

Vamos a ver, de forma sorprendente, que el espacio de funciones que puede ser caracterizado por esta condicion
es un conjunto de funciones diferente a los estudiados hasta ahora.

Definicién 6 (Clase de Zygmund) Sea 0 < s < 2 un real. Definimos la clase de Zygmund €*(R™) como
el espacio de funciones f € C(R™) que verifican

sup sup |f(x+y) + flz—y) —2f()]
0£ycR"zcR" |yl

< +00.

FEs un espacio normado por

1fller = Ifl + sup sup LETWFI@Zy) =27 @)]
0#yER 2R ly|*

Y el espacio €°(R"™) es un espacio de Banach.

En el caso de regularidad superior, si s = k+ o con k € N y o €]0,1], definimos el espacio €*(R™) por la
condicion f € CK(R™) y, para |a| =k, D*f € €°(R").

Observacion 2 Notese que aqui el parametro s puede tomar el valor 1.

Desde el punto de vista de la teoria de la aproximacion se tiene el siguiente resultado:



Teorema 5 Sean s € R y k € N tales que k < s <k + 1. Sea w € S(R™) una funcion que verifica

e la transformada de Fourier ) de w es a soporte compacto en la bola {{ € R™: |£] < 1}

o/wdmzl

o pamaeNnyO<|a|§kz+1,/ x%w(z) dor = 0.

n

Para R > 0 escribimos wr(x) = R"w(Rzx).

Entonces, para una funcion continua acotada f definida sobre R™, se tiene la equivalencia:

f e (R") & sup R®||f —wp * flleo < +00.
R>0

Como vemos en este resultado, la clase de Zygmund es el conjunto de funciones que aparece naturalmente
cuando se estudia el problema de la velocidad de convergencia de la mejor aproximacién de una funcién dada.
Notamos especialmente que, cuando se trabaja con esta clase de funciones, no hay ningin problema cuando el
indice de regularidad s pasa por valores enteros.

Pero, ;cudl es la relacién entre la clase de Zygmund y los otros espacios presentados cuando s = 17 El siguiente
reusltado nos dice que la clase de Zygmund es en realidad mucho maés grande:

Proposicién 8 C}(R") C Lip(R") ¢ €} (R").

Ejemplos:

i) La funcién f(z) = |sin(x)| estd en Lip(R) pero no en C*(R).

ii) La funcién g(x) = sin(x)In |sin(z)| pertenece a la clase de Zygmund %*(R), pero no pertenece al
espacio Lip(R).
+oo
iii) La funcién h(z) = 22_” cos(2"x) estd en €1 (R) pero no estd en Lip(R).

n=0

Proposicién 9 (Identificacién de los espacios funcionales)

1) Si0<s<1 esunreal y si k €N, entonces €°(R") = C**(R").

2) Para todo k € N se tiene la inclusion CK(R™) C €*(R").

Prueba: Solo consideramos el caso cuando 0 < s < 1.
—> ) Esta parte es inmediata pues se tiene
[f@+y)+ [z —y) = 2f (@) <[z +y) = [@)]+ /(@ —y) = f2)],
de donde se deduce que || f||gs < 2|/ f]|cs, es decir que C* C €.

<= ) Es suficiente estudiar lo que sucede si 0 < y < 7 es pequeno. Si |[f(z +y) + f(z —y) — 2f(z)| < Cly|*, se
tiene también

|f(x+y)+ flx) = 2f(x +1/2y)| < 'yl

10



de modo que si escribimos g(y) = f(x + y) — f(z) se tiene que esta expresiéon puede reescribirse como

lg(y) — 29(%2/)! < Clyl®

Reemplazando y por y/2 se obtiene

1 B ) ) ) i
129(y) — 29(5w)| < Cly"2'%, . (2771 g(y/2" 1) = 2"g(550)] < Clyl*2"0 ),

de manera que sumando término a término se tiene la mayoracion:

no no 9 .
l9(y) = 2"g(y/2M)| < Clyl* Y 207 = [g(y/2")| < Clyl2™ ) 20079 4 ”‘};#
=0 =0

Sea 0 < h < 7, entonces si n es un entero tal que 1/27 < 2™h < 7 podemos escribir con y = 2"h:

(=) N oj(—s) |, 2 fllreh
< so—n(l—s) j(1—s) < s -
00 < Y2070 322070 4 s < O+ e

De donde se obtiene finalmente que |f(x + h) — f(x)| < C|h|*, es decir que se tiene la incluscién €* C C°.

Con estos dos resultados se obtiene la identificacién de espacios ¢° = C*.

El resultado que sigue explicita una propiedad de las funciones de la clase de Zygmund:

Proposicién 10 Si f € €1(R) entonce se tiene sup sup o) = flz+y)] < 4o00.
y#0 zeR" |y| |ln |y||

Esta proposicién explica por qué la funcién sin(x)In|sin(z)| es representativa de la clase de Zygmund %! (R).

En particular, si a > 1, entonces la funcién sin(z)| In | sin(z)||* no pertenece al espacio ¢! (R).

4. Diferencias iteradas y Espacios de Holder-Zygmund

Como hemos visto, el hecho de pedir dos diferencias (tal como lo habiamos hecho al definir la clase de Zyg-
mund), en vez de una sola (como en los espacios de Holder) puede ser muy 1til y se obtiene de esta manera un
espacio de funciones mucho méas grande y con propiedades mas agradables desde el punto de vista de la teoria de

la aproximacion.

Esto sugiere que es posible prescindir de la nocién de derivada para estudiar la regularidad superior a 1 y que
el precio a pagar consiste en pedir més diferencias. Este pequeno razonamiento nos llevara a definir las diferencias

iteradas de una funcién y a caracterizar los espacios de Holder-Zygmund por medio de estas diferencias.

operador de diferencia finita A, por
Ay(f) = flz+y) - f(z)
Tenemos ademds AET(f) = Ay(Ay(f)F), es decir:

Definicién 7 (Diferencias iteradas) Para y € R" definimos para una funcion continua f : R" — R el

Con esta nocion de diferencias iteradas, se puede dar una definicién general de los espacios de Holder-Zygmund:
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Definicién 8 (Espacios de Holder-Zygmund) Sea s > 0 un real y sea k € N tal que k — 1 < s < k. El
espacio de Hoélder-Zygmund €°(R™) estd definido por:

CR") ={f:R" — R :|[fllgs <400}

en donde N
A5 ()l e

| fllgs = lfllzee + s
yeR™\ {0} |h|

Observacion 3

= Para definir los espacios de Holder-Zygmund no es indispensable utilizar las derivadas: se las puede reem-
plazar por los operadores de diferencias finitas.

= Cuando el indice s no es entero, se obtiene los espacios de Holder usuales.

» Cuando el indice s es entero (digamos s = k), los espacios de Holder-Zygmund son mucho més grandes que
los espacios C*.
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