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Leccion n°4: Espacios de Nikol’skij, de Slobodeckij y de Besov UCE. verano 2013

Introduccién
Hemos visto hasta ahora basicamente dos formas de medir la regularidad:

= Con los espacios de Holder-Zygmund (0 < s < 2);

1flkss = [ fllze + sup sup LETWFI@=y) Z27(@)]
i 0£yERzER™ ly|®

= Con los espacios de Sobolev: si 1 < p < +oo, f € WHP(R") si y solo si f € LP(R") y se tiene

Gy = FOllee

sup
y#0 ]y\

< +00.

Observamos en particular que la nocién de diferencia (simple o doble) permite capturar informacién sobre la
reqularidad de las funciones. Formalmente, lo que cambia entre estos dos espacios es la norma de base usada para
medir esta informaciéon dada por las diferencias: en los espacios de Hoélder-Zygmund es la norma del supremo,
mientras que en los espacios de Sobolev es una norma LP.

Vamos a presentar y construir los espacios de Besov combinando estas dos ideas: por un lado utilizar diferencias
(simples o dobles) y por otro lado utilizar otras normas para medir la informacién producida por estas diferencias.

1. Espacios de Nikol’skij

Los primeros espacios que aparecieron segun esta idea fueron los espacios de Nikol’skij (1955) en donde hay
una diferencia simple en el estilo de los espacios de Holder, pero medida con una norma LP:

Definicién 1 (Espacios de Nikol’skij) Sea 1 < p < +o0o, sea 0 < s un real no entero tal que s =k + o
con k € N y o €]0,1[. Definimos los espacios de Nikol’skij N*P(R™) de la siguiente forma: N*P(R™) es el
espacio de funciones f € WFP(R™) cuyas derivadas D®f de orden k verifican

sup 1270 = DS+ )
y#0 |y|o

< 400

FEste espacio puede ser normado por

D f(-) — D f(- ,
Flven = [ lee + 3 sup 122V = DI C )l

o=k y#0 ’y‘

Esta norma se construye a partir de dos cantidades: la primera es la norma de un espacio de Sobolev ente-
ro (y por lo tanto mide la regularidad de las funciones de manera discreta), mientras que la segunda cantidad
permite afinar esta medida de regularidad utilizando las diferencias simples que provienen de los espacios de Holder.

Ejemplo: Sea 1 < p < +o0, si f(z) = 1 )(x) entonces f € N%’p(R).



2. Espacios de Slobodeckij

. Qué sucede si, en vez de tomar el supremo en la variable y en la definicién de los espacios de Nikol’skij, se
toma una normla LP? Si se procede de esta manera se obtienen los espacios de Slobodeckij que fueron utilizados
para estudiar problemas de traza de los espacios de Sobolev en el afio 1958.

Definicién 2 (Espacios de Slobodeckij) Sea 1 < p < 400, sea 0 < s un real no entero tal que s = k+o
con k € N y o €]0,1[. Definimos los espacios de Slobodeckij S*P(R™) de la siguiente manera: S*P(R™) es el
espacio de funciones f € WFP(R™) cuyas derivadas D*f de orden k verifican:

/ [1DYf() = D*f (- +y)ll

P
Lp
e dy < +o00.

Este espacio puede ser normado por

D% f(-) — D™ f(- p 1/p
1fllsor = I llwns + 3 (/R ID*f() = D*f(-+ )l dy)

= PIRE

Se observa que los espacios de Nikol’skij N¥P y los espacios de Slobodeckij S*P permiten medir la regularidad
de las funciones de una manera més fina que los espacios de Sobolev de orden entero W*P. Nétese que la nocién
de regularidad fraccionaria usada para estos dos espacios se basa en la idea de las diferencias simples presentadas
con los espacios de Holder.

Indiquemos que la condicién f € S®P(R™) es mds restrictiva que f € N*P(R"), en particular se tiene la si-
guiente inclusién de espacios:

‘ Proposiciéon 1 Sea s >0 y 1 <p < 400, entonces se tiene S*P(R™) C N*P(R").

Veremos la demostracion de este hecho un poco mas adelante. Observemos sin embargo que, si 1 < p < +00
1 1
y si f(z) =1y q(x), entonces f € N7*(R); pero que f ¢ S7"(R).

3. Primera definicién de los espacios de Besov

Una vez que hemos llegado a este punto, no estamos muy lejos de la definicién de los espacios de Besov: entre
el “sup” en la variable y usado en los espacios de Nikol’skij y la norma L?, en esta misma variable, de los espacios
de Slobodeckij, es posible introducir un tercer pardmetro ¢ con 1 < ¢ < 400 de manera a considerar una norma
LY en la variable y. Ademas, es posible usar la idea de las diferencias dobles de los espacios de Zygmund. Todo
esto nos lleva a la siguiente definicion:

Definicién 3 (Espacios de Besov) Sean 1 <p <400, 1 <g< 40 ys=k+o conk € N yo €]0,1].
Definimos los espacios de Besov ByP(R™) de la siguiente manera: Bg?(R™) es el espacio de funciones
f € WFP(R™) cuyas derivadas D*f de orden k verifican:

IDYf(-+y)+Df(-—y) = 2Df(:)||»
|yl

dy
"yl

e LIR", 2.

FEste espacio puede ser normado por la cantidad

Def(. Def(. — — 9D f()|9 1/q
yyfyyBg,p:HfHWk,p+Z(/RNH fC+y)+Dof(-—y) f()HLpdy> _
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Estos espacios fueron estudiados por O.V. Besov en 1960. Notemos que esta definicién utiliza todos los ingre-
dientes presentados hasta hora: diferencias dobles, derivadas y dos tipos de normas: L? en la variable x y L? en la
variable y.

Observacién 1 Si el indice s > 0 no es un entero (o # 1), la doble diferencia que interviene en la definicién de
los espacios de Besov puede ser reemplazada por una diferencia simple, en el sentido que estas dos cantidades son
equivalentes.

Con esta observacién, tenemos las siguientes identificaciones:

» Espacios de Holder-Zygmund: ¢*(R™) = B °(R")

» Espacios de Nikol'skij: N*P(R™) = BX(R")

» Espacios de Slobodeckij: S*P(R") = Bp”(R")

Es muy importante notar que, si bien los espacios de Zygmund, de Nikol’ski y de Slobodeckij han sido desa-
rrollados para estudiar la regularidad fraccionaria, los espacios clasicos C*(R™) y W*P(R™) no son tomados en
cuenta en esta escala de espacios de Besov.

4. Una notacién y un punto de partida

Es necesario explicar la notacién By” fijada para describir los espacios de Besov y el rol de cada uno de estos
parametros.

e El indice real s > 0 expresa la regularidad pedida,
e El parametro 1 < p < 400 explicita la norma de Lebesgue de base utilizada,
e El parametro 1 < q < +oo constituye una correccion de la regularidad.

Los dos primeros parametros serdn puestos arriba, para recordar una cierta cercania con los espacios de Sobo-
lev WFP_ el tercer pardmetro serd puesto abajo.

Para terminar esta primera definicién vamos a usar la nocién de diferencias iteradas de la segunda leccién:

Sea k € N un entero positivo y sea f una funcién definida sobre R™. La diferencia simple de una funcién f
estd dada por A, f(z) = f(z+y)— f(z), y las diferencias iteradas de f estan definidas por Aly“‘lf(x) = Ay(A];f(CC))
Podemos reescribir estas diferencias iteradas con la férmula:

k ik
Apfz) = (1) ( j>f(w +jy)  onw,yeR"

J=0

Definicién 4 (Espacios de Besov por diferencias iteradas) Sea s > 0 un real, y sea k € N tal que
k—1<s<k.

Sea 1 < p,q < 4+o00. Definimos los espacios de Besov por medio de la cantidad

1/q
Ak F)|9
£l = 1flls + ( | ) (1)

con las modificaciones usuales si ¢ = +00:

e
Il = 1l + supl 22122 o)
y£0 Yl




Es muy importante observar que para definir los espacios de Besov no es necesario utilizar la nocién de
derivadas, pero que es indispensable utilizar la nocién de diferencias iteradas. En este sentido, las definiciones
dadas en las féormulas (1) y (2) son mas simples y generales, de manera que constituyen un buen punto de partida.

Fl caso cuando 0 < s < 1 es de especial interés por su simplicidad y porque muestra claramente el rol de cada
uno de los tres pardmetros del espacio By?(R™):

Definiciéon 5 Sea 0 < s < 1 un real.
Sea 1 < p,q < +oo. Definimos los espacios de Besov By (R™) por medio de la cantidad

1/q

q/p
1Flgse = I £llze + /Rn /n |f(x+y) — f(ﬂc)’pdx] "

|y | (n+sq) %

En particular se tiene:

= para el espacio By (R"):

1flgse = [Ifllr + /Rn 1£( +|z;)|njr;f(')||Lp dy.

= para el espacio BXY(R"):

I fllger = || f|lze + sup 1f(+y) — f(')HLP‘
- ly|>0 lyls

5. Una segunda definiciéon: la caracterizacién térmica

La denominacion térmica proviene del hecho que se usa el nicleo del calor h; para la definicién de los espacios
de Besov. Ya hemos visto en la segunda leccién que el uso de este nicleo se aplica a los espacios de Holder y
aqui vamos a desarrollar y ampliar este punto de vista a los espacios de Besov.

— Esta caracterizacién térmica tiene muchas aplicaciones interesantes

= Es posible verificar més facilmente algunas propiedades de los espacios de Besov por medio de esta caracte-
rizacién.

5.1. Algunas propiedades ttiles

tA

Recordemos que la acciéon del semi-grupo del calor Hy, definido formalmente por H; = €', estd dada por

convolucién con el nicleo del calor que es una gaussiana:

_l?
HUf)a) = T e hu(e) = | f@—y) iy

Antes de lanzarnos en la caracterizacién térmica de los espacios de Besov, es necesario explicitar algunas de las
propiedades del nucleo del calor que seran utilizadas.

1) Se tiene hy(z) >0y / hi(z)dz = 1.

n

2) para todo t,s > 0 se tiene hy % hg = hgy.
3) para todo t > 0 fijo, la funcién x — h(x) pertenece a la clase de Schwartz S(R™).

4) hy € C=(R"x]0, +o0).



Estas propiedades del ntcleo del calor intervienen de forma decisiva en muchos resultados del analisis. Necesita-
remos ser mas precisos sobre el comportamiento del niicleo del calor:

Proposicion 2 Se tienen las siguientes estimaciones para el nicleo del calor hy:

(i) para todo t > 0:

et si x> <t

—-n - 2 > ¢
Ihy ()] < {c|x| st |z|* >

(ii) Si o € N es un multi-indice, y si k € N entonces

o cla TR |2 > ¢

otk gD he(@)| <

[n+\a|+2k} st |$|2 < t

(iii) para todo t > 0 y para todo 1 < p < +oo se tiene

Lo +2k+n(1-1/p)
2

Do‘ht g ct™

H otk

(iv) para todo t > 0 y para todo f € LP(R™) con 1 < p < +oo se tiene

\aH»Qk

DaHt S ct™

Lp

£l e

H otk

5.2.

La definicién térmica

Definicién 6 (Caracterizacién Térmica de los espacios de Besov) Si s > 0 y si k es un entero tal
que k > s/2, diremos que una funcion f pertenece al espacio de Besov ByP(R™) con 1 < p,q < 400 si y
solo si la cantidad siguiente es acotada:

+oo
I Fllz» + </ (k—s/2)q
0

y esta cantidad define una norma equivalente sobre el espacio de Besov By’ (R™).

oFH, f ||
otk

@)Uq 3)

Lpt

Demostracién. Vamos a verificar que la definicion por medio de diferencias es equivalente a la definicion

térmica en el caso cuando 0 < s <1y 1 < p,q < +0o0, es decir con k = 1.

= Sea pues f € Bg¥(R™), vamos a ver que la cantidad (3) es acotada.

e Tratamos primero el caso cuando ¢ = 1, es decir que estudiamos el espacio B;P(R"). Para empezar

0
observamos que / aht(az)dw = 0, de manera que se tiene
Rn

OH,f
ot

@) = [ e =)~ F@) iy

A partir de esta identidad se obtiene

OH:f 0
~h ) — f(- du.
1%L < [ g 16 == s
Usando ahora las estimaciones sobre el nucleo del calor tenemos:
OH.f / _np2 wsIfC=y) = fO)llee
< ¢ t s dy 4
at P n | | | |n+s ( )

5




es decir, usando el teorema de Fubini

T o2 dt UFC=v) = FOll ([ (2T w2 dt
/ ti=s/ — < c/ / (—) e et — | dy.
0 Lp 3 n ‘y’n+8 0 t t

o We=9 =10,

|y[ts

OH.f
ot

IN

Rn
De donde se obtiene la estimacion deseada.

e Tratamos ahora el caso cuando ¢ = +oo considerando el espacio B3?. Seguimos los mismos pasos para
obtener la estimacién (4). Tenemos entonces que

0H n 2 ) = f(-
e I R e AL ST I
ot ||, " [yl
De manera que se obtiene
sup ¢1-5/2 OH.f < . Sup/ t1—3/2—"7+26—%|y|5 1fC—y) = FO)ller dy
t>0 ot |l — t>0 JRn |yl
- = —J n+s ly|?
< ¢ | sup Hf( y) Sf()HLp sup/ + ;r e Y ‘y’sdy
ly|>0 Y| >0 JRrn
o of ap M= =10l
B ly|>0 |y|"+s

Con esto se tiene que si f € ByP(R") entonces la cantidad (3) es acotada.

—> Se tiene también la reciproca: si f es una funcién tal que la cantidad (3) es acotada, entonces f € By?(R™).
[ |

Observacion 2 Cuando la funcion f pertenece a un espacio de Lebesque LP, entonces en la definicion térmica
(3) es suficiente considerar la integral entre O y 1:

" H.f

q @ 1/q
otk

LPt

1
1Lz = I Flle + ( /0 ((k=s/2)q

5.3. Algunas propiedades de los espacios de Besov

Una vez que tenemos a nuestra disposicion esta caracterizacion térmica, es posible verificar de manera muy
directa algunos resultados importantes.

— Para s > 0, y para todo 1 < p,q < 400 notamos || - HB;”’ la cantidad determinada por

1/q
Ak q
HfHB;,p: (/ %dy) (conk—1<s<k)
Rn

— Por lo que acabamos de ver, esta cantidad es equivalente a

+o0o
e = ([ e
! 0

Observacion 3 Vemos que la norma de los espacios de Besov se construye por medio de dos cantidades distintas:
una norma LP a la cual se anade una sequnda cantidad notada Bg*. Esta dltima cantidad permite definir los
espacios homogéneos que serdn presentados mds adelante.

OFH, f
otk

"

Lpt

1/q
> (con 0 < s/2 < k)




Tenemos el resultado siguiente:

Proposicion 3 Sean 1 < p,q < 400, 0 < a < s. Entonces se tiene la relacidon:

I(=2)2 f | o = |1 Il g

Prueba. Empezamos verificando que se tiene [|(—A)¥/2 f|| go-ap < CHfHB;,p. Escribimos pues:
q

1
q @>/q
t
p
1
q @)M
t
p

q 1/q
dt
) =g

LPt

oo —(s—a " H, o
||(—A)a/2f”Bs—oz,p — (/O t(k ( )/2)q t(_A) /2f
O 2 2 i
_ (/0 =t | Aoz, o 02

+oo
< ( / 4(k—(s-0)/2)q (—A)a/th/Q(
0

[e's] k
o /+ ((e—(s—a)/2)ay—a/2q || 0" Hef
; ot

IN

Usando el hecho que f = (—=A)~%/2(—=A)*/2f se obtiene de forma totalmente similar la desigualdad reciproca. B

Observacion 4

= Notese que los cdlculos anteriores se basan unicamente sobre la homogeneidad del nicleo del calor y son por
lo tanto cdlculos simples. Hacer estos cdlculos por medio de la definicion que se basa en diferencias finitas
pueden resultar muy complicados.

» Esta propiedad se mantiene al considerar los espacios de Besov By*, basta considerar (I — A)O‘/2 en vez de

(-8)°2.

/2

— La proposicién anterior indica formalmente que si anadimos la accién del operador (A)** a una funcién de

un espacio By?(R™), entonces es necesario compensar la regularidad y nos situamos en el espacio By “P(R™).

— Podemos de esta forma definir los espacios de Besov de orden negativo de la siguiente manera:

Definicién 7 (Espacios de Besov de regularidad negativa) Sea s > 0 y sean 1 < p,q < 4o00. Defini-
mos los espacios de Besov Bq *F(R™) como el conjunto de distribuciones tales que la siguiente cantidad sea
finita:

+oo ) dt 1/q
o = V0Ol + ([ e 1512, )

Una cantidad que sera de gran utilidad en lo que sigue es:

1F |l psoe = sup 52 | He fl] e
>0

6. Una tercera definicién: el andlisis de Littlewood-Paley

. . S . .7 ’ .
Empecemos considerando el espacio By”(R™) con 0 < s < 1. Tenemos entonces, con la caracterizacién térmica:

1 ) q 1/q 1 , 1/q
!!f!!B;w=\\fHLp+< /0 oo/ dt) :ufum( /0 o/ uf*wtu%pdt)
p

L

OH.f
ot




Dado que 0 < t < 1 es posible discretizar la integral anterior considerando ¢ ~ 279/2 con j € N. De esta manera,
se obtiene (al menos formalmente) la expresién

1/q

1 1/q ,
(AFWth%ﬁ>C:ZWWﬂ%%

JEN
—> Vamos a generalizar esta idea usando funciones especiales
— Las funciones cuya transformada de Fourier es de soporte acotado tienen buenisimas propiedades
— Es til “recortar” las funciones en el nivel de Fourier para usar estas propiedades

—> Obtendremos un tratamiento unificado de varios espacios funcionales.

Desigualdades de Bernstein

Explican las relaciones existentes entre el soporte en Fourier de una funcién, su regularidad y su norma LP:

Teorema 1 Sean f € S(R™,R), Ry, Ry dos reales fijos tales que 0 < Ry < Ry y sea A > 0 un real.

~

1) Si sop(f) € B(0,ARy), entonces existe una constante C' > 0 para todo entero k y para todo p,q con
1 <p<qg< 4o, tal que:

|Sl‘1pk||0af\|m < ORI UP=Y 0| £ ()

~

2) Si sop(f) C C(0, ARy, ARz2), entonces existen dos constantes Cy,Co > 0 para todo entero k y para todo
p.q con 1 <p < q<+oo, tal que:

CrENMIf Il < IS"JPkH@“fHLP < CENM|If | o (6)

Prueba. Si reemplazamos la funcién f por fy = d,\[f] = f(Ax1, ..., Azy,), obtenemos

‘SlllpkHaafAHLq = Ak’”/q‘STpkHaafllm v Al = AP f

— basta considerar A = 1.

o~ o~

1) Sea ¢ € C°(R™,R) t.q. (&) = 1 sobre la bola B(0, R;) y notamos g(&) = (). Tenemos f(§) = g(§)f (&)
y pasando a la transformada de Fourier inversa obtenemos f(x) = ¢ * f(z). Estudiemos ||0%f||qa. Por las
propiedades del producto de convolucién se tiene con Young [|0%f|lre = ||f * 0%gllee < || flzel|0%g|lLr-
Utilizando las desigualdades de interpolacién obtenemos que

1 1-1
[0%gllr < 9%l 10%91 =" < 0%l x + 10l =

Sabemos que ¢ € C°(R™,R) C S(R",R), de manera que g € S(R™",R or las propiedades de las funciones
que ¢ 0 ) que g yp prop
de la classe de Schwartz tenemos que ||0%g||;1 < C|0%g||re<. Ademds, por definicién de transformada de
Fourier inversa tenemos
10°gllree < €%l < Rl = CRY < CF
2) Por la primera parte, basta verificar C7¥| f||z» < sup [|0% f||z». Consideramos la funcién ¢ € Cg°(R™, R) tal
la|=k
que ¥(€) = 1 sobre la corona C(0, Ry, R2) y definimos una nueva funcién g, como gg (&) = (—i€)|€|=2k4(€)
de manera que go € S(R",R). Dado que >, 2—',(—25)“(25)“ = |¢[**, podemos escribir

~ kKl o
fO) = Y ~7a(©)i©)°F(€).
|a|=k
Pasando a la transformada de Fourier inversa obtenemos f(x) = Z‘ o=k % ga * (0% f)(z). Calculamos ahora

la norma LP de esta identidad + Young: || f||zr = 3 4=k B lgallpt |0 fllLe < CF sup [|[0%f|| - [ |
|al=k



Particion de la unidad

» Primera familia de funciones: Sea ¢ € S(R",R) t.q.

1 si J¢l<1/2
0 si [¢]>1.

= el soporte de @ esta contenido en la bola {{ € R™ : [¢] < 1}.

Para todo j € N definimos las funciones dilatadas ¢; de esta forma $;(£) = §(279¢).
= el soporte de @; estd contenido en las bolas de radio diddico {¢ € R" : |£] < 27},

= Segunda familia de funciones: Definimos v como
¥(&) = (&/2) — @(8). (8)
Luego, para todo j € Z escribimos 1,/11\](5) = (279¢) = P18 — @5 (&).
— el soporte de estas funciones esta contenido en las coronas diddicas

C(0,271,2) ={£ eR": 277" < [¢] <271}

Observacién 5 Nétese que todas las funciones @; y {Z)\j pertenecen al espacio C3° que es un subconjunto de S.
Dado que la transformada de Fourier es una biyeccién en S, obtenemos que todas las funciones ¢; y 1; pertenecen
a la clase de Schwartz S.

A partir de estas familias de funciones obtenemos algunos resultados interesantes que seran fundamentales para
explicar las propiedades de los bloques diddicos.

Proposicién 4 Sea ¢ la funcion de base fijada en (7). Entonces

—1
1) Para todo £ € R™, se tiene la identidad ;(§) = Po(§) + i (€)
0

<.

B
Il

I
—_

2) Tenemos el limite 1lim @;(&)

J—+o0

+o0
3) Se tiene la identidad siguiente @o(&) + Z@(g) =1
j=0

Prueba. Moralmente, basta usar las definiciones de ¢; y de 1;: en efecto, el primer punto es inmediato. El
tercero es una consecuencia del segundo pues se tiene

+o0 Jj—1
Bo(&) + Y- () = lim (%(5) Y mo) = lim 3;(6) =1
j=0 k=0

Para el segundo punto hacer un dibujo. |

Este resultado explica lo que sucede cuando j — 400, es decir en las grandes frecuencias. El resultado a
continuaciéon muestra qué pasa cuando j — 0 con las pequenas frecuencias.




Proposicién 5 Sea ¢ la funcion de base fijada en (7). Entonces

1) Para todo & € R™ tal que £ # 0 se tiene 9;(§) = Z sz(,g)
k<j—1

2) Se tiene la identidad siguiente para todo & € R™ tal que & # 0

> odi©) =1 (9)

JET

Cuidado! Las dos identidades precedentes son falsas cuando £ = 0 pues se tiene por un lado 12)\]'(0) = 0 para
todo j, pero por otro lado se tiene @;(0) = 1.

Prueba. Estas dos propiedades se deducen directamente de las definiciones de las funciones ¢; y v;. |

Proposicion 6

= Para todo j € 7 se tiene la identidad ||j||r = el v lejllze = 2272~V 0|l 1s para 1 < p < 4o0.

» Para todo j € Z, las funciones 1; tienen un momento nulo: j(x)dx = 0.
Rn

Prueba.

» Para el primer punto basta observar que se tiene la identidad ¢;(z) = 277"¢(277z), un simple cambio de
variable muestra entonces que se tiene el resultado deseado.

= Para el segundo escribimos:

[(wi@de = [ )~y =20 [ o agae 2 [ e =0

n

Bloques diadicos

» A partir de las funciones ¢; y 1; que acabamos de considerar es posible determinar operadores utilizando
el producto de convolucion.

» Estos productos de convolucién estdn bien definidos para distribuciones temperadas pues las funciones ¢; y
1; son elementos de la clase de Schwartz.

Definicién 8 (Operadores de Littlewood-Paley) Sea f € S'(R™,R). Para todo j € Z definimos

= los operadores de Littlewood-Paley S; por S;(f) = f * ¢;.

= los Bloques diddicos A; por Aj(f) = f x ;.

Al nivel de Fourier tenemos

— —~ — —~

Si(HE) =FOB;E) v N = FE)dby(€)

= los operadores S; y A, son operadores de truncatura en Fourier:

sop(S;(f)) C{EER™|g| <2}y sop(A;(f)) C {€ € R™: 271 < |¢] < 231,

De esta forma se realiza, al nivel de Fourier, un “corte” diddico en el soporte de las funciones. Pues cada uno de
estos operadores estd bien localizado en Fourier: su soporte esta totalmente controlado.
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Veamos un primer resultado:

Proposicién 7 Para toda distribucion temperada f € S'(R™,R) se tiene

j—1
Si(f) = So(f) + > A(f)
k=0

Prueba. Pasar en Fourier y usar el teorema 4. En efecto:

D e S R -1 R i1 R .
So(f)+D_A5(f) = F©R() + D FOUr(&) = F(€) (%(5) + Zwk@)) = F(©)@;(&) = (/)
k=0 k=0 k=0
de donde se deduce la identidad deseada. [ |

Desigualdades de Bernstein aplicadas a los bloques diadicos
= En el nivel de Fourier los bloques diddicos tienen un soporte acotado de forma muy precisa: estan en coronas
diddicas

= Este es justamente el caso ideal para utilizar las desigualdades de Bernstein.

Definicién 9 (Funciones auxiliares) Sean las funciones ¢ y 1) definidas por (7) y (8) respectivamente.

1) Definimos la funcién ¢ como 5(5) = p(&/2). Para todo j € Z definimos ¢; como éj(f) = 5(2‘%).

2) Deﬁm’inos la f?incz'o’n U como 5(5) = ':5(6/2) — @(5) Para todo j € 7 definimos {/;j
como ¥;(8) = ¥(279¢).

¢Cual es la utilidad de estas funciones? Nétese que sobre el soporte de @ se tiene que ':5 = 1, de manera que
se tiene la identidad ¢(§) = @(&)p(&) y si se tiene esta identidad en Fourier se tienen resultados interesantes en la
variable real! por ejemplo, podremos pasar todas las derivadas a las funciones auxiliares:

Definicién 10 (Operadores asociados) Sea f € S'(R™,R). Para todo j € Z definimos los operadores :S';
y Aj asociados a las funciones ©; y 1; por las formulas

Si(f) = f*g; es decir en Fourier S;f(&) = (g)(ﬁj(g)

A(f) = f* b A; (&) = f(E)v;(8)

El primer resultado que muestra las utilidas de estas funciones auxiliares es el siguiente:

Proposicién 8 Sea f € S'(R",R). Se tiene para todo j € Z las identidades
SN =8i8i(0)  y A =8;(44(0)).

Prueba. Formalmente, basta pasar en Fourier: en efecto se tiene, por definicién de las funciones auxiliares las
A

identidades <§](Sj(f)) &) = aj(f)@ ©f(&) = @(g)f(g) de donde se deduce el resultado deseado. La identidad

buscada para los operadores A;(f) se deduce de la misma manera. |

Veamos ahora lo que sucede cuando intervienen derivadas y normas LP.
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Proposicién 9 Sea f € S'(R",R). Para todo multi-indice o € N™, para todo j € Z y para todo 1 < p <
q < 400 entonces:

1) 10%S;(f)lle < 2191103 21 ()] 2o
2) 110°28 (H)llze < 2109 1 [ A5 ()l o

Prueba. Aqui usaremos la propiedad anterior S;(f) = gJ(SJ(f)) que es equivalente a escribir S;(f) = fxp;*@;,
de manera que al aplicar la derivacién obtenemos 9%S;(f) = f * ¢; *x 0¢p;. Tomando la norma LP y usando las
desigualdades de Minkowski se tiene || 0%S;(f)|lLr < ||f * ¢jllzr||0%@;|| 1. Usando la definicién de @; y la homo-
geneidad de los espacios L' se obtiene el resultado. |

Proposicién 10 Sea f € S'(R™,R) y sean 1 < p,q,r < 400. Entonces:
1) 118;(H)llze < 27V~ G) Lo |18;(F)llze con 1+ 1/g=1/p+1/r.

2) 118 () e < 2" ||| Ay (f)]|1e con L+ 1/q =1/p+1/r.

Prueba. Basta aplicar las desigualdades de Young. En efecto escribimos: ||S;(f)|lze < ||f * ¢jllze[|@jllo-. En
este punto aplicamos la homogeneidad de los espacios de Lebesgue L” para obtener la estimacién:
1S5 e < N1f * @sll 2= B]| L = 27 VP=YD|| f o o 1o || B 2 u

Observacién 6 Noétese que la combinacién de estas dos proposiciones proporciona las desigualdades de Bernstein
aplicadas precisamente a los bloques diadicos.

6.1. Descomposiciones de Littlewood-Paley

= idea: expresar las distribuciones temperadas como una suma de bloques diadicos.

Descomposicién inhomogénea

Teorema 2 Sea f € S'(R™,R). Se tiene la siguiente identidad en el sentido de las distribuciones

F=5S()+>_ 250

jeN

Prueba. Basta pasar en Fourier. En efecto se tiene, al menos “formalmente”, la identidad
— — j—1
= Sof) +%Aj(f) =f| % +%$j = J?jl}gloo (@0 + l;)%)
|

Observacion 7 La gran mayoria de espacios funcionales conocidos (Lebesque, Sobolev, Besov, Hardy, etc.) pue-
den caracterizarse comodamente en funcion de esta descomposicion inhomogénea.

Descomposicion homogénea

+o0
» En la seccién anterior hemos usado la descomposicién pg(€) + Z (&) = 1. Es decir en donde sélo interviene
7=0
la particion en las grandes frecuencias.
= Es posible usar la descomposicion Z {ﬁ\j (£) = 1 en donde intervienen las pequenas frecuencias, pero hay que

JEZ
tomar ciertas precauciones: recuérdese que esta formula era valida s6lo cuando & # 0.
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—> el problema de estd en el origen, una forma de solucionarlo es “descartar” todas las funciones/distribuciones
cuya transformada de Fourier tiene por soporte {0}.

Teorema 3 Sea f € 8'/P en donde P es el conjunto de todos los polinomios.
Se tiene la siguiente formula en el sentido de las distribuciones

= 0/

JEZ

6.2. Definicién de los espacios de Besov

Con estas descomposiciones podemos dar la siguiente definicién.

Definicién 11 Sea s € R y sean 1 < p,q < +o0. Una funcion (o distribucion) f pertenece al espacio de
Besov ByP(R™) si la cantidad siguiente es acotada:
1/q

1f sz = [So(Nllee + | D 27UA; (NI

jEN

= Los espacios de Besov son espacios de sucesiones en el sentido que se tiene

1Fllzge = I1So(H)llze + (127125 ()l |

Dicho de otra manera, podemos ver esta cantidad como una norma en el espacio ¢4(LP) al cual se ha puesto
un “peso” 27% en la norma /9.

— Es posible definir los espacios de Besov para indices de regularidad negativos, pero en este caso pueden ser
distribuciones y no solo funciones.

= Ejemplo: la maza de Dirac &y pertenece a By (R") si y solo si s < —ngq.

Proposicion 11 Sean s e R y 1 < p,q < +o0.
Los espacios de Besov By (R™) son espacios de Banach.
Ademds la clase de Schwartz S(R™) es un subconjunto denso de ByP(R™) si1<p < +oco y 1< q < +00.

Proposicion 12 Sean s € R, 1 <p,q < +00 y q0 < ¢ < q1. Entonces los espacios de Besov son crecientes
con respecto al indice q:

S,P S,p S,p S,p S,P
By C By C ByP C BP C BY

Prueba. Esto es una consecuencia del hecho que los espacios de sucesiones £9 son crecientes en funcién del
parametro q. |

Es interesante representar esta cadena de inclusiones al nivel de las normas:

I lBsr < 1fllsgr < Nfllpgr < I f s < Iflls

Proposicién 13 (Dualidad) Sean s € R, 1 < p,q < +00 y sean p' y ¢’ los conjugados armdnicos de p y

q: % + z% =1y % + % = 1. Entonces el espacio dual del espacio de Besov By? es el espacio B;s’p/:

() = 5"

Prueba. Diremos que una distribucién T' € §’(R") pertenece al espacio dual (Bg’p )/ si existe una constante
C > 0 tal que

T(p)| < Cligllpg
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para todo ¢ € S(R™). Sabemos que el espacio dual del espacio de sucesiones ¢7 es ¢7' | de la misma manera sabemos
que el espacio dual del espacio LP es L? . Utilizando la desigualdad de Holder se ve que s (Lp/) C (Eq(Lp))/. Esta
desigualdad se mantiene usando los pesos 27° y 277° respectivamente. De esta manera se obtiene la dualidad entre
estos espacios. |

Proposicién 14 (Inyecciones) Sil1 < q; < g < +00 ¥y si §1 — = = s9 — % entonces se tiene la inclusion

51,P1 52,P2
BQI C qu

Prueba. Podemos suponer, para empezar que g1 = g2 = ¢q. De manera que lo que hay que demostrar es la
desigualdad siguiente:

> A (s < C 3PP

jEN jEN

En este punto observamos que se tiene, por la Proposicién 10, la mayoracién || A;(f)||re < C27mA/P1=1P2) | A (£) | 2r1

dado que s1 — p% = 59 — p% se obtiene
252 A; ()| pre < C27°M|A;(f) ]| Lo
En este punto basta reconstruir la norma de los espacios de Besov para obtener el resultado deseado. |

7. Espacios de Triebel-Lizorkin

La descomposicion de Littlewood-Paley permite dar un tratamiento unificado de muchos espacios funcionales.
Para ello vamos a reagruparlos en la siguiente definicién:

Definicién 12 (Espacios de Triebel-Lizorkin) Sea s € R y sean 1 < p,q < +oo. Una funcion (o
distribucion) f pertenece al espacio de Triebel-Lizorkin Fy'P(R™) si la cantidad siguiente es acotada:

1/q
£l eze = 1So(Hllee + ||| D 27°UA(£)())

jEN
Lr

Proposicion 15 Sean s e R, 1 < p,q < +00 y qo < ¢ < q1. Entonces los espacios de Triebel-Lizorkin son
crecientes con respecto al indice q:

S?p S?p S?p
Fo P CFP CF

Esta propiedad se deduce, una vez mas, de las propiedades de inclusién de los espacios de sucesiones £9.

’ . S . . S .
= Podria pensarse que estos espacios Fy"* son parecidos a los espacios de Besov By?, sin embargo son muy
diferentes.

Proposicion 16 Sea s € R y sean 1 < p,q < +00.
» Se tiene Bp¥ ~ F,*

» FEntonces se tienen las siguientes relaciones entre los espacios de Besov y los espacios de Triebel-

Lizorkin:

S 37p 7p
Bmm(p q) C Iyt C BmaX(p q)

Prueba. Basta verificar el primer punto, pues el segundo se deduce del primero usando la propiedad de
crecimiento segin el pardmetro ¢ de los espacios de Triebel-Lizorkin.
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= En efecto, podemos suponer sin pérdida de generalidad que p > ¢. Entonces si se tiene By ~ F,;*| se deduce
que F;P C FyP ~ BpP.

— Por otro lado la inclusién By? C F;"? se deduce directamente de la desigualdad triangular:

1/q 1/q

32757 (f) ()] < [ Do 2A00L

JEN JEN
Lp

= Debemos pues verificar que Bpy? ~ F,' y para esto es suficiente estudiar F,”” C Bp?* pues la inclusién
reciproca se deduce por la desigualdad triangular. Es decir, que al nivel de las normas debemos verificar que
[fllzs» < | flls» v esto se obtiene directamente por la desigualdad de Minkowski en su versién continua:

1/p||P

S ([ eanwra) < [ Spean@ra=| | Ti2eamor

JjeN JjeN JjeN
Lp

—> Damos a continuaciéon una identificaciéon de espacios en el marco de los espacios de Triebel-Lizorkin.
Importante: esta identificacién es vélida inicamente cuando se tiene 1 < p < +0oo en la norma de base LP.

Proposicion 17
» Espacios de Lebesgue LP(R™) con 1 < p < +00
1/2
e = ISo()lle + || { D 18,(HC)
JEN
Lp
De manera que se tiene
LP ~ F)P
» Espacios de Sobolev WSP(R™) con s € R y 1 < p < 4o0:
1/2
2j 2
1fllwer = I1So()lle + || { D22 18;())0)]
jeN
Lp
De manera que se tiene
vv&p:iﬁgm
Recuérdese que estas identificaciones son vdlidas unicamente cuando 1 < p < +o0.

8. Espacios Homogéneos

Definicién 13 Sea f un funcion definida sur R™ y sea a > 0. Definimos fq(x) = f(ax). Diremos que una
norma || - || de un espacio A es homogénea si eziste un indice o tal que se tenga, para todo f, la identidad:
[fall = a™ I f1]-

— Los espacios de Lebesgue y de Lorentz verifican esta identidad con o = n/p.

— Los espacios de Sobolev, de Besov y de Triebel-Lizorkin no verifican esta relacion pues sus normas estan
construidas como la suma de dos términos de homogeneidad diferente.
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Existen variantes homogéneas de estos espacios que se obtienen modificando ligeramente sus normas. Pero hay
que tener un poco de cuidado: consideremos por ejemplo f € C*(R™) con 0 < s < 1. Este espacio de Holder es

normado por
h) — (M)l
1 Flles = 1 Flloo + sup LEH M = F (Bl
|h>0 Al

(10)
Esta norma no es homogénea, pero cuando se calcula la norma de f, en C*(R™) se obtiene que

[falles = @”l[[flIl +O1)  si a— +o0.

If(@+h)—f(h)]lo

en donde hemos escrito |||f||| = sup e

|h|>0
la definicién de la norma del espacio homogéneo correspondiente C*(R™). Asi se tiene f(x) = |z|® € C*(R"), pero
|z|* ¢ C*(R™), simplemente por que |z|* no es una funcién acotada.

. De esta manera surge la idea de guardar un solo término en

Observacién 8 Hemos visto anteriormente como trabajar con este tipo de cantidades homogéneas y las habiamos
denotado por medio de un punto: C5, WP y Bg*. Pero no habiamos utilizado estas cantidades para definir espacios
funcionales: para ello hay que tener un poco de cuidado.

En efecto, volviendo al ejemplo anterior, la cantidad ||| - ||| no es una norma pues toda funcién constante g
verifica |||g||| = 0. Para definir correctamente el espacio homogéneo C* debemos hacerlo de la siguiente manera:

C*(R™) = {f € §'(R") modulo las constantes / [||f||]| < +0c0}.

Con estas precauciones, podemos definir los espacios de Besov homogéneos y para ello vamos a usar la des-
composicién de Littlewood-Paley homogénea:

Definicion 14 Sean s € R, 1 < p,q < 400. Definimos los espacios de Besov homogéneos Bg’p(R”) como el
conjunto de distribuciones, modulo los polinomios, tales que la cantidad siguiente es acotada:

1/q

I llgge = | D222, ()IIE

JET

Se tienen entonces las caracterizaciones equivalentes siguientes:

Proposicion 18
= Caracterizacion por medio de diferencias:

e Sea s >0 un real, y sea k € N tal que k —1 < s < k. Sea 1 <p,q < 4o0.
1/q
B \ e Tyl

e S5i0<s/2<kconkeNysil<p,qg<-+oo se tiene

“+oo
HfHBs,p ~ </ t(k78/2)q
¢ 0

e S5is>0ysil<p,q<+4oo se tiene

+OO 9 dt 1/(]
o= ([ #2011, 7 )
0

s Caracterizacion térmica:

OFH, f

q dt 1/q
otk

Ll’t
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— Los espacios de Triebel-Lizorkin homogéneos son definidos de forma similar.

Definicion 15 Seans € R, 1 < p,q < +00. Definimos los espacios de Triebel-Lizorkin homogéneos Fqs’p(R")
como el conjunto de distribuciones, modulo los polinomios, tales que la cantidad siguiente es acotada:

1/q
gz = ||| Do 2725 (H )

JEL
Lp

En particular tenemos para los espacios de Lebesgue y de Sobolev homogéneos el resultado siguiente:

Proposiciéon 19
= FEspacios de Lebesque LP con 1 < p < 400
1/2
£ 1lze = [ { D 1A(H O

jez
Lp

» Espacios de Sobolev W5P con s € R yl<p<4o0
1/2

1 e = =22 e = || { D2 2277185 (F) )

JET

Lp
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