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Leccion n°6: Desigualdades de Sobolev Mejoradas UCE. verano 2013

1. Desigualdades de Sobolev Mejoradas

Recordemos que las desigualdades de Sobolev clésicas tienen la siguiente forma: si 1 < p < 400 es un real tal
R () .
que 1l <ps<nysir= nps entonces:
1l < CNf s

Vamos a ver que es posible mejorar las estimaciones de Sobolev cléasicas cuando se introduce un espacio de
Besov en la parte derecha de estas desigualdades.
np

Estudiemos un caso particular, si 1 <p <ny sir = —£ se tiene
n—p

| fllzr < CIV fllLe

Esta desigualdad puede mejorarse sensiblemente al considerar un espacio de Besov de la siguiente manera:
0 1-6
£l < eIV Flzell F Il =500

Observamos que cuando el parametro r esta relacionado con el indice p y con la dimensién n por medio de la
ecuacién 7 = - se tiene L C Bgf "°® de manera que, al nivel de las normas, se dispone de las desigualdades

[ fll g=p.0c < C|fllLr y esto nos permite escribir

B [Fi[P —
IV £18 11 e = 19l (ﬁ < ||V £z (

Cllfllzr

1-6
HVfuLp> <[Vl

Esto muestra en qué sentido se mejoran las desigualdades de Sobolev cldsicas puesto que se tiene
1£ller < eIV FI12011f] }9}}00 < OV fllLe

Sin embargo este tipo de desigualdades, no sélo son mds precisas, sino que también son mds estables:

= Al igual que las desigualdades de Sobolev clasicas, las desigualdades de Sobolev mejoradas son invariantes
por traslacion: sea fr(x) = f(x + 7) con 7 € R™, entonces se tiene que || f-|r = |fllzr, IV llee = [V flle
7 1ol pose = 11l

» De mismo modo, estos dos tipos de desigualdades son invariantes por dilatacion: si f,(x) = f(az) para todo
a > 0, entonces se tiene |[fallzr = a7 ||fllzr, IV fallLe = a2V fllo y | fallgosee = a Pl fll gpoes
de manera que tal como estan definidas las relaciones entre los indices se obtiene la estabilidad de estas
desigualdades.

» La situacién es diferente cuando se considera la modulacion: si definimos f,(z) = e“*p(z), en donde
pedS (R") y @ es a soporte compacto; entonces se tiene:

1foller = Ifller, IV fullze = lwlllelize si w] — +00 ¥ [ full gopoe = [w] Pl fll g0 8i ] —> +o00

Vemos entonces que las desigualdades de Sobolev mejoradas son més estables pues son invariantes por
modulacién, mientras que las desigualdades de Sobolev clasicas no son invariantes por modulacién.

= Para terminar, vamos a ver que las desigualdades de Sobolev mejoradas son mds generales en el sentido
que los indices de los espacios funcionales pueden tomar mas valores: por ejemplo no estan necesariamente
relacionados con la dimensién.



Los resultados

Teorema 1 Sean p,r dos reales tales que 1 < p <1 < +00 y sea s un indice real tal que s > 0.

1) Sea f una funcién tal que f € WSP(R™) y f € B;ﬁ’m(R"), entonces

1A llzr < ell 15wl 1500 (1)

con1<p<r<+oo,0:p/r,ﬂ:%.

2) Si f es una funcion tal que Vf € LY(R") y f € BQOB’OO(R”), entonces

A llzr < el V£ Il o (2)

conl<r<+4oo,0=1/ryp=0/(1-80).

Demostracion.

s/2

1) Empezamos la demostracion recordando que el operador (—A)*/# realiza un isomorphismo entre los espacios

B C(R™) y B ~%°(R"™). Podemos entonces reescribir la desigualdad (1) de la siguiente manera:

I(=2)= fllzr < CIFNEo NI e (3)

endonde1<p<7"<—i—oo,@zp/?“,ﬁ:%.

Vamos ahora a usar la siguiente definicién de las potencias fraccionarias de un operador:

s +oo s
(—A)F f(a) = % /0 L, f ()t

Podemos entonces introducir un pardametro 7' > 0 que sera fijado posteriormente y escribir:

(=A)T f(z) = r(lg) </0Tt%—1Htf(x)dt+/;Oot%—lHtf(x)dt). (4

Para el estudio de estas integrales necesitaremos las siguientes estimaciones

~—

o |Hif(z) < Mpf(x)

en donde Mpf es la funcién maximal de f definida por la expresién Mpf(z) = sup—- B / |f(y)|dy vy
r€EB
verifica |[Mpfllrr < C||f||zr para todo 1 < p < +oo.

o |Hif(x)] < Ct™r

(por definicién de los espacios de Besov)

Utilizando estas estimaciones en (4) se obtiene la siguiente desigualdad puntual:

C2

75 M f(z) + F(ﬁ)T%ﬁ\|f\|l-w_s,<x,.
2

275 < 55

3 ) IF1 5~ —s.00 ) P . Y
Fijamos ahora el pardmetro T = <W y se obtiene la expresion

(=2)7 f(a)] < F( )MBf( z)! za+st,£+21 » F(%)MBJC( )" B“”f”??a -



Dado que 7%~ =1 — 6 y que 6 = p/r escribimos |(—=A)7 f(z)] < =& Mpf(@)?| fIL5%_. .. Para terminar
[’3+S F(Q) B ’

solo hay que elevar a la potencia r esta cantidad e integrar con respecto a la variable x para obtener
=2 0 1-6
1(=2)Z fllzr < e MBFIlLe I FI 5o

Usamos ahora el hecho que la funcion maximal es acotada de LP en LP y de esta forma se deduce la de-
sigualdad (3), lo que termina la demostracién del primer punto.

Para el caso cuando Vf € LY (R") y f € B >°(R™) necesitaremos el siguiente lema.

Lema 1 Para toda funcion f € LP(R") (1 <p < +00) tal que Vf € LP(R™) y para t > 0 se tiene

If = He(H)llr < CVHIV I (5)

en donde C es una constante que depende solamente de la dimension n.

Prueba. Como H(f) = f * hy y como h; es una gaussiana podemos escribir

@) = B = 1)~ [ 1= ety = [ (160~ 1@ =) 1wy

n

Pero como || f(:) — f(- —y)|lzr < |y| [V f|lLr se obtiene

o lul?/2t

I = B Dl <I9S Lo [ lhetddy =190 [ 52

< IV £lle t1/2/ lyle W or =2y < €, t/2)|V || 1o
R

y el lema estd demostrado. |

Pasemos ahora a la demostracién de la desigualdad (2). Por homogeneidad de estas estimaciones, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que [ f|| 5-5.c < 1. Podemos también suponer que se tiene || f||zr < +oo.
Se trata entonces de demostrar

/ fldz < C / V£ Pd. (6)
Rn Rn

con la informacién ||f||4-p. < 1. Para ello, utilizamos la siguiente caracterizacion! de los espacios de
[e )
Lebesgue

+oo
Sl = [ 1A > sa} d(ar). @

en donde hemos notado |A| la medida del conjunto A. En lo que queda de la demostracién vamos a estimar
el conjunto {|f| > 5a}. Si fijamos t, = o>®~1/? con la definicién que hemos dado de los espacios de Besov
tenemos que |[|Hy, (f)||re < a.

Para el resto de cdlculos introducimos la siguiente funcién O (t):
0 si0<t<a
On(—t) = —04(t) y O,t)=¢ t—a sia<t< M« (8)
(M —-1)a sit>Ma

Aqui M es un parmametro que por el momento fijamos tal que M > 10. Con esta funcién, podemos construir
fa = ©a(f) tal que

Lutilizar el teorema de Fubini.



Lema 2 EI conjunto {|f| > ba} estd contenido en el conjunto {|fs| > 4a} y se tiene la estimacion

{If] > 5a}] < [{|fal > 4a}].

En particular sobre el conjunto {|f| < Ma} se dispone de la desigualdad |f — fo| < a.

Lema 3 Para f € CL(R"™) se tiene la identidad

Vo= (vf)]l{agmgMa} cast en todas partes.

Regresemos ahora a la férmula (7), con el lema 2 obtenemos la mayoracién

+00 +oo
[ 10> sedn < [ 08 > el dn) = 1 ©
0 0

Definimos ahora E(a) = {|fa| > 4a}, F(a) = {|fa — Hi, (fa)| > a} v G(a) = {|Hi,(fo — f)| > 2a}. Por la

propiedad de linealidad del semi-grupo H; escribimos

fa = fa _Hta(fa) +Hta(fa - f) +Hta(f)-

Dado que ||Hy, (f)||lL~ < a, se tiene E(a) C F(a) UG(«) y podemos dar la siguiente estimacién de la parte
derecha de (9) por medio de las dos integrales:

+o0o +oo
fsA !ﬂ@M@U+A Ga)ld(ar). (10)

I Ip)

e Para la primera integral I1, la desigualdad de Tchebychev nos proporciona

Wmﬂswm/\m—ﬂgmew

n

Es en éste punto que usamos la desigualdad (5) para obtener |F(a)| < Ca™P £2/2 / |V folPdz.
Rn

Recordemos que por la definicién de t, dada anteriormente se tiene tg/ S Ademas, por el lema 3 se
dispone de la identidad V f, = (Vf)]]-{a§|f\§Ma} de manera que podemos escribir

|F(a)] < Cof’"/ |V flPdz.

{a<|flsMa}

Integrando ahora con respecto a d(a”) obtenemos

+00 . +o0 . o ‘f|d_og
/0 |F(a)|d(a”) < C/O o' </{ag|f§Ma} \Vf‘l’dm> d(a") = Cr/Rn |V fIP (/% - ) dx

Asi tenemos el siguiente resultado para esta primera integral

It < Crlog(M)||V f[7,- (11)

e Para la segunda integral I dado en (10) escribimos

|f = fol = |f = fallqpi<aray + 1f = fallgp>na)

Por la definicién de f, (cf. Lema 2), se tiene |f — fo| < a+ |f|1ff>ma} v aplicando H; a ambos lados de
la desigualdad anterior obtenemos

Hta(’f - foz‘) <o+ Hta(‘f‘]l{lfbMa})'

4



Lo que implica la inclusién de conjuntos G(a) C {Hta |f|]l{|f‘>Ma} > a} Finalemente, si se considera la
medida de estos conjuntos se tiene

G()| < |{Huo (If[Lg 5> 0101) > @} -

Integrando esta expresién con respecto a d(«”), tenemos

+oo +o0
I, = /0 |G(Oé)|d(oﬁ) < /0 |{Hta(|f|]l{|f\>Ma}) > Oé}‘ d(o/

Aplicando una vez més la desigualdad de Tchebychev y el teorema de Fubini escribimos

/o+oo o ( /Rn Huo (11115 0a3) da:) d(a™)

P [ ([ v a)ar = 1o /m‘f‘” Lo
R 0 {IfI>Mo} r— Mr—1 r—1 Mr—1 L

Juntando las estimaciones (11) et (12) se obtiene

I

IN

IN

r

1 1
I < O log(M)IV Iy + —— -

Si la constante M es suficientemente grande, se obtiene

1 r 1 ”
(5 - 23 ) Wl < Ca g 91,

y de esta manera se obtiene la desigualdad (6) y consecuentemente el punto 2).

Con esto terminamos la demostraciéon del Teorema 1.

2. Una version logaritmica

Vamos a estudiar ahora una pequena variante de las desigualdades anteriores. En efecto, recientes estudios
muestran que el hecho de considerar desigualdades de Sobolev logaritmicas permiten comprender mejor ciertos
aspectos del transporte de medidas.

Estas desigualdades tienen la siguiente forma:

/ F@) P [|f(@))]dz < S [LulVF]  (1<p<n) (13)
R™ p

en donde f : R" — R es una funcién que verifica ||f|z» = 1 tal que f € WHP(R") y .%,,, es una constante
universal que depende tinicamente del indice p y de la dimensién n.

Esta desigualdad ha sido ampliamente estudiada por medio de técnicas muy distintas. Los resultados mas
importantes de estos trabajos tienen que ver con la optimalidad de este tipo de mayoracién; es decir en la obten-
cion de las funciones que realizan la igualdad en la expresién anterior y en el calculo explicito de las constantes
optimales .Z}, ,,.

En esta leccién nos concentraremos tinicamente en estudiar mejoras a esta desigualdad logaritmica, sin intere-
sarnos en las constantes optimales.



Teorema 2 Sea f: R" — R una funcion tal que || f|r = 1.

1) Sil<p<+4ocoysife Ws’p(R") yfe Bo_oﬁ’oo(R"). Entonces se tiene la siguiente desigualdad

/Rn @) [|f(@)[]de < ——Tn |e| fllfep 1175 (14)

en donde s >0, 0 =p/r, f = 1973’9 yc=c(n,p,r,s) es una constante universal.

2) Sip=s=1ysiVfeL'(R") yfe€ Bo_oﬁ’oo(R") se tiene

/ @) 1 @)]]
R?’L

en donde 0 = 1/r, = % yc=c(n,p,r) es una constante universal.

=i (el V1501 (15)

Para comenzar el estudio de este tipo de desigualdades, es conveniente observar que este resultado se construye
en dos etapas distintas. En efecto, la primera etapa consiste en demostrar la desigualdad

/If(w)lpln[lf(:c)l]d:vé i In{|| fllz-], (16)
R™ r—p

Una vez que se tienen estas desigualdades, es suficiente aplicar las desigualdades de Sobolev mejoradas:
I llr < el unllf e v I lr < el VAL o (17)

y de esta manera, inyectando (17) en (16), podemos ver que se obtiene inmediatamente las desigualdades (14) y
(15) y es por esta razén que denominamos estas estimaciones como las desigualdades logaritmicas de Gagliardo-
Nirenberg mejoradas.

Por el crecimiento de la funcion logaritmo, las desigualdades de Gagliardo-Nirenberg proporcionan un resultado
mas preciso que las desigualdades de Sobolev clésicas puesto que podemos escribir

[ s@rmise

De esta manera vemos que, cuando no se estd preocupado por el estudio de las constantes optimales, es posible
deducir las desigualdades de Sobolev logaritmicas cldsicas a partir del Teorema 2.

Jdz < i [V 1715 | < i [ 1V Fl1e].

Una aplicacién de las desigualdades de Holder y de Jensen

Demostramos ahora la desigualdad (16) por medio de cdlculos totalmente elementales.

Teorema 3 Sean p y r dos indices reales tales que 1 < p < r < +o00. Si f: R” — R es una funcion tal
que ||flle =1 y tal que ||f||r < 400 entonces se tiene la estimacion

[ f@Pw [5@)Nds < L (1],

Demostracion. Con las hipétesis del teorema podemos empezar con una desigualdad de interpolacion entre
espacios de Lebesgue dada por la férmula || f|[ze < || f]|% ]|/l en donde p,q,7 y o €]0,1] estén relacionados

por la expresién
1 a 1—-«
= (18)

Una vez que disponemos de esta estimacién, podemos aplicar la funcién logaritmo a ambos lados para obtener

n[[[fllze] < el [[|fllze] + (1 =) In || f]lz-].




Utilizando la hipdtesis || f||z» = 1, se tiene

(@ =Dl fllzr] < =Inf[[fllza]- (19)

Notamos que la funciéon — In es una funcién convexa y vamos a aplicar la desigualdad de Jensen a la parte derecha
de la férmula anterior. Para ello escribimos

“tnllflal = =2t | [ @Il

Observamos ahora que la medida p(dz) = |f(z)[Pdx es una medida de probabilidad puesto que se tiene / p(dx) =

n

/ |f(x)[Pdx = 1. Reescribimos entonces la férmula anterior de la siguiente manera
R”

il = gt | [ @)

para aplicar directamente la desigualdad de Jensen:

1 q—p - :_1 n 2)4—P 2)Pdx
il < = [ W (@) tdn) = == [ {17 @)] )P,

Una vez que se tiene esta desigualdad, podemos volver a la férmula (19) y escribir

(@ =D [[fllz-] < —%/ [f(@)P In [| f (2)]*77] da,

Rn

es decir .

= @Pw @I )de < (1 0 i)

Finalmente, utilizando las propiedades del logaritmo y la relacién (18) entre los indices p, q,r y o obtenemos la
desigualdad buscada:

r —

| r@pn@ide < 1],

3. Espacios de Lorentz y Desigualdades de Sobolev Mejoradas

Para terminar esta leccion, vamos a estudiar variantes de las desigualdades de Sobolev Mejoradas en las cuales
intervienen espacios de Lorentz.

Sabemos que cuando 1 < 7 < p, entonces se tiene la inclusién de espacios LP" C LP, es decir que, al nivel de
las normas, se tiene

I flle < ellflloer

Esta mayoracién nos da una idea de cémo seria posible mejorar las desigualdades de Sobolev estudiadas anterior-
mente usando este tipo de espacios. En este sentido tenemos el resultado siguiente:

Teorema 4 Sean o, > 0, qo,q1 € [1 + o0] con qo # q1. Sean 6 = ﬁ €]0, 1], % = 1q;00 + qil Y sea

re[l,+o00]. 8i f € BMN B (R™) entonces f € LP"(R™) y se tiene la desigualdad:

—0 0
[fllzer < ConH,lgg,qufHB;a,ql- (20)

Para demostrar este resultado, vamos a utilizar la descomposicién de Littlewood-Paley y herramientas de la
teoria de la interpolacion.



con f; € AoNAry (277°|fjllao)jez € €, (P9 fillar)jez € €7 Bste espacio puede ser normado por

r 1 r r 1/r
7o ant, = 308 (32277 f5llg) 7+ (220" filla,)

7 jez JEZL

Definiciéon 1 Si Ag y Ay son dos espacios de Banach continuamente incluidos en un espacio vectorial

topoldgico V, si 0 < 8 <1 y1 <r < +4oo, entonces el espacio de interpolacion real [Ag, Ailg, puede ser

definido de la siguiente manera: f € [Ag, Ailg,r sty solo si f € V' y f puede escribirse en V. como f = ij,
JEZ

En lo que sigue no vamos a usar directamente esta caracterizacion, utilizaremos mas bien el resultado siguiente:

Proposicion 1 Si una funcion f se descompone como f = ij en el sentido de la definicion de la
JEZL
interpolacion real y si p > 0, con p # 1, entonces se tiene la siguiente desigualdad:
—10 1 9 /7‘ 1— 9 9/7‘
£ 1140, 41700 < Copr (D07 THfJHAo) O f1m) ™ (21)
JEL JEZL
Proposicién 2 (Espacios de Lorentz como espacios de interpolacién)
1) Para 1 <p < 400, 1 <r < 400 se tiene
r 1 roo 1
LP" = [L", L™=, conf =1——.
p
2) Sipo # p1, tenemos
1 1-6 0
[Lpo’ Lpl]e,r — [LPOJ"O’ LP17T1]97T — LPT con — = _
p Po b1
3) En el caso pp = p1 = p se tiene
1 1-60 0
[LPJ"O’ mel]@ﬂ“ = LPT" St - = + —.
T To T
Demostracion.
—> Empecemos fijando pg y p1 tales que 1 < qgo<po<p<p1 <q1 <+0y
2 1 1
P Po N
= Tenemos en particular pii = L= “’ + Zi conl0<a; <1lyi=0,1.
—> Escribimos luego
1—ay ; . 1—a; o a; [ 1—a; ;
185 Flleme < 1A P 1A £ = (08 Fllzso) ™ (279918 ) 2 metimaresad]
= Dado que por hipdtesis tenemos % = 1q;09 + qil y o= ﬁ se tiene —a(1 — ag) + Bag = a(1 — a1) — Pa;.

— Si notamos p = 2~ 2[*(1=a0)=Bao] > () tenemos
o o 1—a . ap
PR e < (28 o) (277 NA )
. - 1—a o al
PPN < (28 ) T (27978 o )




—> Vamos a reconstruir las normas de los espacios de Besov. Para ello aplicamos ahora la desigualdad de Holder
en cada una de estas dos desigualdades para obtener

ST e < NI
JEL T

IN

> P18

r(l—a1)
> 1 a0 152
J

— Con estas estimaciones, aplicamos la Proposicién 2. Se deduce entonces que si f € B&% N By fan (R™) en-
tonces f € [LP0,LP1]y = LPT.

1
27
— Ademads, usando la mayoracién (21) se obtiene

—0 0
[ fllzer <€ ,rllfll,lgg,qollfllB;a,ql



