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1. Motivacion

Los espacios funcionales permiten poner un poco de “orden” en el vasto mundo de las funciones y entre los
espacios cldsicos tenemos:

s Espacio de funciones continuas y acotadas:
COR™,R) = {f ‘R” — R fllo = sup |f(z)] < +oo}.
TeR™

Miden la continuidad y el tamafno de las funciones.

Ejemplo: la funcién 1 — |z| con —1 < |z| < 1y cero sino. Contraejemplo: una funcién indicatriz (no es
continua).

» Espacio de funciones k-derivables (k entero) a derivadas continuas y acotadas:

CiR" R)=q f:R* —=R:||flee = D [D*flloc < +o00

| <k

n
en donde o = (aq, ..., ) € N es un multi-indice, |a| = Zaj es la longitud del multi-indice y
j=1
6af . * 7z
D f(x) = 57— =a (v) son las derivadas de la funcién.
8;181 e am:;

Miden la regularidad (derivabilidad) y el tamano de las funciones y de sus derivadas.



Ejemplo: las funciones sin, cos, etc. Contraejemplo: un polinomio % (no es acotado)

= Espacios de Lebesgue [P con 1 < p < 400t

R

LP(R™) = {f R — Rl = (/ If(fﬂ)lpdﬂf); < +OO},

si 1 < p < 400, con la modificacién siguiente cuando p = +oo:
L>®(R"™) = {f :R" — R : || f]l = supess|f(z)| < —i—oo} :
z€R™

Miden el tamano de las funciones.

Ejemplo: las funciones indicatrices. Contraejemplo: un polinomio % (no es integrable)

Todos estos espacios son espacios de Banach (normados y completos) y por lo tanto disponen de muchisimas
propiedades. Sin embargo hay funciones usuales que no pertenecen a estos espacios.

— las funciones de tipo ﬁ No son acotadas, decrecen al infinito, pero no pertenecen a ningun espacio de
Lebesgue LP con 1 < p < +o0.

2. Funcion de distribucion

Definicién 1 (Funcién de Distribucion) Sea (X, o7, u) un espacio medido, sea f : X — K una funcion
medible definida sobre X a valores en K y sea o € [0, +00[ un real. Definimos la funcién de distribucién dy :
[0, +00[— Ry asociada a la funcién f por medio de la expresion

ds(a) = /X 1 spse) (@)dp(@) = i ({z € X+ |f()] > a}). (1)

Observacién 1 La funcion de distribucién, al estar definida por medio de una integral, nos da una informacién
general sobre el tamano de f pero no sobre su comportamiento en un punto dado. En particular, si f = g en
p-casi todas partes, entonces por definicién se tiene dy = d,.
Ejemplos:

(i) Funcién indicatriz de un conjunto de medida finita

1

xT

(iii) Funcién /z

(ii) Funcién

Proposiciéon 1 Sea (X, o7, p) un espacio medido y sean f y g dos funciones medibles definidas sobre X a valores
en K. Entonces, para todo o, 8 > 0 tenemos los siguientes puntos:

1) se tiene dy = d|y, ademds dy es decreciente y continua por la derecha sobre [0, +o0l,

2) si se tiene |g(x)| < |f(x)| en p-casi todas partes entonces dg(a) < dy(a), para todo a > 0,
3) para toda constante A € K*, se tiene dys(a) = dy(a/|A|), para todo o > 0,

4) se tiene la desigualdad dpiq(o + B) < dp(a) + dg(f),

5) se tiene la desigualdad dsg(aB) < dg(cr) + dg(f),

n——+oo

6) si|f(x)] < 1fgl£nf|fn(x)] entonces d¢(o) < liminfdy, (o).




Prueba (simplificada).

1) La identidad dy = d|y se deduce directamente de la expresién (1).

Si0 < aq < ag, se tiene la inclusién de conjuntos {x € X : |f(z)| > an} C {x € X : |f(z)| > a1}, de manera
que podemos escribir

df(az) = p({z € X : |f(2)] > ag}) < p({w € X :|f(x)] > ar}) = df(on).
2) Si|g(z)| < |f(x)| en p-casi todas partes, tenemos la inclusién de conjuntos para todo oo > 0
[r€X:|g(@) > a} C {w e X:[f(z) > al
es decir, al considerar la medida de estos conjuntos obtenemos
pfz e X :g(@)| > o}) <p({z € X :|f(z)] > a}),
de modo que dg(a) < dy¢(a).
3) Por definicién de la funcién de distribucién:

dp(@) = n(feeX:Af@)]>a}) = p({re X :N|f(@)] > a})
— (e e X :1f(@)] > a/IA}) = ds(a/IA).

4) Este punto se verifica considerando la siguiente inclusién de conjuntos:

{reX:|f(@x)+g9@)|>a+p} C {reX:[f(x)]>aU{reX:[g(x)>p}.
De manera que, calculando la medida de estos conjuntos, se obtiene
pz e X:|f(2) +g(@)| > a+ ) < p({z e X:|f(2)]>a})+p({z c X :|g(z)] > B}),
es decir dfyq(a+ ) < df(a) + dg(B).
5) Este hecho se verifica de forma similar; en efecto, puesto que disponemos de la inclusién de conjuntos
{reX:[fg(@)]>apf} C{ze X [f(x)]>a}U{zeX:|g(x)>p},
se tiene sin dificultad que dyq(af) < df(a) + dgy(B). |

Proposicién 2 Sea (X, 7, 1) un espacio medido, sea f : X — K una funcion medible y sea 0 < p < 400 un
pardmetro real. Se tiene entonces la identidad

1 /llze = p¥ </0+OO Oé”_ldf(a)da)é~ (2)

Prueba. Utilizando la expresién (1) que define la funcién de distribucién escribimos

+oo +oo
p/o aP~dp(a)da :P/O o™t </X 11{f|>a}(w)dﬂ(ﬂf)> dav,

y si aplicamos el teorema de Fubini en la ultima integral obtenemos

+oo
// ﬂ{\f|>a}( x)do dp(x // ap_ldozd,u(x),

es decir, al integrar en la variable « se tiene / |f(z)[Pdp(z) = ||fI|5.- [ |
X

Definicién 2 (Funciones equidistribuidas) Sea (X, %7, 1) un espacio medido, sean f,g : X — K dos fun-
ciones medibles. Diremos que f y g son equidistribuidas si se tiene la identidad d¢(o) = dg(x), para todo o > 0.

3



3. Espacios de Marcinkiewicz

Definicién 3 (Espacios de Lorentz LP*°) Sea (X, </, u) un espacio medido.

1) Sea 0 < p < 400 un nidmero real, definimos el espacio de Lorentz LP*°(X, .o/, u,K) como el conjunto de
funciones medibles f : X — K tales que la cantidad siguiente es finita

Iflzn = sup fa (@)} = sup {a utfio & X s10)| > )} )

a>0

2) El espacio L>>°(X, o/, u,K) es por definicion el espacio L (X, o7, u, K).

Para todo o > 0 se tiene siempre la mayoracion

|llzre > a d?(a), (4)

lo cual puede reescribirse de varias manera distintas como por ejemplo

1
I fllppoca™ > dj (@) o, de forma equivalente NN s > df(a).
Ejemplos:

(i) Sobre el espacio medido (R", Bor(R"),dz) consideremos la funcién indicatriz f = 14, en donde A C R" es
un subconjunto de medida finita. Si 0 < o < 1, entonces se tiene ds(a) = |[{z € R" : [14(z)| > a}| = |4],
mientras que si & > 1, se tiene en cambio que dy(o) = 0. A partir de estas observaciones, si calculamos

1
la cantidad |[f||zr.cc = sup {a d;(a)} con 0 < p < 400, obtenemos || f||zr. = |A]%, de donde se tiene
a>0

que f =1y € LP>°(R", Bor(R™),dz,R). El lector notard que para las funciones indicatrices de conjuntos
acotados las cantidades || - || zp.c y || - ||z» nOS proporcionan la misma informacién, es decir

1
Lallzree = [[Tallr = [A]7.

(ii) Sobre el espacio X = R™ dotado de su estructura natural consideremos la funcién f : z |z\_% Si
calculamos la cantidad || f||zr.co, utilizando las propiedades de la medida de Lebesgue tenemos:

1 n 1
| fllzp.e = sup {Oz df (a)} = sup {a x {z eR": |z| 7% > a}\?}

a>0

1
= sup{oz X ’{x eR":|z| < OF%HP}

a>0
= il;}i()) {a X ’B(O,a_%)’%} (5)
= 21;13{a>< (a_p‘B(O,l)D%} :ztipo{axa_l}B(O,l)}ll’}

1
= |B(0,1)|? < +oo,
Este ultimo ejemplo sirve para mostrar que si p # ¢, entonces los espacios de Lorentz LP*° y L?° son distintos.
Observacién 2 Para todo 0 < p < 400, tenemos que las funciones del tipo f(z) = \:L']_% pertenecen al espacio

LP>°(R™, Bor(R™), dz,R) y estas funciones son ejemplos tipicos de elementos de los espacios de Lorentz LP**° que
nunca pertenecen a los espacios de Lebesgue LP.



4. Propiedades

4.1. Propiedades estructurales

Proposicién 3 Sea (X, .o/, i) un espacio medido y sea 0 < p < +o00 un pardmetro real.

1) Los espacios de Lorentz LP*°(X, o7, u, K) son subespacios vectoriales del conjunto de funciones medibles.

2) Ademds se tiene la implicacion || f||rp.c = 0= f =0 en p-casi todas partes

Prueba.

1) Para mostrar que el espacio de Lorentz LP**° es un subespacio vectorial de las funciones medibles debemos
verificar los dos puntos siguientes:

e si\eK*ysifelP™(X, o, uK), entonces \f € LP>°(X, o, u,K),
o sif,ge LP>(X, o, u,K) entonces f+ g € L (X, o, 1, K).

Fijemos para empezar una constante A € K*, por el punto 3) de la Proposicién 1 y con un pequeno cambio
de variable podemos escribir

1 1 1
Il = supfadgyteh =sup{adp@/iaD} =sup { N8 d75)} = N Ifllnes (©
a>0 a>0 B>0
de donde se deduce que \f € LP>°(X, o, u, K).

Sean ahora f y g dos funciones pertenecientes al espacio LP*°(X, <7, u,K), veamos que la funcién suma
verifica f 4+ g € LP>°(X, &/, u, K). En efecto, por el punto 4) de la Proposicién 1 se tiene la desigualdad

1
1

dirg(a) < dp(a/2) + dy(a/2), de manera que tenemos d?ﬂ(a) < (df(a/2) + dg(oz/g))p7 entonces, si
1 1 1
0 < p <1, se tiene dj, (a) < 25! (d}’ (o/2) + dg (a/2)>, mientras que si 1 < p < +o00, se obtiene la
1

1 1
desigualdad® dj +9(04) < dj (a/2) + dg (/2), y entonces podemos escribir, en funcién de los valores de p e
introduciendo el factor a/2, las desigualdades siguientes

1

adj (@ <2 ((0/2) 4 0/2) +@/2 df(0/2)) . si0<p<1,
adf,yf0) <2 (/2 dfe/2)+ (@2 dfaf2)) s 15p< o

Al tomar el supremo sobre el conjunto a > 0 tenemos entonces

swp{adf @} < mixh2) (sup (a2 djla/2) ) + s { @/ di (/2 }).

a>0 a>0

lo cual nos permite finalmente escribir

1
1+ gllzree <méx(2e,2) ([ fllzro + [lgllLree) (8)

lo que muestra que f + g € LP>*°(X, o7, u, K).

1
2) Si se tiene || f||Lr.cc = 0, entonces por definicién sup {a dj (a)} =0, lo que implica que d¢(o > 0) = 0 para,

a>0
todo a > 0, es decir que el conjunto {z € X : |f(z)| > a} es de y-medida nula para todo o > 0, de donde
se deduce sin problema que la funcién f es nula en p-casi todas partes. |

'Recordar que si a,b > 0 entonces (a +b5)” <a® +b7si0<o <1y (a+b) <2°7'a” +b7) sil <o < +oo.



Observaciéon 3 Las propiedades (6) y (8) que acabamos de demostrar sobre la funcional || - ||zr. hacen de esta
cantidad un operador cuasi-lineal, pero no se dispone de la desigualdad triangular.

En efecto, tenemos el contraejemplo siguiente: consideramos sobre el conjunto X =]0,1[ las funciones f(z) =
x_%ﬂ]ojl[(x) y g(xz) = (1 — x)_%]l}ojl[(x) con 0 < p < +oo. Siguiendo los célculos realizados en la expresién (5)
obtenemos directamente

[fllzree = llgllLroe = 1.

1
Tenemos ahora ||f + g||zr.c = sup {a X ‘{az €lo,1[: | f(z) + g(z)| > a}’?} por definicién, y vemos sin mayor
a>0

problema que el valor maximal posible de la cantidad [{z €]0,1[: | f(z) + g(z)| > a}| es igual a 1 (que corresponde
1
a todo el conjunto X =0, 1[), y se tiene esta situacién cuando 0 < a < 2'*7, siendo este wltimo valor el minimo

1
sobre |0, 1 de la funcién f + g. Para este valor particular de o = 2t podemos entonces escribir
1 1
ax [{z €)0,1[: |f(z) + g(z)| > a}|r =2'77,

1
y usamos ahora la desigualdad (4) para obtener la mayoracion || f + g||zp.c > 21+5, de esta manera podemos ver
que no se cumple la desigualdad triangular pues se tiene, para todo 0 < p < +o0o la mayoracién

141
I+ gllznee 22770 > 2= || fllzree + 9]l Lo

Definicién 4 (cuasi-norma) Sea E un K-espacio vectorial topoldgico. Una aplicacion || - ||g : E — [0, 400] es
una cuasi-norma si verifica los siguientes puntos

1) para todo x € E: ||z||p =0 <= z =0,
2) para todo A € K y todo x € E: ||A\z||g = |N|z|E,

3) existe una constante C' > 1 tal que para todo x,y € E se tiene ||z + y||lg < C(||z||g + ||yl E)-

Al espacio (E,|| - ||g) se denominard espacio cuasi-normado.

La topologia de un espacio cuasi-normado (E, || - ||g) se determina de manera natural considerando las cuasi-
bolas abiertas B(z,r) ={y € E: ||z —y|lg <r}.

Teorema 1 Sea (X, 7, 1) un espacio medido, sea 0 < p < 400 un parametro real y consideremos los espacios
de Lorentz LP*°(X, o/, u,K) dados en la Definicion 3. La funcional || - ||pr.c dada en la expresion (3) es una
cuasi-norma sobre estos espacios y ademds los espacios (LP>, || - || p.) son espacios cuasi-normados completos.

4.2. Propiedades de inclusion

Proposicién 4 (Inclusién Lebesgue-Lorentz) Sea 0 < p < 400 y sea (X, o7, u) un espacio medido. Entonces

tenemos la inclusion:
XX, o, K) C LP(X, o, p, K).

Ndtese ademds que esta inclusion es estricta. Mds precisamente se tiene la estimacion siguiente para toda funcion
f € LP(X, o, K):
[f1lzeoe < I fllze- (9)

Prueba. Vamos primero a establecer la desigualdad (9) para posteriormente verificar que la inclusién es estricta.
Sea pues a > 0 un nimero real, entonces escribimos

19l = [ i@l = [ lf@pdu) - [ @Pdua) = [ (f@)Pdu).
X {If1>a} {If1<a} {If1>a}
Dado que estamos integrando sobre el conjunto {x € X : |f| > a} tenemos

/ fmmww>w/ dyu(x) = aPdy(0).
{lf|>a} {lf1>a}



1
Es decir que para todo o > 0 se tiene la estimacién uniforme |[f|zr > adf (), y podemos escribir |[fLr >

sup {04 dj’i’(a)} = || fll oo |

a>0

Proposicién 5 (Traslacién y Dilatacién) Sea 0 < p < +oo y consideremos los espacios de Lorentz
LP>°(R™, Bor(R"), dz,K). Para todo 7 € R™ y todo A\ > 0 tenemos

[ frllpoe = [[fllzece  y  [[0ALf]llLpoc = AP f]|Loco.

Prueba. Recordemos que para todo 7 € R” la traslacion f, de una funcién f : R — K esta definida por
fr(z) = f(x + 7). Utilizando la definicién de la funcién de distribucién dada en la férmula (1) y utilizando la
unimodularidad? de R” tenemos directamente la identidad

dy, () = /Rn L f(@4r)|>a} () dz =/

| L@y (@)de = dg(a), (10)

de donde se deduce la primera identidad.

Recordemos ahora que la dilataciéon 6,[f] de una funcién estd dada por la expresién 0)[f](z) = f(Ax) =
f(Az1, ..., Axy,). De esta manera tenemos, gracias a un cambio de variable:
ds, (@) = / dx = / dx = )\"/ de = X""ds(a), (11)
{Ioxlf]|>a} {lf(A2)[>a} {lf(@)[>a}
de donde se deduce la segunda identidad al reconstruir la funcional || - ||zr.c dada en (3). [

Observacién 4 Es importante notar que cuando se dispone de una estructura de dilatacion, las funcionales que
determinan los espacios de Lebesgue L? y de Lorentz LP**° tienen el mismo comportamiento, es decir

IS\ e = A7 flle v (L lioee = A% || ]l e

Proposicién 6 Sea (X, o7, pn) un espacio medido tal que u(X) < +oo. Sean p y q dos nimeros reales tales que
0<p<qg<+ooysea f una funcion de LT (X, o/, u,K). Tenemos entonces la estimacion:

/X @) Pdu() < Cp, q) (X)) ff 00, (12)

en donde C(p,q) = #.

Prueba. Para empezar la demostracién utilizamos la Proposicion 2 que proporciona una caracterizaciéon de la
norma de los espacios LP(X, .o/, u, K) basdndose en la funcién de distribucién. Podemos entonces escribir

+00
/ |f(z)[Pdu(x) —p/ P (X n{x e X :|f] > a})da
X 0
Observemos ahora que tenemos las dos mayoraciones siguientes

pXN{reX:|fl>ao}) <pX), v wXn{zeX:[f[>a})<a?flfoe

la primera estimacién es finita pues por hipdtesis se tiene u(X) < +oo mientras que la segunda se deduce de la
definicién de la cantidad || f||ps.c que por hipStesis también es finita y se tiene entonces

+oo
/ @) Pdu(z) < p / o min (u(X), 0| f[ Ly ) dov
X 0

En este punto utilizamos la linealidad de la integral para escribir
T
J @) < p [ ot (u0, 07 ) do (13)

+o00
_|_p/ ap_l min (/L(X)a a_qu”qu,oo) da’
T

2Ver la Proposicién 4.1.14 del Volumen 2.



1
en donde el pardmetro T esté fijado por T = p(X )™ 4| f||pa.ce. Ahorasi o €]0, T', entonces min (p(X), a9 f||}4.00) =
1(X), e inversamente, si a €]T, +oo[ se tiene que min (u(X), a | fl|?40) = @™ f[|% 0. Asi, regresando a la
expresién (13) escribimos:

T +oo
[ r@pdut) <p [* 0 tudasp [ a0 da
X 0 T
Es decir, calculando estas integrales obtenemos
p _
[ Vr@Pduta) < 170+ P10 £
D¢ q—p
luego, con el valor de T' definido anteriormente podemos escribir

/. !f(w)lpdﬂ(ﬂf)§<1+qpp> B 11

lo cual nos permite concluir. |

Hay que notar que si p > ¢ entonces la estimacion (12) es falsa.

Corolario 1 (Inclusiones - Medida finita) Sea (X, .o/, 1) un espacio medido de p-medida finita, es decir (X)) <
+00. 510 < p < g < 400, tenemos las inclusiones de espacios siguientes

LYX, o, 1, K) C L9(X, o, i, K) C LP(X, o, p, K) C LP>®(X, o, p, K).

4.3. Una desigualdad de Interpolacién

Teorema 2 (Interpolacién) Sea (X, 7, u) un espacio medido, sean

0 < p < q < 400 dos parametros reales y sea f una funcion medible tal que f € LP>(X, o, pu,K) N
LP>°(X, o, u,K), entonces f € L"(X, o, u,K) para todo p < r < q y ademds se tiene la desigualdad de in-
terpolacion siguiente

1Flzr < O, q, ) F 1o | 1l e

donde@zfg;szq<+ooyd0ndet9—p/rsiq:+oo.

Demostraciéon. Sea 0 < ¢ < +oo. Como se tiene que f € LP>*(X, o/, n,K) N LT (X, o/, u,K), tenemos por

definicién de las funcionales || - ||gp.co y || - [[ Lo, las mayoraciones siguientes
£ 117000 I/ a0e
dy(a) < 10 dy(a) < Mo
es decir que podemos escribir df(a) < m <||f||Lpp = ”fHqu = ) Consideremos ahora la norma || - || - y utilicemos
!

la caracterizacién por medio de lineas de nivel dada en la expresién (2). Con la estimacién anterior sobre la funcién
de distribucién dy y por la linealidad de la integral obtenemos

* 1 * Hf”ppoo Hf” q,00
Wl = r o Hdy(a)da <7 o' min LY, L do
L f »
0 0 Qv

ol

T 1— +00 L
< 7"/ . prHLpoodaw/ a1 f14 4 e dar,
0 T
1
q —p
en donde hemos fijado T' = (”;lnﬁq’oo) < +o00. Evaluando el valor de estas integrales se tiene
LP;o0
£l < T4
r r
< ( + _T) (B 5110

r—p dq

8



y extrayendo la raiz r-ésima de esta desigualdad anterior obtenemos

r

1
r r . L
I < (5 + ) R IR,
lo que corresponde con la mayoraciéon buscada cuando g < +oo.

Pasemos ahora al caso cuando ¢ = 400, en esta situacion se tiene por definicién L°*° = L*° y observamos en
particular que se tiene dy(a) = 0 si a > || f||z. Con esta observaciéon podemos escribir

+oo IfllLoo
Wflr = r/ ar_ldf(a)da = r/ o/_ldf(a)doz,
0 0

pero como se tiene la estimacién dy(a) < a P f||% ;.. entonces

) s )
nmUSrA P £IE, e do

macién para obtener el resultado buscado. |

y evaluando esta integral obtenemos || f[[7. < | f 17 .0 | fl| 70 s basta ahora extraer la rafz r-ésima de esta esti-

Conviene poner en perspectiva este resultado utilizando la desigualdad (9) y de esta manera tenemos las
mayoraciones:

1Flzree < UFlpr < ClAGee I Tale < CUAIT I IE"-

4.4. Desigualdades de Holder

Teorema 3 (Desigualdades de Holder) Sea (X, 7, ) un espacio medido. Sean p,pi,...,p, numeros reales
positivos pertenecientes al intervalo ]0,4o00[ tales que

=1

Sean (fj)i<j<n funciones medibles definidas sobre X a wvalores en K pertenecientes a los espacios
LPi>°(X, of , n,K). Entonces tenemos la mayoracion

Hf] SC(pvpla"'7pn)HHf]'HLpJ"OO
j=1

Lp:oo J=1

1

en donde C(p,p1,...,Pn) =P ”HJ 1pg

Demostracién. Estudiemos la funcién de distribucién del producto []" =1 fj y para ello vamos a aplicar el punto
5) de la Proposicién 1, pdgina 2, utilizando la identidad o = = & x 2 x Zi X e X % X op—1, donde o; > 0

(1 <i<n-—1).De esta manera podemos escribir

(e 01 (o)
drpr_, p(@) < dp, <U1) +dyf, <02> +df, (0_3> +

On—
+'”+dfn71 <U 2>+dfn(o'n_1).

n—1
Dado que cada funcién f; pertenece al espacio de Lorentz LPi*° correspondiente, podemos aplicar la mayoracién
(4) a cada uno de los términos anteriores para obtener

p3

p2
g2 o3
@) < 1Al () + 181 (2) 41l (2)
Pn—1 Pn
n— Tn—1 1
e (227 1l ()

n—2 n—1
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Definimos ahora 1 = || filleov (%), 22 = | follzras (22), 5 = 1 fallemses (82). o nor = Mfallznr (225),

On—2
Ty, = || ful|Lon-o (—U 1 1), y nos interesamos en minimizar el problema
e
D1 D2 D3 Prn—1 D
b i i e DR o /N

con la condicién x; X g X T3 X -+ X Tp_1 X Ty = éH;‘L:I || fjll zps->e (si necesario proceder por recurrencia con
2 funciones, luego 3, etc, y utilizar el método de multiplicadores de Lagrange), de esta manera obtenemos la
mayoracién

n P n
drpe @) < (o TIo2 | o TT 161 .
i=1 j=1

extrayendo la raiz p-ésima de esta desigualdad, se tiene

1 1 n ;. n
axdpn (@) <p Hlp;-” H £l oo,
Jj= Jj=

a partir de esta estimacién uniforme con respecto a la variable a y por definicién de la funcional || - || zr.cc tenemos
finalmente la mayoracién

n L1
11+ <p v [Tp;" TT Il pesee
j=1 j=1  j=1

lo que termina la demostracién del teorema. |

Lpyo©

4.5. Una caracterizacién equivalente de los espacios de Lorentz LP>

Teorema 4 Sea (X, o7, 1) un espacio medido o-finito. Sea 1 < p < 400 un pardmetro real y sea f : X — K
una funcion medible. Entonces f € LP>*(X, .o/, u,K) si y solo si la cantidad

. 1-1 .
oo = <
| 1| e o min {/A |f(z)|dz < Cu(A) " », para todo conjunto A € 52{} ,

es finita. Se tienen ademas las desigualdades

p—1
o Mfllareee < [ fllzoce < [ fllaree. (14)
p p

Estas desigualdades indican que las dos funcionales || - || appo y || - ||Looe sON equivalentes cuando 1 < p < 4-o00.

Demostracién. Empecemos verificando la estimacién || f||zp.c < || f||aspo y consideremos f una funcién me-
dible y a > 0 un parametro real. Como el espacio medido (X, <7, 1) es o-finito, existe una sucesién crecien-
te de conjuntos (Bj)jen de medida finita que recubren X y podemos considerar el conjunto de medida finita

A; ={x € Bj :|f(x)] > a}. Tenemos entonces por un lado la desigualdad ap(A4;) < / |f(x)|dx y por otro lado,
A

J

1
por definicién de la funcional || - ||asp.c0, tenemos la estimacién / |f(x)|de < ||f”Mp,oo[L(Aj)17;. Como la can-
j
1
tidad p(A;) es finita, podemos escribir, utilizando las dos desigualdades anteriores, ap(A;)? < || f||aree y junto

con el Teorema de Convergencia Dominada podemos hacer tender j — +oo (recordar que la sucesion (Bj) en es

1
creciente) para escribir au({x € X : |f(x)| > a})? < ||f||amr.~, de donde se obtiene por la férmula (3), pagina 4,
la estimacion || f||ze.ce < || f]|prpice.
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Pasemos a la verificacién de la primera desigualdad de la expresion (14). Sea pues A € &7 un conjunto medible
y sea ag > 0 un real, tenemos entonces la mayoracién

/A @) ldp(z) = /{IGA:ﬂgao}lf(x)ldu(xH /{meA:lflmo}lf(fv)ldu(:v)

< uld)+ [ 1f@)du(o) (15)
en donde hemos notado Ag = {x € A : |f(x)| > ap}. Observemos ahora que se tiene
+o0
[ 10@duta) = aodstan) + [ nfe € dos11(@)] > )y (16

en efecto, utilizando el Teorema de Fubini, tenemos

+oo

)+ |

@Q

|f]
p{zr € Ao - [f(x)| > a})da = apds () +/A (/ da) du(x)

— aodslan) + [ (7@ - a0)du(e) = aodglen) + | 1F@)ldu(e) - ands(a0) = [ |f)lduto).

Ag Ao Ao

De esta manera, inyectando la identidad (16) en la desigualdad (15) podemos escribir

+o0

[ 1f@ldnte) < aon(a) +aodston) + [ ule € Az [£(@)] > adda
“+oo

< o)+ aodsan) + [ plla € X |f(@)] > a})da

+o0o
< aou(A) + aody(ap) + / ds(a)da,

«@Q

y con la estimacién (4), pagina 4, se tiene

p +o0 P
/If(w)ldﬂ(ar) < aou(A4) + ”f|LL_”1’°° +/ ”f”%da
A af o o

Lf .00 1 ([fpee p e
< agu(A) + Sacgs = < agu(A) 4+ —— 122

1 _1
Dado que el real ag > 0 era arbitrario, podemos fijar ag = p? || f||Lr.os(A) 7, lo que nos permite escribir

1
141

_1
1f e p(A)' 7,

p
[l @lauta) < 2=

1
de donde se obtiene, por definicién de la funcional || - ||ap., la desigualdad || f| e < pp_f || f|l p.oe, que nos

permite terminar la demostracién del Teorema 4. |

Observacion 5 La caracterizacion equivalente dada en el Teorema 4 es interesante pues no hace falta realizar
transformaciones a las funciones (como la funcién de distribucién dy) y permite realizar algunos célculos directa-
mente.

Teorema 5 Sea (X, o7, 1) un espacio medido. Sea 0 < p < 400 un pardmetro real y sea f : X — K una funcion
medible. Entonces toda funcion f € LP*>°(X, o, u, K) puede descomponerse como la suma f(z) = fo(z)+ fi(x) en
donde || follzro < CoA?~L y || filler < CoA? con A > 0 y en donde los pardmetros 0 < py < p < p1 < 400 estdn

relacionados por la expresion % = p% + lp;le, con 0 <6 <1.
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Demostracién. Definimos pues las funciones fy y fi de la manera siguiente

Jo=Mexf@> Y J1=Mex:|f@)<B}

para un cierto B > 0. Vemos directamente por esta definiciéon de las funciones fy y fi que se tiene la identidad
f(x) = fo(x) + fi(x), de manera que debemos mostrar que fo € LP°(X, o7, u,K) y que f1 € LPY(X, o7, u, R).

e Para fy, por definiciéon de esta funcién tenemos
400
[ 1@ mdn) = [1@rdue =3 [ 17a@mdu).
{If(x)|>B} =0 (21 B<|f(x)|<2/+1 B}

pero como sobre el conjunto {2/B < |f(x)| < 27T!B} se tiene la mayoracién |f(x)| < 2T B, entonces
podemos escribir

+00 oo
/ |fo(@)Pdp(z) < Y (27T'B)P /du(l‘) <> @B u({2’B < |f(z)| < 27T B}).
X 3=0 (20 B<|f(z)|<2i+1B)  I=0

Utilizando la definicién de la funcién de distribucién dy, se tiene para todo a > 0 la desigualdad df(c) <
Of’”HfH’Zp,oo y obtenemos

+o00 +o0 +oo
/X fo(@)[Pdu(z) < S (@B (27B) <Y (27 BY (2 B) || fI e < 20B || fI S 20P0P),
7=0 7=0 =0

y la suma anterior converge pues pp < p y por lo tanto obtenemos que fo € LPO(X, .o, u, K) puesto que se
tiene la mayoracién

Hf0’ IL)/OPO = CBpO?prHIl),p,oo < +00.

e Para la funcién f; escribimos, utilizando esencialmente los mismos argumentos explicitados anteriormente:

| @ duta) = [ 1@ dute Z [15@P dnto)

{If(2)|<B} 0 {2761 B<| ()| <279 B)

= +00
< Z(Q_jB)pl /du(x) < Z(g_jB)Pldf(z—(j+1)B)
=0

{2-UH)B<|f()|<27B} I
<> @By (2 UTIB) P [}, < 22BP P FIY, ZQ—J(m—p),

y esta suma anterior converge pues p < p; y por lo tanto obtenemos

£l 75, < CBP | fl[p.00 < +o00.

Reescribimos ahora estas estimaciones sobre las cantidades || fo|lzro, || f1]|z»1 de la siguiente forma:

Voo < CB % |fl|2 (17)
< Clillee <|f\iw> E

ilen < CBH|fIE~ (18)
__p
< Al (is)

12



1 1

(50",
y basta entonces escribir Co = C||f|lpe v A = (i) "o donde % = p% + 1]);19 y donde B > 0 es

[FTES
arbitrario, para obtener que para todo A > 0 existen dos funciones fy, f1 tales que f(x) = fo(x) + fi(x) y que

verifican

I follzro < CoA?™Y vy | fille < CoA°.

Corolario 2 Sea (X, .o/, ) un espacio medido. Sea 0 < p < 400 un pardmetro real y sea f : X — K una funcion
medible que pertenece al espacio de Lorentz LP>°(X, o/, u,K), entonces existen dos funciones fo, f1 : X — K
tales que f = fo+ f1, en donde fy € LP°(X, o7, 1, K) y f1 € L™(X, o, n,K), en donde 0 < py < p < +00.

Prueba. De la misma manera que en el resultado anterior consideramos las funciones fy y fi definidas por
Jo = fMexr@)>By ¥ /1 = flzex:|f()<B}, para un cierto B > 0. Por los mismos argumentos tenemos
fo € LP(X, o, u,K) y solo debemos concentrarnos en la funcién f;. Escribimos entonces

supess|fi(x)] = supess |f(z)| < B,
zeX z€{|f(z)|<B}
de donde se obtiene directamente que f; € L>°(X, .o/, u, K). |

4.6. Producto de convolucion

Recordemos ahora que si f, g : R" — K son dos funciones medibles, entonces su producto de convolucion se
define por medio de la expresion

frg(x)= - [z —y)g(y)dy,

y tenemos la desigualdades de Young en los espacios de Lebesgue que nos indican bajo qué condiciones sobre las
funciones f y g el producto de convolucién f * g estd bien definido:

Proposicién 7 (Desigualdades de Young) Sean 1 < p,q,r < +oo tres reales relacionados por la formu-

la L -l—é =1+ % Sean f,g : R® — K dos funciones medibles, si f € LP(R™ Bor(R"),dz,K) y si g €

L4 (ﬁ%", Bor(R™), dz,K), entonces el producto de convolucion fxg pertenece al espacio de Lebesque L™ (R™, Bor(R"™), dx, K)
y ademds se tiene la desigualdad

1 *gller <[ fllzrllgllza-

Teorema 6 (Convolucién LP x LT — L") Sean 1 < p < 400 y 1 < q,r < 400 tres reales relacionados por

la formula
1 1 1

-4+ -=14-. (19)
p q r
Sean f,g : R" — K dos funciones medibles, si f € LP(R™, Bor(R"),dx,K) y si g € LY*°(R", Bor(R"), dz,K),
entonces el producto de convolucion f % g pertenece al espacio L™ (R"™, Bor(R"),dx,K) y ademds se tiene la
desigualdad

1S * gllree < Cr,p, @) f]Lellgll Lo (20)

Demostraciéon. Como g € LT*(R", Bor(R™), dz,K), tenemos por el Teorema 5 anterior y su Corolario 2, que
esta funcion g puede descomponerse como la suma de dos funciones gg y g1 de tal manera que se tienen las
desigualdades (17) y (18), es decir:

19 L 1—4a q
lgollLao < OB w|gllfae v llgillea <CB o gl fho (21)

paratodo B>0y 0 < qy < q<q < 4o0.

Tenemos entonces por la linealidad de la convolucion f*xg = f*go+ f * g1 y por las propiedades de la funciéon
de distribucién tenemos la mayoracién

dfsg() < dpugy(/2) + dfug, (/2). (22)
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Una vez que disponemos de esta descomposicion, vamos a dividir la demostracién en funcién de los valores del
pardmetro p que caracteriza los espacios de Lebesgue en la desigualdad (20).

e Caso p > 1. Deseamos estudiar la cantidad dy.4, (a/2) para un cierto o > 0. Para ello nos concentramos en
la cantidad |f * g1| y tenemos

[fxg1(@)| < I fllzellgall L
1

donde % + 7 = 1, ademds, como se tiene la relacién (19), tenemos 1 < ¢ < p’ y a partir de los controles (21)
podemos escribir

-
@) < I loe (cBanniW) |

Como el valor de la constante B > 0 es abritrario, lo fijamos por medio de la expresién

o
e _1 -4 p'—q
B = (eIl )" (28)
de manera que obtenemos el control |f * g1 ()| < «/2, y este control nos indica que se tiene d .4, (a/2) = 0.

Estudiamos ahora la cantidad d.4,(c/2) y escribimos

I1f * gollr < I fllzellgollr,

dado que 1 < g, utilizando las propiedades de go dadas en (21) podemos escribir

1+ gollze < [I£llze (CB™llglfaz)

y si reemplazamos el valor de B fijado en (23) obtenemos

et (B2 g(BE
1f * gollrr < Ca™ ¥ HfHLg” 2 HQHLS,’; q>,
de esta manera, por la desigualdad de Tchebychev obtenemos el control

p-1

/4 P
d 2 < -p p < o P C *p/;,ilq q(f”*Q) q(P’*Q) < C —r r r
Frao(@/2) < a7P[f % gollpp < o o A" Mgl e < Ca " fllzellgl e

Con estas informaciones volvemos a la desigualdad (22) y escribimos
dfg(@) < dugy(a/2) < Ca"|[ fIollgllpace,
de donde se deduce el siguiente control uniforme en «
o' dpig(e) < Ol fllzellgllzace

lo que permite obtener la mayoracién || f * g||pre < C(r,p,q)|| fllLe g Lo

e Caso p = 1. Seguimos esencialmente las mismas ideas anteriores y estudiamos la expresion df.q(a) <
digy(/2) + dfig, (/2). Para el término dy,,, estudiamos la cantidad |f * g1| y utilizando las propiedades
de la funcién ¢g; dadas en (21), con ¢ = +00, tenemos

[fxg1(@)| < [ fllllgallze < ([ fll OB

Fijamos la cantidad B como B = «a(2C||f|z1)~!, de manera que se tiene |f * g1(x)| < «/2 y se deduce
sin problema que dj.g4 (a/2) = 0. Estudiamos ahora el término dy.q,(c/2) y para ello escribimos con las
propiedades dadas en (21)

1+ gollzr < Iflerllgollzr < Iflex (CBgllfas)
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y con el valor de B fijado anteriormente tenemos

1 % gollzr < &' 2CN AT gl e

Con estos resultados, utilizando la desigualdad de Tchebychev podemos escribir

o _
dfuge(@/2) < S1f % gollr < Ca™ | FILa N9l Tace-
Con estas estimaciones sobre los términos d .y, ¥ df+g,, Podemos ahora escribir

(@) < diugy(@/2) + dfug, (@/2) < dipugy(@/2) < Ca™ || fII71 M1l 000

de donde se obtiene el control uniforme a?dy.4(a) < C| f]|$.]lg]|7 4. Recordando que en el caso cuando
p = 1 se tiene r = ¢ por la relacién (19) y utilizando la propiedad (4) de la pagina 4 podemos finalmente
escribir ||g||zree < C|fll 2 llgllzaee u

En las condiciones sobre los indices p, ¢, establecidas en el teorema anterior, hay casos limites que no han
sido tratados y que vamos a estudiarlos a continuacion.

e Caso cuando r = ¢ = oo. En esta situacién, por la relacién (19) tenemos p = 1, y dado que L°*>° = L,
entonces la desigualdad (20) se escribe

1 *gllzee < 1 Fllzrllglzee,

lo cual no es mas que un caso particular de las desigualdades de Young usuales en los espacios de Lebesgue
(ver la Proposicién 7).

e Caso cuando ¢ = 1. Por la relacién (19) debemos tener 1 < p = r < 400 y vamos a ver que no se tiene la
desigualdad
1 gllzree < ([ fllzrllgllprce-

En efecto, si consideramos sobre R (dotado de su estructura natural) las funciones f(z) = 1 1)(2) y g(z) = 1,

tenemos por un lado que || f||zr < 400 para todo 1 <7 < 400y que ||g||;1. = 1. Pero por otro lado, vemos
que el producto de convolucién f * g no estd bien definido, pues vale infinito en el intervalo [0, 1].

e Caso cuandor = +ooy 1 < ¢ < +00. Por la condicién (19) tenemos %—l—% = 1 pero no se tiene la desigualdad

1 * gllzee < NIfllzellgllLaee-

——1p1/9(x), y g(z) = L, tenemos entonces
|z|? In(z) ||
Lr < 00 La.o = 1, pero el producto f * g vale infinito en el intervalo [0,1/2] y no es por lo tanto
Y9 g y
una funcién acotada.

En efecto, sobre R consideremos las funciones f(x) =
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