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1. Primera definicion de los espacios de Lorentz P4

1

. . 1 “+o0o p da % L .
Tenemos la identidades || f||r = p? <f0 <a df(a)P> ?) y | fllzpee = sup {a df(a)P}, y si notamos
a>0

1
Fy(a, f) = ads(a)r y du(a) = @, entonces estas cantidades se escriben

1
1 oo b
Ifllze = pr </ Fp(a, f)”du(a)> y [ fllzeee = sup {Fp(a, f)} -
0 a>0
Dicho de otra manera, con las expresiones anteriores, estamos tomando las “normas” LP y L™ de la cantidad

F,(a, f) con respecto a la medida dy. ;Pero qué sucede si consideramos la norma L9 con ¢ # p o si ¢ # +o00? La
respuesta a esta pregunta estd dada en la definicién a continuacion.

Definicién 1 (Espacios de Lorentz) Sea (X, 7, u) un espacio medido. Sean 0 < p < 400 y 0 < ¢ < 400
dos indices reales. Definimos los espacios de Lorentz LP9(X, o, 1, K) como el conjunto de funciones medibles
f: X — K tales que las cantidades a continuacion sean finitas:

flzra =5t ([ (ady(@?)’ %0‘) , (1)

560 < p,g<+o00. En el caso 0 < p < 400 y g =—+00 consideramos la cantidad
1
1o = sup {ads()r }. (2)
a>0

Cuando p = q = 400, definimos L*°(X, o/, u,K) = L>(X, o, u, K).

Es necesario hacer algunas observaciones sobre estas expresiones y sobre los valores de los indices p,q. El pri-
mer punto que es importante notar esta relacionado con la férmula (2) que corresponde al caso cuando ¢ — +o0



en la expresion (1) y de esta manera vemos que los espacios de Lorentz LP'? que acabamos de definir constituyen
una familia de espacios funcionales que contiene naturalmente a los espacios LP'*°.

Segundo si fijamos ¢ = p en la expresién (1) tenemos la identidad || f||zee = || f]|Le-

Indiquemos ahora que el caso p = 400 y 0 < ¢ < 400 no esta considerado en la definicién anterior, pero esto
no es un problema como tendremos la oportunidad de verlo un poco méas adelante. Notamos también que el caso
p = q = +00o corresponde simplemente al espacio de Lebesgue L.

1.1. Primeros ejemplos

(i) Sobre (X, <, u), consideremos f(z) = La(x) en donde p(A) < +oo. Sabemos por las propiedades de la
funcién de distribucién que si 0 < a < 1, entonces df(a) = pu(A), pero si @ > 1 entonces dy(a) = 0y
podemos escribir

Iflevs = i ([ (an(p)’ %“) —viutayr ([ 1oﬂ—1da>; - (g)éum)i. 3)

Entonces las funciones indicatrices de conjuntos de u-medida finita pertenecen a los espacios de Lorentz LP9.

(ii) Sobre R™, consideramos la funcién siguiente

f(@) = {‘W i, ()

lz| 7 siz| > 1.

en donde a, b > 0 son parametros que fijaremos después.Tenemos el siguiente comportamiento para la funciéon
de distribucién d:

d(c) b

a v, sia>1,
a v, sia<l,

en donde v,, designa el volumen de la bola unidad. De esta manera, tenemos para todo 0 < p,q < 4o0:
1 q Foo ] 1 q Foo q
N9, = p/ a? tds(a)rda —|—p/ a? tds(a)rda = p/ ! (a™%,) P do —|—p/ a4t (a7bv,)rda
0 1 0 1
q 1 q —+o00
= pul / ad=a/p)=1q, 4 ok / aq(lfb/p)*ldm
0 1

y por lo tanto vemos que si 1 —a/p > 0y si 1 —b/p < 0, entonces tenemos f € LP4(R", Bor(R"™),dz,R),

11 1
3 i _(p\2,»p P p |4 . . . .
mas precisamente obtenemos || f||zr.c = (5) vy, ( =t _b—p) . Este tipo de funciones permite, calibrando

correctamente los parametros a, b, construir funciones que pertenecen a un espacio de Lorentz LP*% pero
que no pertenecen al espacio LP% en donde py # p1 y en donde 0 < ¢g, g1 < +00 son cualquiera.

1.2. Propiedades estructurales generales

Proposicién 1 Sea (X, .o/, p) un espacio medido, sean 0 < p < 400 y
0 < g < +o00 dos pardmetros reales.

1) Los espacios de Lorentz LP4(X, o7, 1, K) son subespacios vectoriales del conjunto de funciones medibles.

2) Ademds se tiene la implicacion || f||ra = 0= f =0 en p-casi todas partes.

Prueba. El caso 0 < p < +00 y ¢ = +o0 ya ha sido tratado, nos concentramos en el caso cuando 0 < g < +00.

1) Sea A € K*, por las propiedades de la funcién de distribucién tenemos la identidad dys(a) = df(a/|A|) y
con un cambio de variable podemos escribir



s = ot ([ <ad)\f(a);)q%y>; o ([ (st d;)l
— Al ps (/0%o <adf(a);>q%>;:|)\| 1]l e, -

de donde se deduce que \f € LP9(X, o/, u, K).

Si f,g € LPYX, o, u,K), Verlﬁquemos que f+ g € LPI(X, 42% , i, K). Para ello utilizamos los célculos
1
realizados en la Leccién n°l: « d”+ (o) < maX(ZP 2) ((a/Z) d”(oz/2) (a/2) dg (a/2)>. A partir de esta

mayoracién reconstruimos la cantidad || - ||r.e y tenemos

I+alma =t ([ (adreg(@?)’ d—a)‘ll <mix(2,2) 1 ([ ((0/2) df(a/2) + 0/ di(ar2))’ %a>

< max(20,2)mix(2' 0,207 po </0+Oo (<a/z> ar <a/z>)q %a>

1 11 1.4 1 +oo 1 da\
+ mix2, ) mix@ L2t ([ (2 djarn) T
0 [0
de donde se deduce la desigualdad

, 1 , 1-1 __1
If + gllzee < mdx(27,2) méx (2" 4,247) (|| fllzea + [lgllra) , (6)

lo que muestra que f + g € LP9X,/,u,K) y hemos verificado que el espacio LP9(X, o7, p,K) es un
subespacio vectorial del conjunto de funciones medibles.

1
2) Por las propiedades de la integral que define la funcional || - ||zr.e, tenemos que || f|zre = 0 = a d} (o) = 0,
para casi todo a > 0, de donde se deduce sin mayor problema que la funcién f es nula en p-casi todas partes.ll

Con las férmulas (5), (6) y con el punto 2) de la proposicién anterior hemos verificado lo siguiente.
Corolario 1 Sea (X, 97, ) un espacio medido, sean 0 < p < +o00 y 0 < q < +oo dos pardmetros reales. La

funcional || - ||p.a determinada por la expresion (1) y definida sobre los espacios de Lorentz LP1(X, o/, u,K) es
Una cuasi-norma.

1.3. Desigualdad de Interpolacion

Teorema 1 (Interpolacién) Sea (X, .o, 1) un espacio medido, sean 0 < py < p1 < 400 dos pardmetros reales y
sea [ una funcion medible tal que f € LPO>°(X, o/, u, K) N LPV>(X, o/, u,K), entonces f € LP9(X, o7, 1, K) para
todo pg < p < p1 y todo 0 < g < +00 y ademds se tiene la desigualdad de interpolacion siguiente

1 lzra < Cpo, 0, p1, )| Zoco 1 I ot e

donde 0 = (z(> 1;; sip1 < 400 ydonde@—po si pp = +o0.

Demostracién. Supongamos para empezar que se tiene 0 < p; < +oo. Puesto que f € LPO*(X, o7, u,K) N
PO
1l po.0 y dg(a) < A1y, 00

PO Pl

LPro(X, o, 1, K), tenemos las mayoraciones ds(a) <

Hf‘LPOOO Hf’LPlCXJ).

, a partir de lo cual escribimos

oPo ’ oP1

ds(a) < ml’n(



Utilizando la definicién de los espacios de Lorentz LP¢ dada con la expresién (1) tenemos:

e, = o[ e yda<p [ 15 e IEES e\
Lpa _po o f(a)a_po al™ : o

oPo b1

—+o00
|ummwm+p/ T 1% o da,

IN
=
o\..
S~
o
;‘i

-Pp
en donde hemos fijado T' = <”;:|LP1 °°> s < 400. Como py < p < p1, evaluando el valor de estas integrales se
LP0->

tiene

po(P1—p) al po(P1— p))

1—= 1—P1 1
110 < C@op It TP 4 Copr, I F1h TS < Clpo,pypr, QI 27 | 20 2700

y extrayendo la raiz g-ésima de esta desigualdad anterior y con la definicién del parametro 6 obtenemos

1 £llzra < C 0o, 2,21, DN F | Erorce 1 £ otce
lo que proporciona la mayoracién buscada cuando 0 < p; < 4o00.

Pasemos ahora al caso cuando p; = 400. Por definicién tenemos L

a > ||fllze, lo que nos permite escribir

= L™ y entonces se tiene df(a) = 0 si

]

+o0 q 1 £l oo q
nmzﬂzp/ <ﬂ”#&mm=p/’ a1 d? (a)do,
0 0

pero como df(a) < a P f||1%,.0, entonces

) L
!VMMSPA a0 | 1% e da,

2
y evaluando esta integral obtenemos | f||%,., < C(po,p, )||f||Lp0 oo||f||Loo , basta extraer la rafz ¢-ésima para

obtener el resultado buscado. [ |

1.4. Propiedades particulares cuando X = R"

Proposicién 2 (Traslacién y Dilatacién en LP?) Sean 0 < p < +00 y 0 < q < 400 dos parametros reales.
Consideremos los espacios de Lorentz LP4(R™, Bor(R"™),dz,K). Entonces, para todo 7 € R™ y todo A > 0 tenemos
las identidades siguientes

[frllpa = [ fllea y loALf]l[Loa = A7 (| fll o,

en donde f-(x) = f(x +7) con 7 € R™ representa la traslacion de la funcion f y ox[f](x) = f(Ax1, -+, A\xy), con
A >0, es la dilatacion de la funcion f.

Recordemos ahora la nocién de dimension homogénea de un espacio de funciones.

Definicién 2 (Dimensién Homogénea) Sea E = {f : R" — K : || f||g < +00} un espacio funcional. Diremos
que el espacio B es homogéneo si existe un indice real o tal que se tenga para todo f € E la identidad

10a[fllz = o [ fllz, (a>0).

El parametro real o serd llamado la dimensién homogénea del espacio E.

Tenemos entonces que tanto los espacios de Lebesgue LP(R™) con 0 < p < 400 y los espacios de Lorentz ge-

nerales LP?(R™) con 0 < p < 400y 0 < ¢ < +00 son espacios de funciones homogéneos de dimensién homogéna
n

o=2
P



2. Funcion de reordenamiento decreciente f*

Definicién 3 (Funcién de reordenamiento decreciente) Sea (X, .o/, ) un espacio medido. Sean o y t dos
pardmetros positivos y sea f una funcion medible definida sobre X a valores en K. La funcién de reordenamiento
decreciente de f es la funcion f* definida sobre [0,+o00[ a valores reales que estd determinada por la expresion

fr@) = ir;f(’]{oz tdp(a) <t} (7)

Usaremos la convencion inf{(} = +oc.

Notemos que para obtener la funcién de reordenamiento decreciente f* es necesario determinar primero la funcién
de distribucién dy.
2.1. Ejemplos

(i) En primer lugar consideramos una funcién simple definida sobre R de la forma f(z) = ¢11 4, (z) 4+ cal 4, (),
en donde c3 > ¢; > 0y los conjuntos A; con j = 1,2 son intervalos disjuntos de medida finita. La funcién de
distribucion cs entonces dy(0) = (|Ar] + [ A2l) Lo (@) + | A2/, (). i 0 < ¥ < |Ag] s tiene F°(t) = 2 ¥
si |Ag| <t < |Ai| + |A2| tenemos f*(t) = ¢1, de manera que podemos escribir

5 (@) = calljo,ay((t) + c1ljay) 4, +] 40 () (8)

Para visualizar estas transformaciones, representamos las funciones f, dy y f* en el grafico a continuacién:

Co2 + — Co ¢—

DAL+ Ay 60—

ar — . . ' 1y e—
[A2] A —

Aq Ay = C1 C2 o [Az] [A1] + A2t

Figura 1: Funcién de reordenamiento decreciente de una funcién simple.

(ii) Consideremos sobre R"™ la funcién f(z) = Tll“\” con r > 0. Calculemos la funcién de distribucién dy:

df(a) = [{x € R" : a1 + |2]|") < 1}|, y vemos que si a > 1 entonces d(a) = 0, por lo tanto podemos
suponer que 0 < o < 1. Luego, escribimos

di(@) = HzeR":|a| < (1/a—1)7} = |B(0,1/a = 1)7)| = (1/a = )F[B(0,1)| = (1/a = 1)7v,.

Con estos célculos preliminares y junto con la expresion (7) que define la funcién de reordenamiento decre-

ciente, obtenemos para todo ¢ > 0 la férmula f*(t) = ———. En la figura a continuacién representamos

1+ (t/vn) 7
las funciones f, dy y f*.



Figura 2: Funcién de reordenamiento decreciente de la funcién ﬁ

(iiii) Otro ejemplo estd dado por la funcién f(z =1 — e~ 1*l,

La funcién de distribucién es dy(a) = [{z € R : 1 — e I?l < a}| y vemos que si o > 1 entonces se tiene d () = 0,
pero si 0 < a < 1 tenemos siempre df(o) = +00. A partir de esta funcién de distribucién podemos explicitar sin
mayor problema la funcién de reordenamiento decreciente y escribimos f*(¢t) =1, si t > 0.

f dy




2.2. Propiedades y relaciones entre f*y d;

El primer resultado que damos es el siguiente que nos indica que la funcién de reordenamiento decreciente f*
es en realidad un tipo muy especial de funcién de distribucién.

Proposicién 3 Sea (X, .o/, ) un espacio medido y sea f una funcion medible definida sobre X a valores en K.
Entonces tenemos dy(f*(t)) < t. Se tiene ademds la identidad f*(t) = dg,(t),t > 0.

Prueba. Recordemos que por la definicién de funcién de distribucién dy tenemos d¢ (o) = p({z € X : |f(x)| > a}),
mientras que para la funcién de reordenamiento decreciente f*, que estd definida por la expresién (7), tenemos
) = ol,gfo{a : df(a) < t}. De esta manera podemos escribir df(f*(t)) = d(inf{a : df(a) < t}) < t pues la
funcién de distribucion es continua por la derecha.
Pasemos al segundo punto. Tenemos, usando la continuidad por la derecha de la funcién de distribucion,
la identidad sup{c : df(a) > t} = [{a : df(a) > t}|. Luego, una vez mas por la continuidad por la derecha de
a>0

la funcién de distribucién tenemos f*(t) = inf{a : df(a) <t} =sup{a: dy(a) >t} = [{a: df(a) > t}] = dg4, (t). W

Proposicion 4 Sea (X, o7, 1) un espacio medido. Sean f y g dos funciones medibles definidas sobre X a valores
en K, tenemos entonces los puntos siguientes

1) se tiene f* = (|f])* y la funcion f* es decreciente continua por la derecha sobre [0,+oc[. Ademds si f y f
son dos funciones equidistribuidas, entonces se tiene f* = f*,

2) para todo A € K* se tiene (Af)*(t) = |A|f*(¢),
3) 510 < p < +oo, entonces (|f|P)*(t) = (f*)P(),

4) si|g(z)] < |f(z)| en p-casi todas partes, se tiene g*(t) < f*(t), para t > 0. En particular, si f = f+ — f~,
se tiene (f)*(t) < f*(t).

5) sity,ty = 0 entonces (f + g)"(t1 +t2) < f*(t1) + g"(t2),
6) sity,to >0 se tiene (fg)*(t1 + t2) < f*(t1)g*(t2),

7) si (fn)nen €s una sucesion de funciones medibles tales que se tiene
|f(x)| < Uminf|f,| en p-casi todas partes, entonces f* < liminff.
n——+oo n—-+oo

Prueba.
1) La idendidad f* = (|f])* se deduce por las propiedades de la funcién de distribucién:
(F1Y'(t) = inf (o diy() < 1} = nf {o: dy(a) < 1} = /(1)
Sean ahora t9 > t1 > 0, tenemos por el decrecimiento de la funcién de distribucion
F¥(t2) = inf {a: dy(a) < 12} < inf (a2 dy(0) < 12} = f*(1),
de donde se obtiene sin problema el decrecimiento de la funcién f*. La continuidad a la derecha de f* se

deduce de la continuidad a la derecha de dy. Finalmente, si f y f son equidistribuidas, por definicién su
funcién de distribucién dy es la misma, de donde se obtiene inmediatamente que f* = f*.

2) Para el segundo punto basta escribir

()" () = fnf {o dyg(a) <t} = if{ac: dy(a/N) < 1} = DE{Ay : dp(v) < 0} = N ()

3) Si0 < p < +oo entonces

(P = mffa:p({ze X [f[P>a}) <t} = mf{e": p({z e X [f]>v}) <t} = (f)"@)



)

5)

7)

Este punto es sencillo pues solo hay que utilizar las propiedades de la funcién de distribucién que permite
obtener la funcién de reordenamiento decreciente. En particular tenemos f*(z) < |f(z)|, de donde se deduce

(S5 () < (£ ) = f*(.

Esta desigualdad se basa en las observaciones siguientes: supongamos primero que f*(t1) + ¢*(t2) < +o0
(sino no hay nada que demostrar) y entonces escribimos

dirg(f*(t1) + 9" (t2)) < dp(f*(t1)) + dg(g* (t2)) < t1 + to,

en donde la primera estimacién estd dada por las propiedades de las funciones de distribucién mientras que la
segunda desigualdad se deduce de la Proposicién 3. Entonces, por definicién de la funciéon de reordenamiento
decreciente tenemos

(f+9)"(t1 + t2) = inf{a : derg(Oc) <ty +ta} < (1) + g*(ta).
Este punto se demuestra de forma similar. Observamos en efecto que

dpg(f*(t1)g" (t2)) < dy(f*(t1)) +dg(g™(t2)) < t1+ 12

por las propiedades de la funcién de distribucién y por la Proposicién 3. Luego, por definicién de la funcién
de reordenamiento decreciente se tiene

(fg)"(t1 +t2) = Inf{a : dyg(a) <ty +ta} < f(t1)g" (t2).

El dltimo punto se deduce utilizando la propiedad correspondiente de la funcién de distribucién dy. |

Proposicién 5 Sea (X, 7, 1) un espacio medido. Sea f una funcion medible definida sobre X a wvalores en K.
Entonces

1) se tiene f*(df(a)) < o siempre y cuando dy(a) < +00;

2) si f*(t) < +oo entonces

de(f* @) = p({z € X : |f(2)] > f7(0)}) <t < p({z € X :|f(2)] = [7(0)}),

3) para 0 < p < 400 se tiene

sup {7 f*(t)} = sup {ad’}(a)} :

t>0

4) las funciones f y f* son equidistribuidas, es decir d¢(o) = dg« (), o de forma equivalente

pfz € X o [f(2)] > a}) = {t € [0, +ool: (1) > a}

5) si A C X es un conjunto p-medible y si la funcion f es positiva, entonces

(FL)* (@) < [ (O Ljo,uc) (D),

para t > 0. En particular, si p(A) < +o00, se tiene (14)*(t) = Lo ua)((f)-

Prueba.

1)

2)

Hemos visto en la Proposicién 3 que se tiene dy(f*(t)) < t, en este punto estudiamos en cambio la funcién
f*(df(a)) y tenemos directamente f*(ds(a)) = info{df(u) <ds(a)} <o
v>

La primera desigualdad no es méas que la primera parte de la Proposicién 3, de manera que nos concentramos
en la segunda desigualdad. Definimos el conjunto 4,, = {x € X : |f(z)| > f*(t)—1/n} y observamos que para
todo n > 1 se tiene por construccién u(Ay,) > t pues basta reemplazar f* por su definicién. Los conjuntos
A, forman una sucesién decreciente si n aumenta y su interseccién tendrd una medida mayor o igual a t, la
continuidad de las medidas permite concluir.




3) Para el tercer punto, solo debemos demostrar el caso cuando p = 1 puesto que el caso general se deduce de
este caso particular. En efecto, si tenemos

sup {tf*(t)} = sup {adf(a)}, (9)
t>0 a>0
entonces, utilizando el punto 3) de la Proposicién 4, podemos escribir
1 p 1 p
sup{tPf*(t)} = su tf e (t = su t(|fl?)* (¢ ,
sup {#77°(1)} = sup { (¢777(1)) "} = sup {(+1712)° (1))}

de manera que si se tiene la relacién (9), podemos escribir utilizando la definicién de la funcién de distribucién

dy:
mp{Cotro)) = {(ea00) } = {((F00)) = o)

Pasemos ahora a la demostracion del caso p = 1. Suponemos sin pérdida de generalidad que d¢(o) < 400y
f*(t) < +o0. Tenemos entonces para todo § > 0 la desigualdad sup {ad¢(o)} > Bd¢(5) y usando el primer
a>0

punto anterior para controlar 3, obtenemos la desigualdad uniforme sup {ad¢(a)} > f*(d¢(8)) df(B), que

nos permite escribir sup {o dy(«)} > sup{¢f*(t)}. Para obtener la estirralzcozién reciproca procedemos de forma

totalmente similar ya(?(;)nsideramos latggsigualdad sup {tf*(t)} > Bf*(8), de manera que por la Proposicién

3 controlamos el parametro 3 y escribimos iug {tft*>((t])} > d¢(f*(B)) f*(B), lo que a su vez nos proporciona
>

la desigualdad
sup {tf*(t)} > sup {ad;(a)}.
t>0 a>0

4) Verifiquemos ahora que las funciones f y f* son equidistribuidas. Empezamos fijando o > 0 y vemos que se
tiene

dy+ (o) = [{t € [0, 400[: f*(t) > a}| = SUIO){f*(C) > af,
c>
puesto que f* es decreciente. Por la continuidad por la derecha de esta funcién podemos escribir

sup{f*(c) > a} < inf{f*(8) < a},
c>0 B8>0

pero dado que por el punto 1) demostrado anteriormente tenemos la estimacion f*(ds(a)) < a, se deduce
entonces dg«(a) < dy(c).

La desigualdad reciproca se obtiene fijando t > ds«(a)) = sup{f*(c) > a}. Se tiene entonces por el decreci-
c>0

miento de la funcién de reordenamiento decreciente f*(t) < ay dg(a) < ds(f*(t)) <t, en donde la primera
desigualdad anterior es vélida por el decrecimiento de la funcién d; y la segunda se tiene por el punto 2). Si
escribimos ahora t = dy+ () + € con € > 0, obtenemos d¢ (o) < dy(f*(t)) < dg«(a) + € y utilizando la conti-
nuidad por la derecha de la funcién de reordenamiento decreciente tenemos la estimacion df(a) < dg« (o) .
Concluimos entonces que dy«(a) = df(a), para todo o > 0.

5) Dado que f14 < f obtenemos (f14)* < (f)* y puesto que se tiene para todo o > 0 la mayoracién p({z €
X :|fla(x)] > a}) < u(A), de esta manera, como la funcién f* es decreciente obtenemos (f14)*(¢) = 0 si
t > u(A), y por lo tanto se tiene (f14)*(t) < f*(t)Ljo uca)(t)-

La identidad (14)*(t) = 1o uca)[(t) si p(A) < +oo, se obtiene directamente por definicién de la funcién de
reordenamiento decreciente. |

El punto 4) de la Proposicién 5 tiene la consecuencia siguiente.



Corolario 2 Sea (X, .7, 1) un espacio medido y sea f una funcion medible definida sobre X a valores en K. Si
felP(X, o, u,K) con0<p<-+oo entonces

—+00 %
1l = ( 0 f*p(t)dt> | (10)

En el caso cuando p = 400 tenemos

£l zee = f7(0). (11)

Prueba. Empezamos con la primera identidad. Utilizando el hecho que las funciones f y f* son equidistribuidas
podemos escribir

“+o00 “+o00 “+o00
/O FP ()t = p /0 o Ldj. (a)da = p /0 P Vds(a)da = | f|E,,

de donde se obtiene la identidad deseada al extraer la raiz p-ésima en estas igualdades. La segunda asercién es
consecuencia de la definicién de la funcién de reordenamiento decreciente y de la definicién de la funcional || - || fee:
basta escribir

f10) = inf {a: p({z € X+ [f(2)| > a}) = 0} = || fllre,

para obtener el resultado buscado. |

Estudiamos ahora la unicidad del reordenamiento decreciente.

Teorema 2 (Unicidad del reordenamiento) Sea (X, 7, ) un espacio medido y sea f una funcion medible
definida sobre X a valores en K. Existe una sola funcion continua por la derecha, decreciente que es equidistribuida
con f. Dicho de otra manera, el reordenamiento decreciente de una funcion es unico.

Demostracién. Sea f una funcién medible definida sobre X. Vamos a suponer que existen dos funciones distintas
/1y f5 que son decrecientes, continuas por la derecha y que son equimedibles con f. Existe por lo tanto un ¢, tal
que f7(to) # f5(to), y sin pérdida de generalidad, podemos considerar que f;(to) > f5(to). Fijemos ahora un real
e > 0 tal que f(to) > f5(to) + ¢. Por la continuidad a la derecha de las funciones de reordenamiento decreciente,
existe un intervalo no vacio [to,t1] tal que, para todo t € [t,?1] se tenga fi(t) > f5(to) + €. Utilizando el hecho
de que estas funciones son decrecientes obtenemos que, por un lado [{t > 0 : f{(t) > f5(to) + €}| > t1 pero por
otro lado se tiene |[{t > 0: f5(t) > f5(to) + e} < to < t1 y esto contradice la equimedibilidad con respecto a f.
Concluimos por lo tanto que f;(t) = f5(t) y que el reordenamiento decreciente es tnico. |

Antes de terminar el estudio de las propiedades de la funcién de reordenamiento decreciente, enunciamos un
par de resultados adicionales.

Proposicién 6 Sea (X, .o/, ) un espacio medido y sea f una funcion medible definida sobre X a valores en K.
Si la funcion de distribucion dy es continua y estrictamente decreciente, entonces f* es la funcion inversa de d;.

Prueba. En efecto, si df(a) < 400, por definicién se tiene
F(ds(e) = nf (B : dy(8) < dy(0)},
pero dado que por hipétesis dy es estrictamente decreciente y continua, de donde se deduce que f*(ds(a)) = o. B

Proposiciéon 7 Si f : [0, +oo[— [0,4+00[ es una funcion continua estrictamente decreciente, entonces se tiene

la identidad f(t) = f*(t).
Prueba. Por definicion tenemos

;1) = mf{a: {a € [0,4o0c[: [f(2)] > a}| < t},

pero como la funcién f es estrictamente decreciente y continua, se obtiene que la expresién a la derecha corres-
ponde con el valor de f(t). [
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No se tiene en toda generalidad (puntualmente), para dos funciones medibles f y g, la desigualdad triangular

(f+9)" (1) < f7(t) + g7 (1)

Veamos un contraejemplo: sean f(x) = 1—xz y g(z) = x dos funciones definidas sobre el intervalo [0, 1]. Un célculo
evidente muestra que (f + g)*(t) = Ljo1)(t) y que f*(t) = g*(t) = (1 — t)1jg1)(¢), de modo que no se cumple la
estimacion (f + ¢)*(t) < f*(t) + g*(t).

., Qué significa esto? Si bien la funcién de reordenamiento decreciente es una funcién de distribucion, esta
transformacion de las funciones posee muchas otras propiedades adicionales y en la seccién que sigue vamos a
exponer algunas caracteristicas que nos permitiran verificar que los espacios de Lorentz LP'¢ son espacios normados
para ciertos valores particulares de p y g¢.

2.3. El Teorema de Hardy-Littlewood y espacios resonantes

Teorema 3 (Hardy-Littlewood) Sea (X, .o/, 1) un espacio medido y sean f y g dos funciones integrables defi-
nidas sobre X a valores en K tal que su producto sea de mddulo integrable. Se tiene entonces la desigualdad

[ @it < [ 50 @ 12

0

Demostracién. Dado que las cantidades al interior de las integrales son todas positivas, podemos suponer sin
pérdida de generalidad! que las funciones f, g son a valores en [0, +-0c[. Escribimos entonces

400 —+oco
f(x) :/O Lif@sayda y  g(x) :/O Lig(z)>01do,

de manera que se tiene

“+oo “+o0o
@@ = [ ([ tgwada) ([ twade ) duto)
X X 0 0
y aplicando el Teorema de Fubini podemos escribir
+oo +o0
[ t@o@ate) = [ [ ([ timartisesadata)) dado
+oo +o0
= / / ( / Ty )>a}m{g(x)>o}d/~6($)> dado

+oo  ptoo
/0 /0 min (p({f(z) > a}), p({g(z) > o}))dado
—+00 +o00o
/ / min (df(a) ) dg (J))dado,
0 0

pero como las funciones f y g son equidistribuidas con sus funciones de reordenamiento decreciente f* y g*,

tenemos
+oo +oo
/f / / min (dg« (), dg-(0))dado.

En este punto observamos que, por el decrecimiento de las funciones f* y ¢g*, la cantidad min (df*(a), g (U))
verifica min (dy«(a), dg=(0)) = min (|[{f* > a}|, {g* > o}|) = [{f* > a} N {g* > o}|, de manera que se tiene

+o0 +o0o
/Xf(w)g(w)du(x) < /O /O {f* > aln{g* > o}|dado

+o0 +o0 +o0
S /0 /0 </0 ]l{f*(t)>a}]l{g*(t)>a}dt> dOédO',

'Por el punto 1) de la Proposicién 4, pagina 7.

IN

IN
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aplicando una vez mas el Teorema de Fubini escribimos

+00 +00 +oo oo
/X f@)g(@)du(z) < /0 ( /0 n{f*@m}da) ( /0 n{g*@w}da) at < /O (0" (),

lo que termina la demostracién de la desigualdad de Hardy-Littlewood. |

Corolario 3 Sea (X, o, ) un espacio medido y sean f,g dos funciones integrables definidas sobre X a valores
en K. Para toda funcion g : X — K que es equidistribuida con g se tiene

+oo
@@l < [ rog @
., Bajo qué condiciones se tiene la igualdad en la desigualdad anterior? Es decir, es posible que la funcién g no per-
mita obtener de manera directa la igualdad en la desigualdad anterior, pero quizas una transformacion adecuada

(en el sentido de que se mantiene la misma funcién de distribucién) de esta funcién si lo permita.

Veamos un ejemplo de esta situacién: en el caso de sucesiones finitas (aj)i<j<n ¥ (bj)i1<j<n de reales estricta-
mente positivos la respuesta es positiva y muy sencilla de conceptualizar, es decir que no es muy dificil verificar

que se tiene la identidad
n n
> asb; =3 @by,
j=1 j=1

en donde la sucesion (b;)1<j<n, No es méas que una permutacién adecuada de la sucesion original (b;)1<j<n.

El caso general (medidas generales) es un poco mas delicado de estudiar y es por eso que presentamos las dos
definiciones a continuacion.

Definicién 4 (Espacio resonante) Sea (X, <7, ) un espacio medido, diremos que este espacio medido es reso-
nante si para todo par de funciones integrables f,g: X — K se tiene la identidad

+oo
/ F (g (B)dt = sup / 1 (@)d() | dp(a), (13)
0

g:dg=dgy

en donde el supremo corre sobre todas las funciones medibles g que son equidistribuidas con g.

Observacién 1 Sabemos que las funciones § y |g| son equidistribuidas. De esta manera, es posible ajustar la
funcién g, tomando por ejemplo en el caso real § = —g en los conjuntos en los cuales f es negativa, de tal manera
que se tenga la identidad

/1@

En lo que sigue utilizaremos principalmente la primera expresién anterior, pero la segunda sera de utilidad poste-
riormente.

s / F(@)5(2)|dp(z) = sup
9_9

gd =dy

En el caso en que el supremo es alcanzado se tiene al concepto siguiente.
Definicién 5 (Espacio fuertemente resonante) Un espacio medido

(X, ,u) es fuertemente resonante si para todo par f,g: X — K de funciones integrables existe una funcion g
que es equidistribuida con g tal que

+o0o
| g = [ (@@, (14)
0 X
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Evidentemente, se puede ver sin ningin problema que todo espacio medido fuertemente resonante es resonante
pero no se tiene la reciproca.

Definicién 6 (Espacio completamente atémico) Diremos que un espacio medido o-finito (X, </, 1) es com-

pletamente atémico si todos los elementos de la o-dlgebra o/ son dtomos®.

El ejemplo de base de espacio medido completamente atémico estd dado por el conjunto de niimeros naturales N
dotado de la medida de conteo.

Proposicién 8 Sea (X, .o, 1) un espacio medido o-finito de masa total finita que verifica uno de los dos puntos
stquientes

1) el espacio medido es no atdmico,
2) el espacio medido es completamente atémico y cada dtomo es de igual medida.

Entonces el espacio medido (X, <7, ) es fuertemente resonante.

Proposicién 9 Sea (X, .o, 1) un espacio medido o-finito que verifica uno de los dos puntos a continuacion:
1) el espacio medido es no atdmico,
2) el espacio medido es completamente atomico y cada dtomo es de igual medida,

entonces el espacio medido (X, <7, ) es resonante.

Como vemos con estos dos resultados, los ejemplos més usuales de espacios medidos como son los conjuntos R", N
o Z dotados de sus estructuras naturales son espacios resonantes y disponemos entonces de la importante identidad
(13) que sera utilizada en la Seccién 3.

Demos ahora dos ejemplos que ilustran las proposiciones anteriores y la diferencia existente entre espacios
resonantes y espacios fuertemente resonantes.

(i) Empecemos pues considerando la funcién f(z) = 1 — e~ definida sobre el intervalo [0, +oo] dotado de la
medida de Lebesgue. De la misma manera que con la funcién dada en la expresién (?7) de la pégina 77,
vemos sin mayor problema que la funcién de reordenamiento decreciente f* es constante e igual a 1. Si
fijamos ahora la funcién g como la funcién indicatriz del intervalo [0, 1[ tenemos g = g* = Ljp,1[ y vemos que
si g es equidistribuida con g, entonces |g| es la funcién indicatriz de algiin conjunto A C [0, +oo[ de medida
igual a 1. De esta manera tenemos la desigualdad estricta

—+00 +00
/0 (@) (@) |dx = /A | e Tdp < 1— /0 (09" (1),

Sabemos por los teoremas demostrados en las lineas anteriores que el espacio medido ([0, +ool, Bor ([0, +o0]), dz)
es resonante y los cdlculos anteriores muestran que este espacio no es fuertemente resonante. De esta manera
concreta vemos que un espacio resonante no es necesariamente un espacio fuertemente resonante.

(ii) Veamos un segundo ejemplo. Sobre el espacio medible (R, Bor(R)) consideramos la medida p definida sobre
dos atomos 0 y 1 con los valores ;(0) = 1y p(1) = 3. Definimos luego las funciones f = 14y y g = 1o ¥

+oo
un célculo directo determina que f* = 131y g* = 11|, de esta manera tenemos / ffg*(t)dt = 1.
0

Pero para toda funcién § equidistribuida con ¢ tenemos que la integral / |f(x)g(x)|du(z) es nula puesto
R

que las funciones f y g deben tener soporte disjunto. Este ejemplo muestra que ningun espacio medido que
contiene dos atomos con pesos distintos es resonante.

?Recordar que A C & es un dtomo para la medida p si u(A) > 0 y si todo subconjunto B de A o tiene la misma medida que A o
es de medida nula.
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3. Segunda definicion de los espacios de Lorentz L7

Definicién 7 (Espacios de Lorentz) Sea (X, .o/, 1) un espacio medido. Sean p y q dos indices reales. Si 0 <
p < 400 y 0 < q< 400, los espacios de Lorentz LP4(X, of , u,K) estdn constituidos por las funciones medibles f
definidas sobre X y a valores en K tales que la cantidad a continuacion sea finita:

Iz = ([ (@)’ %) . (15)

En el caso 0 < p < 400 y q =400 escribimos

|Fllznce = sup {15 7°(1)} (16)

Es necesario verificar que la cantidad || - ||z».« definida con las férmulas (15) y (16) coincide con la funcional
dada en la Definicién 1 de la pagina 1.

Para ello consideramos primero el caso 0 < p < 400y 0 < g < +00. Por el punto 3) de la Proposicién 4,
pagina 7, tenemos las identidades:

“+oo dt “+o0o “+o00
| (Bro)T=[ o7 wymd= [ 87 o,
0 t 0 0
ahora por la Proposicién 3, pagina 7, se tiene la identidad (| f|%)* = dd ;4 ¥ escribimos

+o00 a_q . +o00 a_q +00 a_q +00
/0 tr (D) @)dt = /0 tr ddfq(t)dt:/o tr /0 ]l{d‘f‘q(a)>t}d04 dt,

aplicando el Teorema de Fubini obtenemos

400 qu(a) “+o00
= / / trtat | da = Z—)/ (dyfa)
0 0 q.Jo

= 2 [ (uttr e X2 11w > b)) do

hSE )
hSESY

+o0
doz:g/o (n{z € X :|f(x)|? > a})) P do

Haciendo el cambio de variable 57 = «, se tiene

+o0

qdg

- B/o+oo(u({meX:\f(x)\>5}))%q5q_1dﬁ :p/o (54:8)7)"

q

de donde finalmente obtenemos la identidad

oo a dt oo 1\4 df
| (o) T=r [ (su07)" 7.
0 0 g
lo que demuestra, extrayendo la raiz g-ésima de la expresion anterior que se tiene la igualdad entre las expresiones

(15) y (1).

Pasemos ahora al caso 0 < p < 400 y ¢ = 400, por el punto 3) de la Proposicién 5, pagina 8, se tiene la
identidad

sup {15 °(0)} =sup {adj ()|

t>0 a>0
de donde se deduce directamente la igualdad entre (16) y (2).
Estudiemos el caso p = 400 y ¢ = +00. En esta situacién la férmula (16) se escribe sup {f*(¢)}, pero como
t>0

la funcién f* es decreciente y continua por la derecha se tiene sup {f*(t)} = f*(0), y esta cantidad corresponde
>0
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por la identidad (11) del Corolario 2, pagina 10, a la norma || - || .

Con esto vemos que la funcional || - ||r.e que se basa en la funcién de distribucién d; como indicado en la
Definicién 1, también puede ser caracterizada por medio de la funcién de reordenamiento decreciente f* como en
la Definicion 7.

Observacion 2 El caso cuando p = +00 y 0 < g < 400 no estaba tratado en la Definicion 1 pero si puede
estudiarse con la Definicién 7. Sin embargo, cuando la medida es no atdmica los espacios L7 con 0 < ¢ < +00
estan reducidos al elemento nulo y por lo tanto no presentan ningin interés.

+oo dt
En efecto, para los valores p = 400 y 0 < ¢ < +00, si la cantidad f*(t)qT es finita se tiene que f = 0 en
0
u-casi todas partes. Para verificarlo procedemos por el absurdo y suponemos que f # 0. En este caso existe al

menos un ¢ > 0 y un conjunto A de medida positiva y finita tales que |f(x)| > ¢ para todo x € A. Por el punto 5)
de la Proposicién 5, pdgina 8 y por la monotonia de la funcién de distribucién (ver el punto 4) de la Proposicién
4, pagina 7) tenemos entonces las mayoraciones

to0 to0 u(A)
Frrl s / (FLay (el > / LN,
0 t 0 t 0 t

de donde se deduce que L X, o7, u,K) = {0} para todo 0 < ¢ < +oc.

Observacién 3 Es muy importante notar aqui que, gracias al Teorema 2 de unicidad del reordenamiento decre-
ciente, las funciones que pertenecen a los espacios de Lorentz estdn totalmente caracterizadas por medio de la
funcién de reordenamiento decreciente f*.

3.1. Propiedades adicionales de la funcional || - ||zr.«

Proposicién 10 Sea (X, o7, p) un espacio medido y sea f una funcion medible definida sobre el conjunto X a
valores en K. Entonces, para todo
0 <p,r <400 y para todo 0 < q < 400 se tiene la identidad

11" lzp.a = Il f porar-

Prueba. La demostracion de esta identidad es totalmente directa gracias al punto 3) de la Proposicién 4, pagina
7. Empecemos con el caso cuando 0 < g < 400, por la definicién (15) escribimos

10 = [ (B @) S = [ () = [ () = 11

de manera que al extraer la raiz g-ésima de esta expresion se obtiene el resultado buscado. En el caso cuando
g = 400, utilizamos la férmula (16) y tenemos de manera totalmente similar las identidades

1 1 1 r
1 = sup {e2 (A1) (0} =sup {r () (@)} =sup { (77 £°0)) | = I mee
t>0 >0 t>0
lo que termina la verificacién de esta proposicion. |

Presentamos ahora una primera versién de las importantes desigualdades de Holder en los espacios de Lorentz
generales.

Teorema 4 (Desigualdades de Holder) Sea (X, .o, ) un espacio medido. Sean p y q dos indices tales que
1<p<+ooyl<qg<+ooysean p yq sus conjugados armdnicos respectivos. Si f y g son dos funciones
medibles tales que f € LPUX, o/, u,K) y g€ Lp/vq/(X, o, 1, K), entonces tenemos la desigualdad

‘ | r@ata)dute)

< I fllerallgllpora- (17)
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Demostracién. En la verificacién de este resultado vamos utilizar la caracterizaciéon de los espacios de Lorentz
por medio de la funcién de reordenamiento decreciente junto con la desigualdad de Hardy-Littlewood presentada
en el Teorema 3, en efecto por la mayoracién (12), pagina 11 podemos escribir

+o0
[ 1s@gaut < [ g
X 0

Suponemos para empezar que 1 < q,¢' < +00, entonces dado que se tienen las relaciones % + z% = % + % =1,
tenemos la igualdad
+o0 oo 11
g W= [T g @
0 0

En este punto es suficiente aplicar la desigualdad de Holder usual (ver el Teorema 4.2.3 del Volumen 1) en los
1

11
espacios de Lebesgue con indices ¢ y ¢’ a las dos funciones p(t) = t»~ 4 f*(t) y (t) = tr

Qe

g*(t) para obtener
o1 EREEY +oo +oo @/ [t N
[Terrweteon [ etwoas ([ ewra) ([ oora)”

0 0 0 0

Reemplazando los valores de las funciones ¢ y 1 y junto con la caracterizacién (15) de la funcional || - ||z».a se tiene

Rl U ¢ \Ni [ [t 11 ¢ \u
([T @ ro)a) ([ (@ ren) «)

0 0

1 1

oo s oNadt\e [ [T N dt\ 7T

([T @Ero) D) ([ (Few) E) < ilslol e

lo que termina la demostracién de las desigualdades de Holder en el caso cuando 1 < ¢, ¢’ < +o00. Cuando ¢ = +oo0,
se tiene entonces ¢’ = 1 y escribimos utilizando la férmula (16)

[

bS]

IN

IN

+oo too dt

/O+Oof*(t)g*(t)dt - /0 5 71 (0) 17 g ()t < sup {15 71} /O (1)

t>0

de donde se deduce la estimacién / |f(x)g(z)|dp(x) < ||fllzree|lgll ;1. evidentemente, el mismo razonamiento
X

se aplica cuando ¢ = 1y ¢’ = +oo. |

3.2. Propiedades relativas a la teoria de la medida

Teorema 5 (Lema de Fatou) Sea (X, .o/, u) un espacio medido y sean p,q dos pardmetros reales tales que

0<p<+4+o00 y0<q<+00. Sea (fn)nen una sucesion acotada de funciones positivas que pertenecen al espacio

de Lorentz LPU(X, o, n,K), si se tiene h’m};nffn = [ en u-casi todas partes, entonces la funcion f pertenece al
n——+0oo

espacio de Lorentz LP4(X, o/, 1, K) y tenemos la desigualdad

1 fllza < lim ot ol

Demostraciéon. La demostracion es directa una vez que se tiene el resultado clasico para la integral de Le-
besgue (ver el Teorema 3.3.2 del Volumen 1) y el punto 7) de la Proposicién 4, pagina 7. En efecto, dado que
tenemos la estimacién f* < lim inf [y, al construir la funcional || - ||pr.e cuando 0 < ¢ < 400 se obtiene

n—-+0o0

+00 a_q L 400 a_q
/ t»L(f*)9(t)dt < liminf / tr L (£t dt,
0 n—-+o00 0

es decir || f||Lra < lim J1;nf | frllzp.a. El caso cuando g = +0oo se estudia de manera similar y se tiene la mayoracién
n—-+00

1 1
tr f*(t)dt < liminf t» f}(t) de donde se deduce sin problema que || f||pp.+0c < Hminf]|f,| o +oo. [
n——+0o00 n—r—+00
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Teorema 6 (de convergencia dominada) Sea (X, .o/, pu) un espacio medido. Sean 0 < p < +00 y 0 < ¢ < 400
dos reales y sea (fn)nen una sucesion de funciones que pertenecen al espacio LP9(X, o/, 1, K) tal que se tienen el
limite fpn(x) " f(z) en p-casi todas partes.

n——+0o0

Si existe una funcion g € LPUX, o, u,K) tal que |fn(x)| < g(x) en u-casi todas partes (que es la condicion de
acotacidon), entonces se tiene que la funcion f pertenece al espacio LPY(X, of , u, K) y ademds || fr,— f || Lr.a 2 0.
n—-+0o0

Demostracién. De la misma forma que en los espacios de Lebesgue la demostracion de este resultado se ba-
sa en el Lema de Fatou. En efecto, por la hipétesis de dominacion, la sucesién (fy,)nen es acotada por la funcién
g € LP4 luego por el punto 4) de la Proposicién 4, pagina 7, se obtiene que la funcién limite f también pertenece
al espacio de Lorentz LP4. Tenemos entonces f*? < ¢*? y por lo tanto f*%4 ¢*? > 0, de manera que aplicando el
Lema de Fatou podemos escribir

+o0 +oo
/ (F79(t) + g™ 9()) 7~ "dt < lim fnf / (F29(0) + g7 9() 7,
0 0

n—-+o00

y puesto que la funcion g pertenece al espacio de Lorentz LP? obtenemos

n—-+o00

Foo a_1q Foo a_1q
/ frat)er dtglfmfnf/ frat)yer .
0 0

Razonando de forma similar tenemos que ¢g*? — f*¢ >0y

n—-+o0o

oe q +o0 .
[ = e <t [ 610 - ) 6
0 0

es decir, sustrayendo g*?, se tiene por el Lema de Fatou

too 0y +oo 1_q
/ — )ty dt < h’ml’nf/ — [ (O)trdt,
0 0

n—-+o0o

lo que es equivalente a
+oo a_1 +00 qa_1
/ fratrdt > limsup/ frd(t)tr " dt.
0 n—-+oo J0o

Hemos entonces construido las acotaciones siguientes:

+00 a4 +00 a4 400 a_q
lim sup frd(t)tr dt < )ty dt < lim inf/ frd(t)tr " dt,
n—+oo Jo 0 n—+0o0o Jj
lo que termina la demostracién del teorema de convergencia dominada en los espacios de Lorentz LP:9. |

3.3. Relaciones entre los espacios de Lorentz

Proposicién 11 Sea (X, o/, 1) un espacio medido. Sea 0 < p < 400 un pardmetro real y sea f: X — K una
funcién medible que pertenece al espacio de Lorentz LP%(X, o, u,K) para algin indice qo tal que p < gy < +00.
Entonces tenemos el limite lim || f||zra0 = || f]|zp.oe-

qo—++00

Prueba. Una vez que disponemos de la caracterizacién de los espacios de Lorentz dada en la Definicion 7,
péagina 14, que se basa en las funcién de reordenamiento decreciente, la prueba de este resultado es muy similar
al caso de los espacios de Lebesgue LP . En efecto, por la férmula (15) tenemos

1l = ( / T orm)” %>_ _ < / )" dt>% ,

1_1
cantidad que puede verse como la norma L% de la funcién t» 9 f*(t), de esta manera aplicando el Teorema 4.2.8
del Volumen 1, podemos hacer tender gy — +o0o para obtener el resultado deseado. |
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Teorema 7 (Inclusiones entre espacios de Lorentz) Sea (X, o/, 1) un espacio medido y sean p,qi,qe tres
indices reales tales que 0 < p < 400 y 0 < q1 < g2 < +00. Entonces el espacio de Lorentz LP1(X, o/, u, K)
estd estrictamente incluido en el espacio LP%2 (X, o7, 11, K), es decir que los espacios de Lorentz son crecientes con
respecto al sequndo indice. Al nivel de las normas, esta propiedad se refleja por la estimacion

[fllLeaz < Cllf|| oo (18)

a2—q91

1
conC’z(%)q1 SiQ2=+ooyC:<%> M2 60 < g < +00.

Demostracién. Consideremos primero el caso go = +00, 0 < p < 400y 0 < ¢ < 40o0. Podemos escribir
entonces bajo estas hipétesis la identidad

bro- (3 [ (rop )

Dado que la funcién de reordenamiento es decreciente, tenemos la desigualdad f*(¢) < f*(s) para todo 0 < s < ¢,
de donde obtenemos la mayoracién

bros ([ s)

a partir de la cual se obtiene sin problema la estimacién siguiente que es uniforme con respecto a la variable ¢

iros (3ot

es decir, utilizando la Definicién 7 pagina 14 de los espacios de Lorentz obtenemos

rrfrmoo:sup{t%f<>}<( ) T (19)
t>0

y se tiene la inclusién de espacios LP9 C LP*° para todo 0 < g1 < 400.

Estudiemos ahora el caso 0 < p < +00 y 0 < g1 < g2 < 400. Para ello escribimos

y dado que acabamos de verificar que se tiene la inclusiéon LP9" C LP*°, utilizando la estimacién (19) tenemos

a2—4
2—d1 a9— g2—41

1
1 =
q1 q1 q1 QIqQ q1 q192
[ fllzpaz < (( p> Hf”L’”ﬂ) HfHLP a S (p) HfHLPg HfHLP a S (p) £l e

hemos entonces demostrado que si una funcién f pertenece al espacio de Lorentz LP'% entonces también pertenece
al espacio LP'%2 con 0 < q; < g2 < +00.

Para terminar la demostraciéon del teorema necesitamos demostrar que las inclusiones son estrictas y para ello
vamos a exhibir una funcién tal que, para todo parametro 0 < p < 400y para todos dos indices 0 < ¢; < g2 < +00,
se tiene que f pertenece al espacio LP% pero f no pertenece al espacio LP'9'. Por simplicidad, consideramos como
marco general de trabajo la recta real R dotada de su estructura natural. Empezamos con el caso 0 < g1 < q2 < 400
y sea entonces la funcién

Fl0e 5] — R (20)

v 1) =
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en donde los parametros a y 3 son reales positivos que seran determinados posteriormente en funcién de los indices
p,q1 ¥ g2. Observamos que esta funcion es continua y estrictamente decreciente, por lo tanto por la Proposicién
7, pagina 10, tenemos f = f* lo que nos permite escribir por un lado

oo g a1 dt €T g 1 e 1
[Fl — / <tzl7f(t)*) 1_:/ ¢ lﬁdt:/ : - dt,
0 3 0 tear| In(t)|Pa 0 PN I (¢)| P

y por otro lado, por los mismos argumentos tenemos:

ofw
Qlw

_B
@

q2 ¢ 1
Hf‘ LPa2 — dt.
0

(e 1y (1) |8

Estas integrales, conocidas como integrales de Bertrand®, son finitas si la potencia de la variable t es estrictamente
inferior a 1 o si esta potencia es igual a 1 y la potencia del logaritmo es estrictamente mayor a 1. De esta manera,
si fijamos a = 1—1) y si fijamos el pardametro 8 de tal manera que se tenga q; < % < @9, entonces tenemos que la
cantidad || f||pr.e2 es finita mientras que la cantidad || f||zr.a1 no lo es y de esta manera podemos evidenciar que
las inclusiones entre espacios de Lorentz son estrictas.

Falta considerar el caso cuando 0 < p < 400y 0 < ¢1 < g2 = +00. Vamos pues a mostrar una funcién que
pertenece al espacio de Lorentz LP**° pero que no pertenece al espacio LP>9!, en efecto si consideramos la funcién

f:0,1] — R
1
x — f(z)=a 7,
que es estrictamente decreciente, por la Proposicion 7 pagina 10 tenemos la identidad f = f* y entonces la cantidad

1 , . , ‘oo 1 o Nadt Lt
| fllzp.e = sup{t? f*(t)} es finita. Pero se tiene que la cantidad || f| .1 = <tpf (t)> — = | 7 nuncacs
>0 0 0

finita y as{ mismo tenemos que las inclusiones entre espacios de Lorentz demostradas anteriormente son estrictas. Bl

En el siguiente grafico ilustramos las inclusiones existentes de los espacios de Lebesgue y de Lorentz, en donde
los parametros reales pg, p1,q,r verifican 0 < pg <1, 1 <p; <+00,0<r<1lyl<gq<+o0.

P = Do p=1 p=p1 p=+o0
Lpor Lbr Lprr LT = {0}
N N N
[,Pospo — [,Po : :
N N N
Lol L =rt Lrut L=t = {0}
N N N

: Lot = {0}
N N N
: : LPLP1 — [P1
N N N
P04 14 :
N N N
Lpo:>® Lee P Lo = [*®

Figura 3: Relaciones entre espacios de Lorentz LP:9.

3Joseph Bertrand (1822-1900), matematico francés.
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Recordamos que las inclusiones dentro de cada columna son estrictas y que en el caso general no existe ninguna
relacion de inclusién entre columnas.

Veamos ahora un corolario que completa el Teorema 1 de la pagina 3.

Corolario 4 Sea (X,.o, 1) un espacio medido, sean 0 < py < p1 < +00 dos pardmetros reales y sea f una funcion
medible tal que f € LPO9(X, of | 1, K)NLPYD (X, of 11, K) donde 0 < qo,q1 < +00, entonces f € LP>°(X, o, u, K)
para todo pg < p < p1 y se tiene la desigualdad de interpolacion siguiente

| fllzoce < C(D0, 0, P15 90, a1 F | Tr000 | F | botar

donde@z%sip1<+ooyd0nd60:% 81 p1 = +o00.

Prueba. Por el Teorema 1 se tiene la desigualdad

£l Lea < C(po, 2, PO 9000 | 1152

para algin 0 < ¢ < +00. Basta entonces aplicar a ambos lados de la desigualdad anterior la inclusién de espacios
LP2 C P> (que se traduce por la estimacion || f|| pe.ce < C||f||Lpa)- [ |

Proposicién 12 Sea (X, 7, p) un espacio medido. Si p,q son dos pardmetros reales tales que 0 < p,q < +00,
entonces los espacios de Lorentz generales (LP4U(X, o/, i, K),|| - ||zr.a) son espacios de cuasi-Banach.

Prueba. El hecho que los espacios de Lorentz (LP9(X, o/, u,K),| - ||zr.a) son espacios cuasi-normados ya ha
sido verificado en el Corolario 1, pagina 3, usando la caracterizacién de la funcional || - ||Lr.« basada en la fun-
cion de distribucién, de manera que lo 1inico que queda por verificar es la completitud con respecto a esta funcional.

Consideramos unicamente el caso 0 < p, g < +00. Sea pues (f,)nen una sucesion de Cauchy en donde todas las
funciones pertenecen al espacio de Lorentz LP'9. Dado que se tiene la inclusién LP? C LP*°, la sucesién
) n)neN
también es una sucesién de Cauchy para el espacio LP**° y se tiene que también es una sucesion de Cauchy en
p-medida, entonces existe una subsucesion ( fn, )ren que converge en pi-casi todas partes hacia una funcién medible
f- Fijemos kg € N, entonces como se tiene

podemos aplicar el punto 7) de la Proposicién 4 y obtenemos
(f - fnko)*(t) < imnf(fy, — fnko)*(t)-
k—+o00
Reconstruyendo la funcional || - ||zr.e a partir de esta estimaciéon podemos escribir, aplicando el Lema de Fatou
19 = oy Vs < 1005080 o, = g, [

hacemos ahora tender kg hacia el infinito y usamos el hecho que la sucesiéon es de Cauchy para obtener la la
subsucesion (fp, )ken converge en los espacios de Lorentz LP. Para terminar, como estamos trabajando sobre
espacios cuasi-normados la sucesion (f,)neny de Cauchy es convergente hacia una funcién f € LP9. |

Proposicién 13 (Inclusiones - Medida finita) Sea (X, .o/, 1) un espacio medido de masa total finita. St 0 <
p < q < 400 entonces para todo 0 < r < +00, los espacios de Lorentz LT (X, o, u,K) estdn contenidos en los
espacios LP* (X, of | 1, K) para todo 0 < s < 400.

Prueba. Supongamos para empezar que 0 < s < 400. Sabemos por el resultado general dado en el Teorema
7 que se tienen las inclusiones L%" C L% para todo 0 < r < 400, lo que se refleja con la desigualdad (19), es
decir || f||pace < C||f]|Lar- De esta manera, lo inico que debemos verificar es la mayoracién siguiente

1_1
[fllzrs < Cs,p, @) (X)) (| paree, (21)
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1
en donde se tiene 0 < p < ¢ < 400, 0 < s < +ooy C(s,p,q) = <—8(5gp)> s

Ahora, como tenemos la identidad f = flx, por el punto 5) de la Proposicién 5, pagina 8, tenemos la
mayoracion (f1x)*(t) < f*(t)1jy ux) ¥ como la medida del conjunto X es finita, podemos escribir

e = it = (7 (omro) §) < ([ Grome) §) = ([ (o) §)

como 0 < p < g < 400, entonces

WO e\ ; - e
(/0 (15 1)) 7) - (/0 t t(f)(t)dt> < sup{tt (1) (/0 t dt) ,

y después de integrar se obtienen las mayoraciones

0 =

pq 1_1
1l < [1fllzo (W) W(X)5 3,

de donde se deducen las inclusiones L% C LP-5,

El caso cuando s = 400 es totalmente similar, en efecto: por los mismos argumentos utilizados aqui arriba
tenemos (puesto que 0 < p < g < +00)

1 1 . 1 1,11
trfr(t) = tr(flx)"(t) <tr f5 () Ljo,ucx) =t f(R)tr Lo u0x)

< igg{t%f*u)}um

= =
Q=

1_1 . . . .,
hemos entonces verificado la mayoracién Ipoo < pu(X)p a Laoo, que implica la inclusién L9 C LP°°, lo
7 )
que junto con las inclusiones generales dadas en el Teorema 7 permite terminar la demostracién de la proposiciéon. B

Es importante notar que la hipdtesis p < ¢ no puede ser dejada de lado, pues caso contrario es posible encontrar
sin mayor dificultad contraejemplos para las inclusiones consideradas.

3.4. Un primer estudio de normabilidad de los espacios de Lorentz

El resultado siguiente nos proporciona pues un primer estudio sobre la normabilidad de los espacios de Lorentz.

Teorema 8 (Normabilidad) Sea (X, <7, 1) un espacio medido resonante. Si los indices p,q verifican 1 < q <
p < 400 entonces el espacio de Lorentz (LPUX, o/, u,K), || - ||1r.a) es un espacio normado.

Demostracién. Cuando 1 < p < 400 y si p = ¢, entonces no hay nada que demostrar pues los espacios de
Lorentz se reducen en este caso a los espacios de Lebesgue LP que son espacios de Banach.

q9_
Suponemos entonces que 1 < ¢ < p < +4o0o. En estas condiciones, la funciéon ¢t —— t» ! es continua y
q9_ q_
estrictamente decreciente sobre [0, +00[ y tenemos por la Proposicién 7, pagina 10, la identidad (¢» 1)* =¢r L.
Ahora, como por hipdtesis el espacio medido es resonante, disponemos por definicién de la identidad (13), pagina

12, y podemos escribir

If +alima = /0*"%51<f+g>*q<t>dt>3:<sup [ 1@+ st @)

. c 1. . ., 4_1 .
en donde el supremo es tomado sobre toda las funciones h equidistribuidas con la funcién t» . Reescribimos
ahora esta identidad anterior de la siguiente manera

1
q

I + gllzra = sup ( J |t + at@ina): qdu(w)> ,
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y puesto que 1 < g < 400, podemos aplicar la desigualdad de Minkowski usual y la subaditividad del supremo
para obtener

15 + alla < sup ([ |f<as>|q|h<x>|du<x>>; wsup ([ lonlants))”

Utilizando una vez mas el hecho de que el espacio medido es resonante, que se tiene la férmula (t%_l)* —tr ! y
que se tiene la identidad (13) escribimos

I+ ol < ( [ +Oot%_1(|f|q)*(t)dt>% +(f +OOvf%‘1<|g|q>*<t>dt)é ,

finalmente, utilizando el punto 3) de la Proposicién 4, pagina 7, tenemos

oo a_1 * % oo 41, & %
£+ gl < ([ 67 wra) + ([ 67 g @)
0 0
< N fllzea + ligllzra,
lo que termina la demostracién de la desigualdad triangular. |
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