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1. La funcién maximal f*

Tenemos dos definiciones de los espacios de Lorentz LP? con 0 < p < +oc0y 0 < g < 4o00:

e ya sea utilizando la funcién de distribucién dy:

v =i ([ ()" )"

e ya sea por medio de la funcién de reordenamiento decreciente f*:

[ fllzea = (/O+OO (t%f*(t))q %) 7 |

con las modificaciones del caso en ambas expresiones cuando ¢ = +o0.

Sin embargo, ninguna de estas dos expresiones permitia obtener directamente la desigualdad triangular para esta
funcional pues no se tiene a disposicién estimaciones puntuales del tipo

dpig(a@) <df(a) +dg(@) o (f+9)"() < f7(1) +97(1),

como hemos visto con los contraejemplos correspondientes.

La idea es entonces reemplazar las funciones de distribucién dy y de reordenamiento decreciente f* por una

funcién diferente, que notaremos f*, que si nos permita obtener este tipo de desigualdades puntales.



1.1. Definicion y justificacion

Definicién 1 (Funcién maximal f*) Sea (X, o7, u) un espacio medido y sea r un real tal que verifica la con-
dicion 0 < r < +00. Si f es una funcion medible definida sobre X y a valores en K, definimos entonces la funcion
mazimal f* :]0,4+o00[— [0, +o0] por medio de la expresion

=3[ t(f*)f(s)dsf . )

En el caso cuando r = 1, notaremos mas simplemente f** = fi™.

Vamos a justificar su denominacion de funcion mazximal y para ello fijaremos r = 1. Sabemos por la desigualdad
de Hardy-Littlewood, que si f y g son dos funciones integrables definidas sobre el espacio medido (X, 7, u) a
valores en K, entonces

+o00
/ F@e@ldu@) < [ F(s)g*(s)ds.

0
Fijemos ahora la funcién g(x) = 1 4(x) con u(A) = t. Sabemos entonces que se tiene g*(s) = 1o ,(4)((s) = Lo 4((5),
y por lo tanto la desigualdad anterior se escribe

[ 1@t < [ (s)a

de manera que dividiendo ambas partes de esta estimaciéon por p(A) =t obtenemos

|f ()| dp( fH(s)ds = f7(1). (2)
i [ oo < [

Esto significa que el promedio de la funcién |f| sobre todos los conjuntos de medida ¢ es siempre controlado por
el correspondiente promedio de su funcién de reordenamiento decreciente f*, que es por definicién igual al valor
de la funciéon f** evaluada en t¢.

Pero esto no es todo, por la misma desigualdad de Hardy-Littlewood, aplicada esta vez al caso del intervalo
t

10, +o0[, tenemos que la cantidad n f*(s)ds es maximal (por ser la funcién f* decreciente) si se la compara con

todos los promedios posibles de la funcién f* sobre intervalos de tamano ¢. Es entonces esta propiedad de “doble”
maximalidad que explica el nombre dado a la funciéon f**.
1.2. Ejemplos

Consideremos ahora un par de ejemplos de determinacién de la funcién f;*.

(i) Sea (X, .7, ) un espacio medido y sea A un conjunto de p-medida finita. Si consideramos su funcién indi-
catriz f(x) = 1a(7), sabemos que la funcién de reordenamiento decreciente asociada es f*(s) = 1y ,(a)((5)

y por lo tanto tenemos
1 T G
=7 [0reds) = (7 [ o)

y a partir de esta expresién vemos que si se tiene 0 < ¢ < pu(A) entonces f,*(¢) = 1, mientras que si u(A) <t
1
obtenemos f*(t) = <“ (A)) En la figura a continuacién representamos esta funcion:

Es decir, tenemos para esta funcién indicatriz

o 1 si0<t<pu(A), 5
()= <&ﬂ)r si p(A) < t. ®)

=

[\)



f**
r

1(A)

Figura 1: La funcién f;* asociada a una funcion indicatriz.

(ii) Veamos ahora otro ejemplo. Fijemos un real 0 < r < 400 y sobre el intervalo |0, +oo[ dotado de su estructura

natural consideramos la funcién f(z) = xii con 0 < r < p < 400, que es una funcién real, continua y
estrictamente decreciente, obtenemos entonces que es igual a su funcién de reordenamiento decreciente, es
decir f*(s) = s_%. A partir de estas observaciones, es sencillo deducir la expresién explicita de la funcién
maximal correspondiente y aplicando directamente la definicién (1) se obtiene

*ok p —=
t) = t r.
[ () ,

Notese bien aqui el rol del parametro r y de la condicién 0 < r < p: esto permite evaluar la integral que

define la funcién f;*. En particular, es importante observar que no es posible considerar el caso cuando p = r

pues en esta situacion la integral de la expresién (1) no estaria definida.

Este ejemplo muestra que, salvo una constante multiplicativa, la funcién maximal f* preserva las funciones
1

(reales) del tipo z~ » cuando se tiene la condicién 0 < r < p < +o0. En las lineas siguientes veremos la
utilidad de esta propiedad.

1.3. Propiedades

Proposicién 1 Sea (X, o, 1) un espacio medido, sea 0 < r < 400 un real y sean f y g dos funciones medibles
definidas sobre X a valores en K. Tenemos entonces los puntos siguientes.

1) Se tiene (|f]);* = f7* y la funcién mazimal f* es una funcién positiva, decreciente y continua sobre |0, +o0l.

Ademas, si f y f son dos funciones equidistribuidas, entonces se tiene f* = fX*,

2) para todo A € K*, tenemos la identidad (\f)5* = |\ f*,
3) si se tiene la estimacion |g| < |f| en p-casi todas partes entonces para todo t > 0 se tiene gi*(t) < fF*(t),

4) st (fn)nen €s una sucesion creciente de funciones medibles tal que se tiene la estimacion | fn(z)] < |f(x)| en
w-cast todas partes y st ademds se tiene el limite h'rf |fnl = |f| en p-casi todas partes, entonces tenemos
n——+0o0

la desigualdad f'*, (t) < f*(t) y Erf 12, @) = f5(t) para todo t > 0,

5) La funcion mazimal f* es idénticamente nula si y solo si se tiene f =0 en u-casi todas partes.

Prueba.
1) La identidad (|f|)* = f,* se deduce directamente la propiedad correspondiente (|f])* = f* de las funciones

de reordenamiento decreciente. A partir de este hecho se obtiene sin problema que la funcién f* es positiva.

El hecho que la funcién maximal es decreciente se deduce del siguiente hecho general que enunciamos por
separado en el lema a continuacién.



Lema 1 Sea ¢ una funcion a valores reales definida sobre |0, +oo[, decreciente y positiva. Si x,y son dos reales
tales 0 < x <y, entonces tenemos la estimacion

L et < 2 [ ptsgas

Prueba. Como la funcién ¢ es decreciente tenemos por un lado la mayoracién
y y
o ["etsds <o [ p@ids = (o - 2)aeo)
xT xT

T
y por otro lado la estimacién 0 < / (cp(s) — cp(x))ds, pues sobre el intervalo s €]0,z] se tiene el con-
0

x
trol p(s) > ¢(z), lo que a su vez implica la estimacién zf(z) §/ ©(s)ds, de esta manera la prime-

y xT
ra mayoraciéon aqui arriba se reescribe x / o(s)ds < (y — x) / ©(s)ds, y por la linealidad de la inte-
T 0

y T x
gral obtenemos x/ w(s)ds + x/ p(s)ds < y/ ©(s)ds, de donde se deduce sin problema la desigualdad
T 0 0
y T
T / o(s)ds <y / ©(s)ds, lo que concluye la prueba de este lema. |
0 0

De esta manera, para obtener que la funcién maximal f;* definida por medio de la férmula (1) es decreciente,
es suficiente aplicar este lema a la funcién (f*)" que verifica todas las hipétesis necesarias.

La continuidad de esta funcién f* se obtiene por la continuidad de la integral con respecto a la cota superior.

Finalmente, si f y f son dos funciones equidistribuidas, se tiene f* = f*, de donde se obtiene por definicién
de la funcién maximal la identidad f* = f}*.

El segundo punto se deduce sin problema de la propiedad (Af)* = |A|f* de la funcién de reordenamiento
decreciente.

Se obtiene este punto reconstruyendo la funcién maximal f;* dada en (1).

*k
rn

Gracias al punto 3) anterior obtenemos la mayoracién (t) < fF*(t) y el paso al limite se basa en el

teorema de convergencia monotona.

Para el ultimo punto, se tiene f* = 0 si y solo si la funcién de reordenamiento decreciente f* es nula, lo
que es equivalente al hecho que la funcion inicial f es nula en p-casi todas partes. |

Proposicién 2 Sea (X, o, 1) un espacio medido, sea 0 < r < +oo un real y sea f una funcion medible definida
sobre X a valores en K. Entonces se tiene la desigualdad

1) < [ @),

para todo 0 < t < +00.

Prueba. Como la funcién f* es decreciente se tiene sobre el intervalo 0 < s <t que f*(s) > f*(t), de manera que
podemos escribir

o= (7 t(f*)”(S)dsf > (rror [ ds)’l" - 1),

lo que termina la verificacién de esta proposicién. |

Vemos entonces que la funcién maximal f* siempre controla a la funcién de reordenamiento decreciente f*.
Una consecuencia particular de este hecho es el siguiente resultado.



Proposicién 3 Sea (X, o/, 1) un espacio medido, sea 0 < r < +oo un real y sea f una funcion medible definida
sobre X a wvalores en K. Si f € L™(X, o/, u,K), entonces se tiene

[fllLee = sup f7(2).
t>0
Prueba. Por el resultado anterior tenemos supf*(t) < supf,;*(t), pero como la funcién f* es decreciente se tienen
t>0 t>0

las identidades sup f*(t) = f*(0) = ||f ||z, de donde se obtiene la mayoracién || ||z < sup f;*(¢). Por otro lado,
>0 >0

por la definicién de la funcién f;* y utilizando el decrecimiento de la funcién f*, tenemos

ﬁ%wz(%Aﬂﬁywmﬁiwam<%ﬁﬁﬁi=f%m=nﬂmm

de donde se obtiene el control sup f,*(¢) < ||f|| 1. [ |
>0

Proposicién 4 Sea (X, o, 1) un espacio medido y sean r,t dos reales tales que 0 < r < +o0 y 0 < ¢t < p(X).
Sea f una funcion medible definida sobre X a valores en K.

1) Si el espacio medido es resonante, entonces tenemos la identidad

f7) = sr)pt< /If )" dp(a >

2) Si el espacio medido es fuertemente resonante, entonces existe un conjunto medible A tal que u(A) =t y tal

que se tenga la identidad
1
* 1 r T
0= (3 [rerdnw)
A

1) Debemos verificar que se tiene la identidad

ffm=<§[uwwm§i=g§t( [ i@l dute )

Tenemos (f*)" = (|f]")*, de manera que si definimos |h| = |f|", podemos reescribir la identidad buscada de

la siguiente manera:
1
I "
<—/ h*(s)ds) = sup < /\h )| dp(z )
tJo (A

Ahora, como se tiene 0 < ¢t < u(X) y como el espacio medido es resonante, existe un conjunto medible A € X
tal que se tenga pu(A) = t. Si definimos g(z) = 1 4(z), entonces la funcién de reordenamiento decreciente
estd dada por g*(s) = Ljg ,4)[(8) = Ljg(s). En este punto observamos que una funcién g es equidistribuida
con g siy solo si |g| es igual en p-casi todas partes a la funcién caracteristica de algin conjunto medible B
tal que pu(B) = u(A) = t. Entonces, como por hipétesis el espacio medido es resonante tenemos

Prueba.

+oo
Amww@wwﬁhmwm

w(A)

de manera que dividiendo esta identidad por t, reemplazando la expresion de la funcién h y extrayendo la
raiz r-ésima en ambas partes de esta féormula se obtiene la identidad deseada.

2) El caso de espacios fuertemente resonantes es totalmente similar y hasta un poco mas sencillo de estudiar
puesto que en esta situaciéon no hace falta tomar el supremo: por hipétesis de resonancia fuerte disponemos
de una funcién que realiza la identidad. |



Corolario 1 (Subaditividad de la funcién maximal f**)
Sea (X, o, 1) un espacio medido resonante y sean f,g dos funciones medibles definidas sobre X a valores en K.
Si 1 <r < 400, entonces se tiene la siguiente desigualdad puntual

(f +9)7(8) < F77(1) + 9.7 (1),

dicho de otra manera, en los espacios medidos resonantes, la funcion mazimal f}* es subaditiva.

Prueba. Por el primer punto de la Proposicién 4 anterior, si r > 1 tenemos:

<f+g>:*<t>:<sup /!f )+ g dpu(e >>T,

w(A)

de manera que usando la desigualdad de Minkowski y la subaditividad del supremo obtenemos la mayoraciéon

(f+9)™(@) < (Malptu /If )" dp(z >+<sr)ptﬂ /Ig )" dp(x )

aplicando una vez mds la Proposicién 4 escribimos (f + ¢)=*(t) < f*(t) + ¢£*(t), es decir que hemos obtenido la
subaditividad de la funcién maximal cuando 1 < r < +oo. [ |

En el caso cuando 0 < 7 < 1, no se tiene la desigualdad de Minkowski que permite obtener la subaditividad,
pero se tiene el resultado a continuacion.

Corolario 2 Sea (X, o7, 1) un espacio medido resonante y sean f,g dos funciones medibles definidas sobre X a
valores en K. Si 0 < r < 1 es un pardmetro real, entonces tenemos la desigualdad

((f +9):7)" () < (f7)" () + (g7)" (B)

Prueba. La verificacién de este hecho es muy similar a la del corolario anterior y se basa en la Proposicion 4. En
efecto, aplicando el primer punto de esta proposicion podemos escribir

(497 0= s / (@) + 9(@)|"du(z),

pero como 0 < r < 1, tenemos la desigualdad puntual |f(z) + g(z)|” < |f(2)|" + |g(z)|” de manera que por la
subaditividad del supremo obtenemos

((f+9)7)" @) < Sllpt‘u /\f )W dp(x) + sup /\g )" dp (e

u(A) A)=t :U'

es decir, utilizando otra vez la identidad del primer punto de la Proposicién 4, hemos obtenido la mayoracién
(f+9)E)" @) < (fF) () + ()" (t), lo que termina la prueba del corolario. |

Es posible generalizar el resultado anterior a espacios medidos generales.

Teorema 1 Sea (X, .o/, u) un espacio medido o-finito. Si f y g son dos funciones medibles definidas sobre el
conjunto X a valores en K, entonces tenemos la desigualdad puntual siguiente para todo 0 < t < +oo y todo
0<r<l1:

((f+9)7) (0 < (f7) () + (97)" (1)
En el caso cuando 1 < r < 400 tenemos en cambio la mayoracion

((f +97) @) < (£7) @) + (977) (B),

en particular, cuando r = 1 la funcion mazximal f** es subaditiva.




2. Tercera definicién de los espacios de Lorentz LY

Definicién 2 (Funcional ||| - |||q.r) Sea (X, %7, 1) un espacio medido y sea f una funcion medible definida sobre
X a valores en K. Sean r,p, q tres indices reales tales que 0 < r < p < +oo yr < g < +00. Definimos entonces la
funcional ||| - |||p,q,r por medio de la expresion

lbar = ([ (52" %) . ()

En el caso 0 <r < p < 400 y ¢ = +00 tenemos
1
11 lllpoor = sup { ¢ £7()} (5)
t>0

Cuando r =1, por simplicidad notaremos |||f]||p.q en vez de ||| f|l|p.q.1-

(i) Sobre el espacio medido (X,.e/, ) consideramos la funcién indicatriz f(z) = 14(z), en donde A es un
subconjunto de p-medida finita de X y suponemos que se tiene 0 < r < p,q¢ < +oo. Entonces, de forma

1 - 1
inmediata tenemos || f||zr = u(A)? y || fllzre = (g) “ u(A)r. Gracias a la expresiéon de f* calculada en la

péagina 2, obtenemos sin dificultad

400 1 % ' '
N lpgr = (/0 <t5 <]l}07M(A)[(7f) +]l[M(A),+oo[(t) (@) )) %>

1
too g 1_1 1 qadt\a
= (/0 <t”]l]0,u(A)[(t)+tp TM(A)T]I[;L(A),Jroo[(t)) 7) :

Utilizando el soporte disjunto de las dos funciones que conforman la integral anterior y el hecho que se tiene
0 < r < p, obtenemos

i llpgr = ( [ / ?:t%%IM(A)%dt>
- (e (et - 0 (2

. . . . .
Todos estos céalculos, a pesar de ser sencillos, son muy reveladores del comportamiento de la funcional
Il - |lp,g,r- Observamos primero que cuando se tiene 0 < p,q < +o0, las tres funcionales || - ||zr, || - ||Lra
¥ ||| - |llp,q,r miden el tamafo de las funciones indicatrices de manera muy similar: en cada una de estas

Q=
kS

1
funcionales la informacién relevante estd dada por u(A)r.

Una segunda observacién tiene que ver con la condicién 0 < r < p exigida en la Definicién 2: dado que la

funcién maximal f** asociada a una funcién indicatriz de un conjunto de medida finita no es una funcién
T

a soporte finito, esta condicién es indispensable para poder evaluar la segunda integral en el calculo de la

funcional |||-|||p q,» realizado aqui arriba. Nétese que la condicién < ¢ no interviene en los célculos anteriores

y sera considerada mas adelante.

1
(ii) Sobre el intervalo |0, +oo] estudiamos ahora funciones reales del tipo f(z) =2 7 con 0 < r < p < +00.
Estas funciones no pertenecen a los espacios de Lebesgue LP pero tenemos que || f||zr.cc = 1, es decir que
estas funciones si pertenecen a los espacios de Lorentz LP*°.

Vamos ahora a evaluar la cantidad ||| f|||p,c0,» segin la férmula (5). Sabemos por el ejemplo (ii) de la pagina

1
3 que se tiene f*(t) = ;E:t 7, de manera que

Al =sup {2770} =sup { s (2 ) e} = 2
t>0 t>0 p—r p—r




como vemos, la funcional ||| - ||[pc0, también tiene sentido al estudiar las funciones de este tipo, y la tnica

diferencia con la funcional || - || r.c estd dada por la constante ]%.

Proposicién 5 (Hardy) Sea f una funcion positiva definida sobre el intervalo 0, +o0[ dotado de su estructura
natural. Si « y B son dos pardmetros reales tales que 1 < a < 400 y 0 < B < 400, entonces tenemos las

desigualdades siguientes
Hoo t ¢ dt o) +oo o ds
([7([ 1) ) <5 ([ erorn) ©

(U T02) w5) =5 () seras) "

Q[=
Q=

Q=
Q=

Prueba. Para la desigualdad (6), tenemos al elevar a la potencia a-ésima:

[ ([rom) e [ ([rorta)

y nos interesamos en la integral entre paréntesis, que reescribimos de la siguiente manera

t 5 \° /tf(s)ds i N /t [f(s)s a+1] ~14
</0 fs)t 2ds> — W _ <_> 0 /Otsglds

B
Ahora aplicamos a esta ultima expresién la desigualdad de Jensen (ver el Teorema 4.3.4 del Volumen 1) con

8,
respecto a la medida ff“ﬁicfs -notar que la medida del intervalo [0, ] con respecto a esta medida es exactamente
08 ds

1- para obtener

de donde se tiene

Uotf(s) _gd8>a = (%)H /Ot (F(s)s~5+1) s s 5,

A partir de esta estimacién reconstruimos la expresion (8) para obtener la desigualdad

o a—1 00
/+ (/f )~ ad8> tldt<< ) /+ / Sgldstgdil
a-1 ptoo +00 o g1 & dt
< (%) /0 (/0 (sf(s)"s B 132]1{s<t}(8)d8> thrl.

Finalmente, aplicando el teorema de Fubini se tiene

[T ([ o) S (5) [ erers e

lo que termina la demostracién de la primera desigualdad al extraer la raiz a-ésima de esta expresién.

La segunda desigualdad (7) sigue exactamente los mismos argumentos anteriores de manera que los detalles
son dejados al lector. |



Es importante notar que para poder aplicar la desigualdad de Jensen son necesarias las dos condiciones a > 1
y 8 >0.

Teorema 2 (Caracterizacién equivalente) Sea (X, .o, ) un espacio medido. Sean p,q,r tres indices reales
tales que
O<r<p<+ooy r<qg< 4o0.

Para toda funcion f que pertenece al espacio de Lorentz LP9(X, of , u,K) tenemos las desigualdades

1
p T
[fllzra < [fllpgr < <p—r> [nalyzes (9)

Es decir que las cantidades || - |[Lra y ||| - |||p,q,r definen espacios equivalentes.

Demostraciéon. La primera estimacion es inmediata gracias a la Proposicion 2 en donde se tiene el control
puntual f*(t) < f*(t): en efecto, a partir de esta desigualdad, y utilizando las propiedades de monotonia de
las integrales consideradas, es suficiente reconstruir las funcionales para obtener, en el caso 0 < r < p < 400 y

r < q < +oo: R .
e = ([ @) ) < ([ (E50) E) =l

1 1
En el caso 0 <7 < p < 400y ¢ = 400 tenemos || f||pp.c = sup {ﬁf*(t)} < sup {ﬁf:*(t)} = ||| f1llp,00,r- Para la
>0 >0

segunda parte de (9), en el caso 0 < r < p < 400y r < ¢ < +00, utilizamos la definicién de la funcién maximal
[ dada en la expresién (1) para escribir

oo 1 0 1 % I S %
[t - [ L)) 8- [ (frore)

En este punto aplicamos ahora la desigualdad de Hardy (6), con a =%y =1

+oo t G dt +00
P 1 qds
ra) e (o)
(o) #5m= () [ (o)
es decir que se tiene

Wil = [ (o) S < () /0+°°(s%f*<s>)q%g(pﬁr)%ufu%p,q,

y al extraer la raiz g-ésima de estas estimaciones se obtiene la cadena de desigualdades (9).

— 1. para obtener
p

S

Sk

En el caso cuando 0 < r < p < 400 y r < ¢ = 400 escribimos

1 1 /1 - 1 /1 [t ro_r .
N lpoor = sup{tﬂf:*(t)}:sup tp <—/ f*(s)’ds) =sup\ tr (—/ f(s)"srs Pd5>
>0 >0 tJo >0 t Jo
1
1 1 /1] t r T
supise f*(s)psup< te | - s »rds
s>Ig{ f()}t>g{ <t/0 > }
) 1 1
1 _ T Is
< fllinee sup{tp (—( P >t1 ) }=< L ) T
t>0 t\p—r b—r

lo que termina la demostracién del teorema. |

IN

hSA bt

Observaciéon 1 Las condiciones r < py r < g exigidas para obtener la equivalencia de estas funcionales provienen
de las desigualdades de Hardy enunciadas en la Proposicién 5. Pero esto no es un simple detalle técnico pues en
caso de no tener estas relaciones entre los indices p,q y 7 es posible exhibir contraejemplos que muestran que las
funcionales ||| r.a ¥ |||-|||p,q,» O sON equivalentes, en efecto, se puede ver sin problema que se tiene |||-|||1,00,1 = |||l £t
y sabemos que el espacio L' es muy diferente al espacio L.



2.1. Distancias en los espacios de Lorentz

Teorema 3 (Distancias en los espacios de Lorentz) Sea (X, .o/, )
un espacio medido. Sean r,p y q tres indices reales tales que se tenga 0 <r < p < +oo yr < g < +o0o. Entonces
los espacios de Lorentz LP9(X, o7, u, K) son metrizables con la métrica definida por

d(f,9) = [Ilf = glllpq.r

Demostracién. Empezamos con el caso cuando 0 < 7 < p < 400y r < g < +00. Si f,g € LPYX, o/, u,K),

tenemos entonces
+o00o d g
A1) =1 = llqr = ( | (v —g>?*<t>)q7t> |

Se tiene sin problema la propiedad de simetria d(f, g) = d(g, f) y la propiedad de separabilidad, d(f,g) =0 <~
f = g, se obtiene por el punto 5) de la Proposicién 1, pdgina 3.

Al

Solo queda por verificar entonces la desigualdad triangular para esta distancia, es decir d(f,g) < d(f,h) +
d(h,g), en donde f,g,h € LP1(X, o/, u,KK). Para ello escribimos

Hoo a_ kx\T 4
dr)f = [ TG -y ) a
y aplicamos el Corolario 2, pagina 6, que nos proporciona la desigualdad puntual
(f=h+h—=g))" &) <((f=h)) @)+ ((h—9):")" (),

+o0o
1o que nos permite escribir d(f,g)* < / tp ! [((f =h)) &)+ ((h—g))" (t)]% dt. Escribiendo la expresién
0

3

anterior de una forma mas adecuada se tiene

+00 q T q T
d(f.9)" < /0 G5 (=m0 + 457V (=97 ()],

sk

q 1 T q 1 T q +00 q
sinotamos p(t) = t'» Ve ((f = h)F)" (1) y w(t) = t'» V4 ((h — g);*)" (1), tenemos d(f, ) < /0 (1) + (D))" dt.

a
Luego extrayendo la raiz g—ésima se tiene d(f,g) < </ [p(t) + 1/)(75)]% dt> , pero dado que r < ¢, se tiene 1 < 2

y entonces podemos aplicar la desigualdad de Minkoswki usual en la integral anterior para obtener

aro<( [ - w(tﬁdt)g +( 0+°Ow<t>%czt>g

Volviendo a las definiciones de las funciones auxiliares ¢ y 1, obtenemos la estimacion:

d(f.9) < (/O+OO Gt (TRl (t))g dt>g + (/O+OO ({55 (= g7y (t)>g dt)

(/O+OO (7 =mr )’ %) + </O+OO (-9 )” %)g < d(f,h) + d(h, g),

de manera que hemos obtenido la desigualdad triangular para esta distancia.

3

IN

En el caso cuando 0 < r < p < 400 y r < ¢ = 400, utilizando el Corolario 2 escribimos

tr (f=9))" (@) = v ((f=h+h—g);") (&) <tr ((f = h);")" (&) +t7 ((h—g);")" (1),
tomando el supremo sobre t > 0 y gracias a la definiciéon de la funcional
|| [||p,c0,r dada en la férmula (5) obtenemos

d(f,9) = lIlf = 9lllp,oor <M = Plllp 00, + 110 = 9lllp,00,r = d(f; 1) + d(R, g),

y esto termina la demostracion del teorema. |

Observacién 2 Este resultado hace que todos los espacios de Lorentz LP? con 0 < p < 400y 0 < ¢ < 400 son
espacios métricos completos.
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2.2. Normas en los espacios de Lorentz

Teorema 4 (Normabilidad de los espacios de Lorentz) Sea (X, .7, 1) un espacio medido no atémico. Si los
indices p,q que determinan los espacios de Lorentz verifican las condiciones

1)1<p<+ooyl<g<+oo,

2) p=q=10p=q=+o0,

entonces los espacios de Lorentz (LP9(X, o/, 1, K), ||| - |||p.q) son espacios normados.

Demostracién. Solo nos interesamos al primer punto pues el segundo corresponde a los espacios de Lebes-

gue L' y L™ que ya han sido tratados. Recuérdese que por simplicidad hemos notado ||| - |||p.q = ||| - |/|p.q.1, de
manera que la funcién maximal que interviene en esta funcional dada en la Definicién 2 es la funcién f** = fi™.
Con esta observacién en mente, debemos pues verificar los tres axiomas de norma para la funcional ||| - ||| La

separabilidad de esta funcional, es decir |||f|||,; =0 <= f = 0 en p-casi todas partes, se obtiene por el punto
5) de la Proposicién 1, pagina 3, mientras que la homogeneidad, es decir ||| f]||p.q = |A| ||| f]l|p.q Para todo A € K¥,
se deduce sin problema del punto 2) de la misma Proposicién 1. Basta verificar que la desigualdad triangular
es valida para la funcional ||| - |||, 4. Entonces, si f,g : X — K son dos funciones medibles que pertenecen al
espacio de Lorentz LP9(X, o/, u,K), debemos demostrar la mayoracion |||f + g||p.q < || f|llp.q + I1f]||p.q- Para ello
utilizamos el Corolario 1 de la pagina 6, que nos proporciona la desigualdad puntual (f + ¢)**(¢) < f**(¢t) + g™ (¢).
Notese bien que esta estimacion se tiene bajo las condiciones 1 < p < 400y 1 < g < 400, lo que corresponde
con las condiciones exigidas en el primer punto del teorema. Ahora, a partir de esta estimacién reconstruimos la
funcional ||| - |||, vy podemos escribir, en el caso cuando 1 < ¢ < +o0:

et = ([ G 8) < ([ ooy 2)

</O+OO <t%‘5f**(t) +t;_fllg**(t))th>5 ,

y como se tiene 1 < ¢ < 400, podemos aplicar la desigualdad de Minkowski usual en la integral anterior para

oo a1 NG . too 11 Na q
obtencr (17 +lla < ([ (870r00) ) ([ (5757 0) @) " < la-+ ol 1o que de

muestra la desigualdad triangular cuando 1 < ¢ < +oo0.

IN

Cuando ¢ = 400, utlizamos la misma estimacién puntual y la subaditividad del supremo para escribir

1 % 1 1
I+ glllpee = sup{es(f+9y*@®)} <sup {er (0} +sup {t2g™ (1)} <l flllpoc + llglllpoc-
t>0 t>0 t>0

lo que termina la demostracién del teorema. |

Corolario 3 Sea (X, <7, 1) un espacio medido no atémico. Si los indices p,q son tales que
1) 1<p<+c0yl<g<+oo,
2)p=q=1lop=q=-+o0,

entonces los espacios de Lorentz (LP9(X, o/, 1, K), ||| - |||p,q) son espacios de Banach.
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2.3. Problemas de normabilidad

Teorema 5 (Espacios de Lorentz no normables) Sea (X, <7, 1) un espacio medido no atdmico. Los espacios
de Lorentz LPU( X, o7, u, K) no son normables para los siguientes valores de los indices p y q:

1) 0<p<1lyl<qg<+oo,

2) 0<p<+4o00yl<g<l,

3)p=1yl<q<+o0.

Demostracién. La idea general de la demostracion es construir una sucesién de funciones (f;);jen tales que
n
20
J=1 LPa
n n
E Hf J H Lp.a
j=1

— 400, (10)
—+00

y esto muestra que no existe ninguna norma equivalente a ||-||z».« pues nunca se obtendréd la desigualdad triangular.
Para verificarlo vamos a exhibir contra ejemplos adaptados a cada uno de los casos considerados en el Teorema 5.

Es importante precisar que, puesto que estos espacios son invariantes por reordenamiento decreciente y dado
que la medida es no atémica, es suficiente estudiar la no normabilidad cuando X = [0,1] 6 X = [0, +o0[ (dotado
de la medida de Lebesgue). En efecto, las propiedades estudiadas aqui de las funciones definidas originalmente
sobre un espacio medido arbitrario (X, <7, ) pueden transportarse al dominio de definicién de la funcién de dis-
tribucién y es asi que se obtienen uno de estos dos casos anteriores segin si la medida del conjunto X es finita o no.

Con estas observaciones preliminares pasemos ahora si a la verificacién del teorema.

1) Caso 0 < p < 400y 0 < g < 1. Vamos a considerar la sucesién de funciones (f;);jen definida sobre [0, 00|

por
1

4)997 & O<ax<279P
ra—1 () ,

0 sino.

oo
Vemos facilmente que || fj||Lr.c = 1 paracada j = 1,2, ..., en efecto || fj[|%,., = <g> 2”/ t%_lll[o 9o—p[(t)dt = 1.
p 0 ’

De esta manera obtenemos que el denominador de la expresién (10) es igual a n.

n

Ocupémonos ahora del numerador, es decir de la expresién Z fi . Para ello notamos v, (x Z iy

j=1 Lra
calculamos la funcién de reordenamiento decreciente v (¢). El lector puede darse cuenta sin mucho esfuerzo
(al tratarse de funciones indicatrices de conjuntos) que se tiene la siguiente expresién

1/1;3(’5) = (%) 02 nP[ (Z 2k> +Z]1 2—(+1)p 2— JP[ (Z 2k> 5

de donde se deduce el siguiente calculo

q 9—np . n q q n—1 2—Jp 0y J a
N - (£ tr 2k | dt + <_> / tr ok dt,
% (p) / (Z ) p) 2 i\ &

k=1

1

Q|

12



es decir

n a9 n-1 7 q n q n—1 j
[¥nllipe = 27" (Z 2’“) +) 27791 —279) (Z 2k> = (Z 2<"k>> +(1-2" Z (Z o—(i—k
k=1 j=1 = k=1
= 20(1-2"")"+(1-2" qu (1—279)*

Puesto que 0 < ¢ < 1y que (1 —277) < 1 podemos escribir (1 —277) < (1 —279)9 y obtener

n—1

Wallzrs 2 29 (1=27)"+ (2113 (1-27) 2 (2 = 1) (n—2427""),
j=1

1 1
y se tiene entonces la minoracién |1, ||re > (29 — 1)a(n — 2 + 27" 1)4. De esta manera, volviendo a la
expresion (10) se obtiene, dado que 0 < ¢ < 1:

Q=

n .
HZH ff‘ ra o (n—2+427") o
Z?:l Hfj”Lp,q N n n—+00 ’

de donde se deduce que en este caso los espacios de Lorentz LP'¢ no son normables.

Caso 0 < p<1ly1l<gq< +o00. Supongamos primero que ¢ < +0o y fijemos un parametro real € tal que
l<e< %. Definimos entonces las funciones f; sobre [0, +oo[ por

1
= 1
(—q)qufre si j—-1l<az<y,

0 sino.

Observemos que, para todo j = 1,2, ..., se tiene || fj||rr.e <1 pues 1 <e < %. En efecto:

—+o00
q ‘1 _q
Wil = (p) /0 gy (8)5 5 de = 5

es decir || fjllLra = - %17 Z fi . De la misma manera que anterior-
j
7j=1

Lp:a
1

1
mente, escribimos iy, (z) = 37, fj(x) = (%) ! Z?le_Eﬁ]l[j_Lj[(m). Puesto que estamos trabajando con

funciones indicatrices de conjuntos no es dificil ver que se tienen la identidad ;) = v, por lo tanto

q
+00 n n . 9
q i -qe Jj—1\r
HT/JnHqu = <5>/0 tr! Z] ]l[J 1][( )| dt = Z]q (1 - <T> ) .
J=1

7j=1

1
JT’ es decir ||ty || Lpa > <Z" qu‘f*l) ?. v haciendo

Cn®. Por lo tanto, regresando a la expresién (10)

q
Ahora, como 0 <p <1y 1< g+ oo tenemos (]JI)P <
una comparacién suma-integral obtenemos |1y, ||1r.a >

podemos escribir

=515
d L% > psl — 4o,
Z] Vil o n—+o0

pues habiamos fijado 1 < ¢ < 1—1), de donde se obtiene que en este caso los espacios de Lorentz no son norma-
bles.
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Estudiemos ahora la situacién cuando 0 < p < 1y ¢ = +00. Para ello consideramos esencialmente las mismas
funciones:

1 o .
TP s j—l<a <

fi(z) =

J
0 sino.

1
Tenemos entonces para todo j = 1,2,... la estimacion || f;||pp.c = sup tr fj*(t) < 1. Sin embargo se tiene
0<t

n
1
_ 1 | =t
> fi = sup t» E:]lb 15((t =n,
— >0

J [,P»oo

=5ty
J Lp,>® :na—l SN +OO,

por lo tanto, regresando con estas estimaciones a la expresion (10) obtenemos —7——————
2]‘21 £l Lo.oo n—+oo

y entonces el espacio de Lorentz LP**° no es normable cuando 0 < p < 1.

Casop=1y 1< q < 4oc0. Empecemos con el caso p =1y g = +o0. Fijemos n un entero y definamos sobre

[0,1] la funcién
n

n
fo(x) = Z —.]l[(jfl)/n,j/n[(x)a (11)
g ®))
en donde o(j) es una permutacién del conjunto {1,2,...,n}. Notaremos por S, el conjunto de todas las
permutaciones de este conjunto y por id la identidad (es decir que no modifica el orden del conjunto),
recordamos ademds que el cardinal de 5, es n!.

Verifiquemos que se tiene || fo||z1.00 = 1. Obsérvese que la funcién de reordenamiento decreciente fr es la
misma para toda permutacién o pues por la expresion (11) se tiene una suma de funciones indicatrices de
conjuntos disjuntos que tienen todos la misma medida, por lo tanto es suficiente tratar el caso de f;; para
calcular || fs|/f1.. Entonces, por construccién la funcién f;q es decreciente y tenemos por lo tanto f¥ = fiq.
Es decir f(t) = Z] 15 BLi(j—1)/nj/n[(t) ¥ se tiene || figllpr.00 = iggt *(t) = 1. De esta forma vemos que se

tiene para toda permutacién o € S, la identidad [ f,||;1.c y entonces obtenemos > .o | follf1.00 = nl.

>t

Definimos ahora, para todo n > 1, la funcién 1, = Z fo v pasemos al calculo de ||, ]| 1,00 =

ocESnh oc€Sy 1,00
Vemos en particular que, por definicién de las funciones f,, se tiene la identidad
" n
(@)= (D o) 6 1)/nj/ml() | = | 7! Z Lo 1(2
o€Sn \Jj=1
por lo tanto, se obtiene sin ninguna dificultad que ||ty || 1,00 = (n' > i1 ) Para terminar nuestra cons-

truccién, volvemos a la expresién (10) y obtenemos

IZ_
HZUGSn fUHLI,oo B = 1
Zaesn HfoHLl,oo N n! "—>—+>oo +00,

lo que muestra que en el caso p = 1 y ¢ = +00, los espacios de Lorentz L“> no son normables.

Sigamos con el caso p =1y 1 < ¢ < 400. Sea n un entero fijo y definamos, para 1 < j < n, las funciones

siguientes sobre [0, +00[:
n
n

filz) = ZZ1 14 [(d +j)]mod(n)]l[(i_l)/mi/n[(x).

14



Observemos para empezar que para todo 1 < j < n se tiene la igualdad f]* (t) = f{(t); en efecto, como para
la funcién definida en (11), las funciones f; se deducen a partir de f; mediante un reordenamiento especial
dado por la funcién mod(n) y esto nos permite concentrarnos en calcular inicamente la cantidad || f1||z1.q.
Asi se obtiene

+o0 +oo n n ; q
_ 1 px _ 1 n\4 1 1—1
il = [ etee= [ oS (5 g =15 (1 (7))

=1

Notemos que tenemos la estimacion % S (1 — (%)q) <3 %, y para convercerse de ello el lector puede

estudiar la funcién g(z) = ¢r?~! + (z — 1)4 — 29 y verificar que esta funcién auxiliar es siempre positiva.
1

)q, es decir:

Obtenemos entonces la mayoracion || f1/z1e < (301, %

n "y :
E:Hfﬂhuqéfz<§:g> : (12)
Jj=1 i=1

Pasemos ahora a la segunda parte que nos interesa para la construccién de nuestro contra ejemplo. Puesto
. n . _ n 1 SR
que se tiene ) iz i (x) =n) ;" 7, escribimos

]Z;fj :(g)ngl (13)

Ll.a

Juntando las férmulas (12) y (13) tenemos

|5 s, () et (5!
il = s 1y =

En el siguiente cuadro resumimos el estudio de la normabilidad de los espacios de Lorentz LP4(X, 7, 11, K), donde
el espacio medido (X, .o/, i) es o-finito y no atémico.

[ [0<p<i] p=1 [l<p<4oo][ p=+o0 |
0<g<1 NO NO NO no definido
g=1 NO S LY =Lt SI no definido
1<g< 4o NO NO SI no definido
q =400 NO NO ST SI: L = [*

Figura 2: Normabilidad de los espacios de Lorentz LPY9(X, o7, i, K).
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3. Algunas generalizaciones

3.1. Desigualdades de Holder

Teorema 6 (Desigualdad de Hoélder) Sea (X, .o, p) un espacio medido y sean 0 < p,p1,p2 < 400 y 0 <
q,q1,q2 < +00 reales positivos tales que 1—1) = %1 % y % = %1 + 52. Si f,g: X — K dos fuciones medibles que
pertenecen a los espacios de Lorentz LPV9 (X, of , u, K) y LP»2 (X, of , 1, K) respectivamente, entonces el producto

fg pertenece al espacio de Lorentz LP4(X, o7, 1, K) y se tiene la desigualdad

1
1f9llLra < 27| f||Lovar [|g]l Lr2-eo (14)

Demostracién. Empecemos con el caso cuando 0 < ¢, ¢q1, g2 < +00. Escribimos entonces

Ifollina = [ (00 0)" %

utilizamos ahora la desigualdad puntual (fg)*(¢/2+¢/2) < f*(t/2)g*(t/2) para obtener

4 q [To° 1, . q dt
1 Flna <20 | (@2 £ /20" 0/2) T
. e 1 o q q [T L 1, a dt
dado que se tiene la identidad = —|— 5y escribimos | foll7pa <27 /0 ((t/2)l’1 fr(t/2)(t/2)r2 g (t/2)) -
Con un cambio de variable reescriblmos la estlmacién anterior de esta manera
q too g % 4 . ds
Ifalln <28 [ 55t p710s) 57270 () 2 (15)

Sea ahora o = %1 y B = %2, por la relacién entre los indices ¢, q; y g2 tenemos entonces é + % =1 y aplicamos en

la integral aqui arriba la desigualdad de Holder con respecto a la medida du(s) = % para obtener

1
q +oo 4 % ds
ol <28 ([ o)

+o0 B
</ qu2ﬁg*‘m( )d > ,
0 S
de manera que reemplazando los valores de o y 8 tenemos

+eo 4 *q1 dS % oo o *q2 dS %
ol <2 ([ st D) ([T Eemes)"
0 § 0 §

en este punto, basta extraer la raiz g-ésima de esta estimaciéon para obtener

1 1
1 too g ds\ @ Too gy ds\ 2 1
ol < 2 ([ TR D) ([T Eem0F) " <2l ol
0 0

S

Q=

que es el resultado deseado cuando 0 < ¢, g1, g2 < +00.

Estudiemos ahora el caso cuando ¢ = 400 0 g = +00. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
g2 = +00, y en ese caso tenemos ¢ = ¢q;. Volviendo a la desigualdad (15) escribimos
g [T 4 q d g Bl q [t g d
1fglgn, < 27 / $71 f49(s) 572 g%(s) = < 25sup {s72¢7(s) | / ST (s) =
0 0

s>0 S

de manera que, con la definicion de los espacios LP**° que se basa en la funciéon de reordenamiento decreciente, y
extrayendo la raiz ¢g-ésima en la expresiéon anterior tenemos la desigualdad buscada:

1
1fgllzra <27 fllorallg]l oz
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El ultimo caso corresponde cuando ¢ = g1 = g2 = 400 y si bien este caso ha sido ya tratado utilizando la definicién
de los espacios de Lorentz que utiliza la funcién de distribucién, ahora vamos a dar una demostracién diferente
utilizando la funciéon de reordenamiento decreciente. Tenemos entonces, con los mismos argumentos anteriores:

Ifglnee = sup{tr(fo) ()} < 2esup {(t/2)75 1(2/2) (¢/2)7 °(/2)}

t>0 t>0

zistgg{a/z)f 7o)} igg{(t/zﬁg*(t/z)} < 25 | oo gl e .

IN

El lector comparara esta demostracién con un resultado anterior: este es un ejemplo en donde los célculos se
simplifican considerablemente al considerar el punto de vista adecuado. |
Una aplicacion directa de las estimaciones anteriores es la siguiente.

Corolario 4 (Desigualdad de Interpolacién en espacios de Lorentz) Sea (X, ,u) un espacio medido.
Consideremos los pardmetros reales siguientes 0 < p,p1,p2 < 400 ¥y 0 < ¢,q1,q2 < +00. Si f es una funcion
tal que f € LPr9 (X, of , u, K)N LP22 (X, of | 1, K) entonces la funcion f pertenece a todos los espacios de Lorentz
LPU(X, of , u, K) intermedios, es decir con % = p% + 1},;20 Y % = % + 1q;26 en donde 0 < 0 < 1 es un real, y se tiene
la desigualdad

1£llra < 251G 1252

Prueba. Empecemos escribiendo ||f|zea = |||f||lzea = |I|fI°|fI*7||ra y definamos los pardmetros siguientes
ar =58 =%ya= ﬁ, B2 = (l‘i—le). Notamos que se tiene 1—1) = a% + O}Q y l ﬁi + BL y entonces podemos

aplicar las desigualdades de Hélder (14) para obtener || f||zra = ||| fI°|fI*0|zpa < 2 5H|f| Iz IFIF 0 ozt ¥
podemos entonces escribir

1.0 _o 1
1Fllzea < 2201 F1P | parsn 12l pasise < 27 [ILF 11 G0ag 080 1100101005
< 20 110 I = 22 1 1 1Nl
lo que termina la demostracién de estas desigualdades. |

3.2. Propiedades de densidad

Recordemos que sobre un espacio medido (X, .7, u) toda funcién simple integrable se escribe de la forma
n

Zaj]lA]. en donde (oy)o<j<n son escalares y (A;)o<j<n son conjuntos medibles tales que 0 < u(A;) < 4o00.
=0

Teorema 7 (densidad - funciones simples integrables) Sea (X, <7, 1) un espacio medido en donde la me-
dida v es no atomica. Entonces, el conjunto formado por todas las funciones simples integrables es denso en el
espacio de Lorentz LP4U(X, o/, 1, K) para 0 < p < +o0 y 0 < ¢ < +o0.

Demostracién. Para demostrar que el conjunto de funciones simples integrables es denso en el espacio LP4( X, o7, p,

mostramos que, para toda funcién arbitraria f de este espacio, es posible encontrar una sucesiéon de funciones

simples (¢;)jen tal que || f —¢j|lzpa  — 0. Dado que se tiene || f||r.a = ||| f]||r.e, podemos suponer sin pérdida
j—+oo

de generalidad que la funcién f es a valores reales y positiva y existe por lo tanto una sucesién de funciones simples

integrables tales que 0 < ¢; < f para todo j > 1y ¢; T f en p-casi todas partes.
Jj—+oo

Ahora, puesto que se tiene la mayoracion (f — ¢;)(z) < f(z) + ¢;(z), por las propiedades de la funcién de
reordenamiento decreciente obtenemos las desigualdades (f —;)*(t) < f*(¢/2) + ¢} (t/2) < 2f*(t/2), y aplicamos
entonces el Teorema usual de convergencia dominada de Lebesgue para obtener

lim 1~ eillpa = tim_ [ (3070 0)" % =0

im — s = lim p(f — s — =

oo Pillp.a j—too Jy ©j n )

de donde se obtiene el resultado de densidad deseado. [ |

Cuando se trabaja sobre un espacio X que posee un poco mas de estructura, tenemos el resultado a continuacién
que nos proporciona un segundo teorema de densidad en los espacios de Lorentz.
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Teorema 8 (densidad - funciones continuas de soporte compacto) Sea X un espacio topoldgico separado
localmente compacto a base numerable y sea (X, .o/, 1) un espacio medido reqular. Entonces el espacio de funciones
continuas a soporte compacto C°(X,K) es denso en el espacio de Lorentz LP9(X, o/, 1, K) para 0 < p < +o0 y
0 < g < +oo.

Demostracién. Siguiendo las ideas del Teorema 4.5.2 del Volumen 1, empezamos verificando que el espacio

de funciones continuas a soporte compacto es denso (con respecto a la funcional || - |[zr.«) en el espacio de las
funciones simples integrables.
Sin pérdida de generalidad podemos considerar el caso de funciones a valores reales, es decir K = R, y

concentrarnos en una funcién indicatriz 14 en donde 0 < p(A) < +oo. Como el espacio medido (X, <, )
es regular, para todo € > 0 existe un conjunto cerrado F' y un conjunto abierto U tales que ' C A C U
y tales que u(U \ F) < € (ver el Teorema 2.4.2 del Volumen 1). Por el lema de Urysohn existe una funcién
continua ¢ : X — [0,1] tal que ¥(F) = 1 y ¥(U°) = 0 y por lo tanto ¢ € C2(X,R). Tenemos entonces
[La(z) — ¥(z)] < L\ p(z), de donde se deduce, utilizando las propiedades de la funcién de reordenamiento
decreciente:

+o0 +o00 €

a=dlns = [ (Ba-or©) $< [ (Fanro) §< [ 6=t

0 t 0 t 0 q
Obtenemos entonces que las funciones continuas a soporte compacto son densas en el espacio de funciones simples
integrables que son a su vez densas en los espacios de Lorentz LP'4, de manera que, por la transitividad de la
densidad (ver la Proposicién 4.5.1 del Volumen 1) se deduce el resultado deseado. |

Recordemos la nocién de o-dlgebra numerablemente generada: si &/ es una o-algebra sobre un conjunto X, di-
remos que .2/ es numerablemente engendrada si existe un conjunto de cardinal numerable K € <7 tal que o(K) = .

Teorema 9 (Separabilidad de los espacios de Lorentz) Sea (X, </, ) un espacio medido y sean p,q dos
reales tales que 0 < p < 400 y 0 < g < +00. Si la medida pu es o-finita y si la o-dlgebra </ es numerablemente
generada, entonces el espacio de Lorentz LP1(X, o/, u,K) es separable.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad podemos suponer considerar K = R (para el caso K = C basta

estudiar las partes reales e imaginarias por separado). Sea entonces f : X — R una funcién que pertenece a los

espacios de Lorentz LP9(X, .o/, u,K) con 0 < p < 400y 0 < ¢ < +00. Por el Teorema 7 anterior sabemos que
n

para todo € > 0 existe una funcién simple integrable g = Z ajla;, conaj €Ry p(A;) < +o0, tal que se tenga
j=0

[ f —gllzr.a < ey por el Teorema 3, sabemos que la funcional ||| - [[[}, , . definida con la férmula (4), pdgina 7, con

0<r<py0<r<ygq, es una distancia equivalente sobre los espacios de Lorentz LP?, de manera que tenemos

f = gllly.qr < Ce", en donde la constante C' > 0 proviene de la equivalencia entre las funcionales | - ||z y

| - [|p,q,r- Podemos ahora encontrar sin problema nimeros racionales (¢;)o<j<n tales que se tenga

n n n n
g =Y alalllpgr = 1D aila; = > alalllhgr <D lag =gl I1La,lll}qr < Ce
Jj=0 j=0 j=0 =0
Finalmente, dado que la o-algebra es numerablemente engendrada, existe una familia numerable de conjuntos
medibles D = (Dy)ken tales que para todo € > 0 y para todo A € &7, existe un conjunto Dy, de esta familia tal
que p(AADy,) < e. Pero, como se tiene 14 — 1p = 1 4ap, gracias a esta familia numerable (Dy)ren podemos
escribir ||| 220 aiLa; — 2200 451Dl g = |1 227=0 41 a;aD;|[},4, < Ce". Con todas estas estimaciones vamos

n
a demostrar que el conjunto (numerable) de funciones simples integrables de la forma ) = Z ¢;1p;, en donde g,
§=0
es un numero racional y los conjuntos D; pertenecen a la familia numerable D, es denso en los espacios de Lorentz
LP9: en efecto, gracias a los calculos anteriores tenemos entonces

n n n n
1= a1l gr < WF=glllpgr + Mg =D qlalllhgr + 11D aila, =Y alplll} ., < 3Ce",
J=0 j=0 §=0 §=0

y de esta manera hemos demostrado que cuando la o-algebra es numerablemente generada, entonces los espacios
de Lorentz LP9(X, o7, i, K) son separables. |
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Teorema 10 (Problemas de densidad) Sea (R",Bor(R"),dz,K). Para todo 0 < p < +o0, el conjunto de
funciones simples integrables no es denso en el espacio de Lorentz LP>*>°(R™, Bor(R"), dz, K).

Demostracién. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que K = R. Vamos a utilizar un resultado que nos
dice que un subconjunto del espacio LP**>° es denso si y solo si el conjunto de todas las formas lineales continuas que
se anulan sobre este subconjunto estd reducido al elemento nulo: vamos pues a construir una forma lineal continua

que se anula sobre todas las funciones simples intggrables y que no es trivial. Consideremos el subconjunto .# del
espacio LP> tal que la cantidad T(f) = h’n%\x]?f(x), es finita, es decir & = {f € LP*°(R", Bor(R"),dz,R) :
T—r

hn%]|x|%f(:c) < 4o00}. Este conjunto no es vacio pues la funcién |x|_% pertenece al espacio LP'*° y al subconjunto
T—

Z. Se verifica sin dificultad que este conjunto .Z es un espacio vectorial y ademds se tiene que todas las funciones
simples integrables pertenecen al conjunto .#. Observamos también que para toda funcién simple integrable g se
tiene T'(g) = 0.

Tenemos finalmente que la aplicacién T anterior es una forma lineal continua definida sobre el espacio .Z: en
efecto tenemos que si la imagen por T de toda sucesién que pertenece al espacio £ y que es convergente hacia
0 es acotada (lo cual es el caso por definicién), entonces la aplicacién T es continua. En este punto aplicamos
el Teorema de Hahn-Banach que permite prolongar la aplicacién lineal continua 7" definida inicialmente sobre el
espacio .Z a todo el espacio LP*°°. De esta forma hemos construido una forma lineal continua definida sobre todo
el espacio de Lorentz LP'*° que se anula sobre el conjunto de las funciones simples integrables y que no es trivial:
se deduce que este conjunto de funciones simples integrables no es denso en el espacio de Lorentz LP>°. |

3.3. Convolucién en los espacios de Lorentz

De ahora en adalente consideraremos unicamente el espacio euclideo R™ dotado de su estructura de espacio
medido natural. El producto de convolucion estd entonces dado por la expresion

fxg(z) = - F(W)g(x —y)dy.

Indiquemos que esta férmula es por el momento puramente formal pues no disponemos de suficiente informacién
sobre las funciones f y g para determinar si la funcién f * g estd correctamente definida: es decir que las funciones
f v g pueden ser simpdticas y a pesar de esto tener f * g(x) = 400 para casi todo x € R™.

A) Desigualdades de base para funciones simples integrables

Si consideramos f y g dos funciones simples integrables, es decir sit

f@)=> aila(z) y gl@)=> Bilp(x), (16)
i=0 j=0

entonces el producto de convolucion f * g estda siempre bien definido.

Proposicion 6 Si f,g : R" — K son dos funciones simples integrables, entonces para todo t > 0 tenemos las
desigualdades siguientes

400
1) ahm“mchﬁwmww+j f%mwmﬁ,

9 (gt <C [ () (s)ds.

t

Prueba.

"Donde (ai)o<i<m, (B;)o<i<n son escalares v (Ai)o<i<m, (Bj)o<j<n son conjuntos de medida positiva finita.
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1) Empezamos con el caso cuando f = 14 y g = 1p, en donde los conjuntos A y B son de medida finita.
Recordemos que en este caso se tiene

1 sis<pu(A), 1 sit < pu(A),
f(s) = () = (17)
0 sis> u(A), @ sit > p(A),

y se tiene exactamente lo mismo para las funciones g*(s) y ¢g**(t), es decir

1 sis<u(B), 1 sit < u(B),
g*(s) = g (t) = (18)

0 sis>u(B), @ sit > p(B).

Sin pérdida de generalidad se puede suponer que pu(A) < u(B). Tenemos entonces tres casos:

e Sit > u(B), entonces tenemos tf**(t)g™* (t) + /+OO f*(s)g"(s)ds = tu(tA) ,u(tB) = M(A):(B) pero co-
t

+o0
mo se tiene, por la identidad / (f*xg)*(s)ds = ||f % g||1, podemos escribir
0

t(fxg)"(t) = /O (fx9)"(s)ds < [If * gl < [[fllLallgllr = w(A)p(B),

de donde se deduce (f x g)**(t) < w, y por lo tanto tenemos

+oo
(f+g)" () <7 (6)g™ () +/t f(s)g" (s)ds.

o #A)

e Sip(A) <t < u(B),se tiene la identidad ¢ f**(¢)g™* (t) + / I (s)g"(s)ds =t = u(A). Por otro

¢

lado, por el decrecimiento de la funcién (f * g)* y utilizando las desigualdades de Young (pues se trata
de funciones simples integrables que pertenecen a todos los espacios de Lebesgue y de Lorentz) tenemos
la estimacion

(F+9" @) = 1 [ Uray@as < (o9 [ ds= 7w glim < 1ol = n(a). (19

+o0
de donde se obtiene sin problema (f * g)**(t) < tf™(¢t)g™" (¢t) + [*(s)g"(s)ds.
t
+00 n(A)
e Sit < u(A), tenemos por un lado ¢f**(t)g™* (¢) +/ fr(s)g*(s)ds =t + / ds = u(A) y por otro

t t
lado, por la misma cadena de estimaciones dada en la expresién (19), tenemos (f % g)**(t) < u(A), de
donde se obtiene

+oo
(P9 O <t OO+ [ 7o) ()
¢
Pasemos ahora al caso de funciones mmples integrables posztwas que se escriben de la forma (16). Reescribi-
mos estas funciones de la forma f*( Z fi(s = Z gj ), y entonces escribimos, por la linealidad

de la convolucién f * g(x) = Zm fixgi(z ) de donde obtenemos, por la sublinealidad de la funcién maximal

kK

(f * 9)"( Zfz P OED S ATIRO)
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y aplicando las desigualdades obtenidas anteriormente podemos escribir

ta 0 < X (1570 / £ ()9 (s ><t2f** O+ [ 56 s
1,]

i7j

< OO+ [ £ (s)ds

t

lo que es el resultado buscado. Finalmente, cuando las funciones simples integrables toman valores negativos,
tenemos la descomposicién f = fT— f~, en donde las funciones f+, f~ son positivas, de manera que tenemos

frg=ftxgt —fTxg —f xgt+f xg".

Dado que se tiene (f¥)* < f*, entonces por las propiedades expuestas en la Proposicién 1, pagina 3, se tiene
() < f** y por la subaditividad de la funcién maximal se termina la prueba del punto 1).

2) Esta desigualdad se verifica de manera muy similar. En efecto, si f = 14 y g = 15 son funciones indicatrices
de conjuntos y si suponemos ademas u(A) < u(B), entonces:
(A) u(B) ;. _ mAWDB)

s = pero se tiene
S S t

+o0 +o0 L
e si t > u(B), podemos escribir / ™ (s)g™ (s)ds :/
t t
t
790 = [ (720 6)ds <17 gl < 1ol = W(A)(B) de donde se decuce  mayore-

+o0
cion (+9)" (0= [ 1" ()™ (5)ds.

+o0 +o0
e si t < u(B), tenemos ™ (s)g™(s)ds > / (s)g™(s)ds = u(A) pero como se tiene la esti-
B
¢ w(B) oo
macién (19), obtenemos sin problema que (f * ¢g)**(¢t) < / ™ (s)g™ (s)ds. La generalizacién a las

t
funciones simples integrables generales sigue las mismas etapas explicitadas en el punto anterior. W

B) Desigualdades de Young-O’Neil en 7?9 con 1 <p< 4oy 1 <¢qg< 400

Proposicién 7 (Convolucién L7 x L' — LP°) Si f € LP9(R"™, Bor(R"), 1, K) con 1 < p < +oo y1 < q <
+o00 y si g € LY(R™, Bor(R"), u,K), entonces el producto de convolucion f * g pertenece al espacio de Lorentz
LPo(R™, Bor(R™), 1, K) con 1 < ¢ <o < +0o0 y ademds se tiene:

1) las estimaciones puntuales

(f*9)™(t) < C<tf**(t)g**(t)+ f*(s)g*(s)ds),

t

+o0
(f+g)"(t) < C / F7(5)g™ (s)ds,

2) y la desigualdad

If * gllre < Clp, q, o) fllzrallgllzr-

Prueba. Dado que si ¢ < o < 400, se tienen las inclusiones ||f  g||zr.c < C(p,q,0)||f * g||Lr.a, podemos en-
tonces suponer sin pérdida de generalidad que o = ¢ y vamos por lo tanto a estudiar la desigualdad || f * g||zr.a <

Cllfllzraligli-

Para demostrar esta mayoracién seguiremos las siguientes etapas.

= Empezamos considerando f, g dos funciones simples integrables. Entonces por la Proposicién 6, tenemos las
dos desigualdades puntuales anteriores, lo que demuestra directamente el punto 1) en el caso de funciones
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simples integrables. En este marco de trabajo, verifiquemos el punto 2): dado que la funcién f* es decreciente
y se tiene el control f*(t) < f**(t), escribimos

G0 < ¢ (oo | +mg*(8)d8>§0<f**(f) / s 10 +°°g*<s>ds)
+00

< /0 g (s)ds = CF*()llglls.

A partir de esta estimacién reconstruimos la funcional |||-|||,,4 ¥ por la equivalencia de las funcionales |||-||,.q
Y I+ lzea tenemos || f+ gl|Loa < C(p, @)l fllrallgllLr-

Consideremos ahora f € LP4(R"™, Bor(R"™),dx,K) y fijemos g una funcién simple integrable.

Sea ¢ una funcién simple integrable que pertenece al espacio de Lorentz LP4(R™, Bor(R™), dz, K). Por un lado
tenemos que el producto ¢ g estd bien definido y tenemos la desigualdad || * g||ze.a < C(p, @) ||llLrallgl -
Por otro lado, dado que por el Teorema 7, pagina 17, el conjunto de funciones simples integrables es denso
en el espacio de Lorentz LP4(R", Bor(R"™),dz,K), podemos extender la estimacién anterior para obtener la
desigualdad ||f * g|lzr.a < C(p, Q| lLrallgllrr, 1o que demuestra el punto 2) de la proposicién en este caso.

Para el punto 1), procedemos de la siguiente manera: sea (f,,)nen una sucesién de funciones simples integra-
bles que converge hacia la funcién f en el sentido de la métrica ||| - ||[,4. Por la linealidad de la convolucién
tenemos f x g = (f — fn) * g + fn * g y entonces, por la subaditividad de la funcién maximal, escribimos
(fxg)* @) < ((f — fa) *9) () + (fa * g)™(t), de donde se obtiene la mayoracién puntual

(f 9™ () = (fux9)™ () < ((f = fu) x9) " (1),

a partir de la cual podemos obtener, reconstruyendo la funcional ||| - |||, la desigualdad

([ (o 0-teo ) %) < ([ (F-+0"0)'F)
UG = F) %l < NI = Fdllpalglin,

y esta dltima cantidad tiende hacia cero cuando n — +o00. De esta forma, considerando una subsucesion
podemos escribir, por el Teorema de convergencia mondtona

+oo
(200 = i (furo)"0 < 2 C (570070 [ 1500 (0)

k——+o0
+o0

IN

c (f**<t>g**<t> ¥ f*(s)g*(s)ds) |

t
lo que nos proporciona la primera desigualdad del punto 1) en el caso cuando f € LP4(R", Bor(R"),dz,K)
y ¢ es una funcién simple. La segunda desigualdad se obtiene de exactamente la misma manera, de manera
que los detalles son dejados al lector.

El caso general, es decir cuando f € LP? y g € L' se estudia de manera muy similar al punto anterior:
fijemos esta vez f € LP? y sea ¢ una funcién simple integrable, tenemos || f * p||zra < C(p, @)||f|lrallel 21,
dado que las funciones simples integrables son densas en los espacios L', obtenemos sin problema el punto
2) de la proposicién.

Para la primera desigualdad del primer punto consideramos (gn)nen una sucesién de funciones simples
integrables que converge hacia la funcién g en el sentido de la norma ||-|| 1. Por la linealidad de la convolucién
y por la subatividad de la funcién maximal tenemos (f * g)**(t) — (f * gn)**(t) < (f = (g — gn))**(t) y
reconstruyendo la funcional ||| - ||[,,4 escribimos

([T (F o o-weoaro) D) < ([ (#FEo-o) o) E)
<17 * g = gu)llpa < WA Npallg = gl
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que es una cantidad que tiende a cero si n — +o00, y entonces, por los mismos argumentos utilizados
anteriormente tenemos

+o0o
Fra@) = i (Fean) 0 <t C (1 @az0+ [ 76, (0)

k—+o00 — 00
+oo

IN

c (f**(t)g**(t) -/

t

P9 (5)ds).

La segunda desigualdad del primer punto se obtiene de formar similar y de esta manera terminamos la
prueba de la proposicion. |

Corolario 5 (Convolucién LP? x L' — LP>®) Si f € LP4(R", Bor(R"),dz,K) con 1 < p < 400 y1 < ¢q <
+o00 gy si g € LYR"™, Bor(R"),dx,K), entonces el producto de convolucién f x g pertenece al espacio de Lorentz
LP>°(R™, Bor(R"), dz,K) y se tiene

IS * gllroe < Clp, g, o) fllLrallgller-

La verificacién es inmediata y se deduce del resultado anterior pues se tiene la estimacion || f * g||rp.c < || f *gl|Lr.c
para todo 1 < o < 4+00.

Proposicién 8 (Convolucién LPV% x [P292 — [*°) Sean f,g dos funciones medibles que wverifican
f e LPru (R Bor(R"),dz,K) con 1 < p1 < 400, 1 < 1 < 400, y g € LP22(R™ Bor(R"),dz,K) con
1 <py <400, 1< go <400

;L 1 L1 ; 6
Si o T 5 1y st a2 1 entonces se tiene la mayoracion

I1f * gl < C(pr, p2) |l fl|Lerar l|g]lLr2eo.

Prueba. Empecemos considerandos funciones simples. Tenemos entonces por la segunda desigualdad del primer

punto de la Proposicién 6:
+oo

(f <9 () < C ( f**(S)g**(S)dS> |

t

too 1 1 ds
como se tiene 1 + L = 1, podemos escribir (f * g)**(t) < C </ sPLf*(s)sP2 g**(s)—> de manera que apli-
P p2 0 s

cando la desigualdad de Holder con q% + q% =1 se tiene

o[ (@Hrw) ) ([ (o))

< ClllAMpr.arl19lllp2.a2 < C (o1, p2)I[ fllorar (|9 Lr2-a2,

(f+9)™ ()

IN

N

y a partir de esta estimacién uniforme, con la Proposicién 3, pagina 5, se obtiene el resultado deseado en el caso
de funciones simples integrables. Obtenemos el resultado en el caso general razonando de la misma manera que
anteriormente, es decir utilizando el Teorema 7, pagina 17, de densidad de las funciones simples integrables en los
espacios de Lorentz. |
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Teorema 11 (Desigualdades de Young-O’Neil - (I)) Consideremos 1 < p1,p2 < +00 y 1 < q1,¢q2 < 400
cuatro indices reales. Si f,g : R® — K son dos funciones tales que f € LPLO(R™ Bor(R"),dz,K) y g €
LP22(R™ Bor(R™),dx,K) y si los indices p,q verifican las condiciones

1 1 1 1 1

—+—>1 Y —+— =14+ -,

b1 D2 b1 P2 p
(20)

, 1 1 1

ysi g>1 estal que — +—>—,

a 9@ (g

entonces la funcion f * g, que corresponde con el producto de convolucion entre f y g, pertenece al espacio de
Lorentz LP4(R™, Bor(R"),dz,K) y se tiene la desigualdad

1S * gllzea < C(, 1, p2) 1 £l ey o [|g]| r2- - (21)

Demostraciéon. Empezamos considerando funciones simples integrables. Escribimos entonces

q dt
t’

sl = [ (F700)

y utilizamos la segunda estimacién del punto 1) de la Proposicién 6 para obtener

+00 1 400 qd
I1f +sllige = | (tp / f**(S)g**(s)ds> &

Haciendo el cambio de variable ¢ = % y s = % tenemos

teo 1 O 1 1\ dp\? do ‘oo oo 1 1\ dp\? do
it = GGl G)E) S (DG G))
7 gl o \g»o GG e) 0 0 )0 \G) o tl

de manera que aplicando las desigualdades de Hardy dadas en la Proposicién 5, pagina 8 con o = ¢ > 1y

B =1>0, obtenemos
Foo 1 1 1 ds
q q k% - kK - -
H‘f*gmp,q Sp /0 (f <S>g <S>> sq+%+1’

y con el cambio de variable s = é escribimos

q q oo ok Hok q g+ dy q oo T+ 1 s Hok qdy
If*glllfy < p (W™ )" <p W™ 17 wg™ )" (22)
0 0
Como tenemos la relacion (;il + q% > 1, existen numeros reales m; y mo tales que le + mLQ = 1 que verifican
le < qil, mLQ < q%, de donde se tiene que g1 < gm; y g2 < gmsy. Obtenemos entonces (recordando que se tiene

1 1 1
ot =)

+00 +oo
141 dy 141 7 dy
1S alllsg < pq/ (W g™ W)= Spq/ (v 7 1 )™ ) ——
0 Y 0 Y™ me
1
+00 D1 LRk q *ok q
yn (W) (w2 g™ (y)
c o [T ),
0 yml m_2
y aplicamos la desigualdad de Holder usual en la ultima integral anterior para obtener
1 1
400 1 dy my +o00 1 dy oy
I allia <o ([ 65 e )™ ([T )"
0 Y 0 Y
ahora, con la definicién de la funcional ||| |||zr.e tenemos ||| f*gl|[2.q < DU D1 .gmall19]]|fe.gms DETO cOmo se tiene

@1 < qgm1y g2 < gmg, por las propiedades de inclusién de los espacios de Lorentz podemos finalmente escribir
f* glllp.g < PlIfpigilllglllps,qo ¥ una vez que tenemos estas estimaciones, podemos utilizar la equivalencia
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dada por la expresién (9) para obtener || f * g||rr.a < C(p,p1,p2)|fllLr1a1]|gll1r2.22 lo que termina la demostracién
cuando 1 < ¢, q1,q2 < +00 y cuando las funciones consideradas son funciones simples integrables.

Para el caso general basta proceder por densidad tal como se lo ha hecho en la Proposicién 7: se empieza
generalizando la desigualdad (21) al caso donde f € LP1'? y g es una funcién simple integrable, lo que permite
extender en este caso la segunda desigualdad del punto 1) de la Proposicién 6 para luego considerar el caso
g € P>, m

C) Desigualdades de Young-O’Neil en ¢ con ¢ = +0o0

En todos los resultados anteriores hemos estudiado el producto de convolucién de funciones que pertenecen a
los espacios de Lorentz LP? tal que 1 < p < +o0y 1 < g < 400 y el método de demostracién se basaba en un
argumento de densidad de las funciones simples integrables en estos espacios de funciones. Lastimosamente, no es
posible aplicar estos argumentos a los espacios LP*° pues por el Teorema 10, las funciones simples integrables no
son densas en este caso.

Lema 2 Sea f € LP>°(R", Bor(R"),dz,K) con 1 < p < +o00. Para un pardmetro 0 < X\ < 400, definimos la
funcion f* por medio de la expresion

iy [F @I

0 stno,
y definimos la funcion fy por la relacion f\(z) = f(z) — f(x).

Tenemos la descomposicion f = fA+ fr y sil <pg<p<p < +oo entonces
1) la funcién f* pertenece al espacio f € LP(R™, Bor(R"), dz,K),
2) la funcion fy pertenece al espacio f € LPL(R™, Bor(R"),dz,K).
Notemos que si definimos el conjunto Ay = {x € X : |f(z)| > A}, entonces se tiene f* = fla, y fA = flag, de
donde se deduce [fA| <[f[, [/l < |f], (PN < 5 ()7 < Foy ()™ < (b)) <

Con esta descomposicién, definimos el producto de convolucién entre una funcién f € LP*°(R™, Bor(R™), dz, K)
con 1 < p < 400 y una funcién simple integrable g por medio de la expresién

fxg=foxg+ fixg, (23)

en donde se tiene f = fo+ f1 y ademds fy € LP°(R"™, Bor(R"), dz,K) y

f1 € LPY(R™, Bor(R™),dz,K), con 1 < pg < p < p1 < +00: dado que cada término esté correctamente definido (ya
sea por las desigualdades de Young clédsicas o por los resultados de la seccién anterior), de esta manera podemos
extender el producto de convolucién f * g en donde g es una funcién simple integrable y f pertenece al espacio de
Lorentz LP**° con 1 < p < 400.

Observemos que por el Lema 2, siempre existen funciones que permiten obtener esta descomposicion y este
tipo de descomposicién permite caracterizar a las funciones que pertenecen a los espacios de Lorentz LP*°° con
1 <p<+oo.

Con esta pequena introduccion, tenemos la siguiente generalizacion de la Proposicién 6.
Proposicién 9 Sea (G, Bor(G), 1) un grupo topoldgico localmente compacto, unimodular, dotado de una medida

de Haar o-finita invariante por la izquierda. Si f € LP>°(R"™ Bor(R"),dz,K) con 1 < p < 400 y si g es una
funcion simple integrable entonces para todo t > 0 tenemos

Uf*MﬂSC<ﬁ”®fﬂﬂ+A%wF®MW@@>
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+o0

2) fxg(t) <C [ (s)g™ (s)ds.

t

Prueba.

1) Fijemos 0 < A < 4oo. Utilizando el Lema 2, empezamos descomponiendo la funcién f como la suma

f = >+ f\ y por la subaditividad de la funcién maximal podemos escribir

(f % 9)™ (1) < (F*+ 9)* (&) + (fa x 9)™ (1),

y aplicamos en cada una de estas dos partes el resultado de la Proposicién 6 para obtener
+00 +00
Uo7 < (o= [ 7)o (1r oo + [ ) )
t t
dado que se tiene (fN)**(t) < f**(t) y (f»)**(t) < f**(t) podemos escribir

+o0
(ﬂw”@SCGFWMW0+[ fwmwmﬁ.

2) El segundo punto sigue las mismas etapas: descomposicién de la funcién f € LP*° y aplicacién de la

Proposicion 6 a cada término de esta descomposicién. |

Teorema 12 (Desigualdades de Young-O’Neil -(II)) Sean 1 < p1,p2 < 400 y 1 < q1,q2 < +oo cuatro

indices reales.
Sean f,g: R" — K dos funciones tales que f € LPY3(R™ Bor(R"™),dz,K) y g € LP>»%2(R"™, Bor(R"), dz,K).

1) Sip%—i—p% >1yq =400, 1< g < 400, y st los pardmetros p, q veriﬁcanz%l—i—%:l—i—% y1l<q <gq,
entonces el producto de convolucion f * g estd bien definido y pertenece al espacio LP4(R™, Bor(R"™), dz, K)
y se tiene

If * gllra < Cp,pr.p2)lI fllLrro=lgllLr-e: -

2) Sip%%—p% >1yl<q <400, g =400, y si los pardmetros p,q veriﬁcanp%—i—p%zl—l—% yl<q <q,
entonces el producto de convolucion f x g estd bien definido, pertenece al espacio LP4(R™, Bor(R™),dx,K) y

ademds
£ * gllLea < C(p,p1,p2)|| fllLrran ||| Lr2-o

3) Si ahora pil + p% >1yq =q=—+00 y silos pardmetros p, q verifican p% + p% =1 —i—}—lj Yy q = 400, entonces
el producto de convolucion f * g estd bien definido, pertenece al espacio LP>>°(R"™, Bor(R"™), dz,K) y tenemos
la desigualdad

If * gllLece < C(p,p1,p2)|| fllLr1eo<|g]| Lp2-oe.

Demostracion.

1) Por las inclusiones entre espacios de Lorentz, tenemos la mayoracién

lf * gllzea < C||f * g||zra2, de manera que podemos suponer sin pérdida de generalidad g = ¢o. De esta
manera, utilizando las desigualdades de la Proposiciéon 9 y retomando los caculos anteriores tenemos como
punto de partida la desigualdad (22), es decir:

g dt

G2 & 62 ee t1+l (1) 0 (¢
f * gl <P ; (£ (g™ (0) "

de donde se obtienen las mayoraciones siguientes
q2 q2 pT a [T 1 ok g dt q2 q2 q2
If*glllz, < p igg{tﬁf (t)} i (t7297 ()" = < P2IIIE o915 20

a partir de las cuales se deduce el resultado deseado, es decir

If % gllzea < C(p,p1,p2)||fl|r1o<lg]| Lr2-az.
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2) Notemos que por simetria en los argumentos utilizados, se tiene también el caso g2 = o0y 1 < ¢ < 400.

3) Estudiemos el caso ¢1 = g2 = ¢ = +00. Por el segundo punto de la Proposicién 9 podemos escribir

15 (f % )" (t)

IN

1 [t PR S SR S 1
C’tp/ f**(s)g**(s))ds < Ctp/ s PLg P2 (spl f**(s)) (SPQQ**(S))dS
t t

1 a 1t a4
C | sups?1 f**(s) | | sup sP2 g**(s) tﬂ/ s Pl p2ds,
s>0 s>0 t

y ahora utilizando la identidad —p% — p% =—-1- %, tenemos después de evaluar la integral anterior

IN

1 %k
t7 (£ 9)" (@) < Clllflllpr,colllglllp2 .00,

de donde se obtiene el resultado deseado. [ |

D) Casos donde el producto de convolucién estd mal definido.

Teorema 13 Sea R dotado de su estructura natural de espacio medido. Sean 1 < p1,ps < 00 y1 < q1,q2 < 400
cuatro indices. St se tienen los casos siguientes

1 1
1) EY‘+'5;‘< 1,0
_ 1,1
2)171 17_2_1yq1+Q2<1’

entonces ezisten funciones f,g : R — R tales que f € LPY9(R, Bor(R),dz,R) y g € LP»%2(R, Bor(R),dz,R),
pero tales que el producto de convolucion f * g estd mal definido, es decir que se tiene f x g(x) = +00 para casi
todo x € R.

Demostracion.

1) Sil < p1,p2 < +o0 son tales que p% + 1L S <1 definimos el parametro o > 1 tal que se tenga « (pll + p%) =1

y consideremos las funciones

1 si|z| <1, 1 si|z| <1,
flz) = y glx) =

)P si 2] > 1, | P2 s fa] > 1.

Un céalculo directo muestra sin problema que se tiene ||f||zr1a < 400 y || f|lLr2a2 < +00 para todo 1 <
q1,q2 < +0o0. Por simetria podemos suponer sin pérdida de generalidad que = > 0 y se tiene entonces

“+o00 _a _a “+o00
f gl /f:c— dy>/ o~y Pyl wdyz/ y~ldy = +oo.

14z 14+x

2) Ahora tenemos p% + p% =1y q% + q% < 1. Fijemos dos parametros «, 3 por las condiciones 0 < a < ¢,

0<B8<qy0 ﬁ < 1, y consideremos sobre el intervalo ]0, 1] las funciones
1 1
f@)=———— vy gl@)=—x -
zv1|In(z)[a-e wv2|In(z)[ ="

Tenemos que f € LPL9 y g € LP?% pero se tiene

+0oo 1 1 1 1
frgle) = /fw— dy>/’ @ — g7 |y 7 |In(e — )| 7| In(y)|" R dy

1+x

1 __L_+_J_
= /' I~ In(y)| T T @B dy = +oo.
14z
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