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1. Desigualdades Importantes

1.1. Desigualdades Hardy-Littlewood-Sobolev

Definicién 1 (Potencial de Riesz) Sea a > 0 un real. Para una funcion medible suficientemente reqular f :
R™ — R definimos el potencial de Riesz de orden o como el operador I, dado por la expresion

L(f)@) = C(n.a) [ TE=Y) g, 1)

R |y

en donde C(n,a) > 0 es una constante de normalizacion.

Teorema 1 (Desigualdades de Hardy-Littlewood-Sobolev) Sea n la dimension del espacio R™ y sea 0 <
a < % un real. 511 < p < q < 400 son dos indices reales que verifican la relacion

leY
Z_ - _= 2
=, (2)

entonces

1) Sil < p < q < +o0, existe una constante universal C(n,a,p,q) > 0 tal que para toda funcion f €
LP(R™, Bor(R"),dz,R) se tiene la desigualdad

[a(F)llzar < C(n,a,p,q)| fllLr- (3)

2) Sip=1y1l < q< 400, eziste una constante universal C(n,a,q) > 0 tal que para toda funcion f €
LY(R", Bor(R"), dz,R) se tiene la mayoracion

[ a(f)l| oo < Cn, o, @)l f]] 12 (4)

Como vemos con este teorema, tenemos que el potencial de Riesz de orden « estd bien definido (en el senti-
do de la norma L) cuando la funcién a la cual se lo aplica es suficientemente regular, es decir que pertenece a un



espacio de Lebesgue LP.

Antes de pasar a la demostracién, es importante indicar el rol de la relacién (2) entre los indices p,q y « (por
simplicidad nos concentramos en el primer punto del teorema). En efecto si aplicamos el potencial de Riesz I, a
la funcién fy(xz) = f(Ax) con A > 0 en donde f € LP(R™, Bor(R™),dz,R), con un cambio de variable obtenemos
la identidad

fAx —2)

|Z’n—a

7“)0()\33 __ AY) dy =\"“C(n,«q)
O V] R

Lo(f\)(x) = C(n,aq) dz = A1 (f)(Az),

y junto con las proltr)liedades de homogeneidad de los espacios de Lebesgue tenemos por un lado la identidad
1 Lo () lLae = A% 4 |[Io(f)||Ler y por otro lado || fxllze = A~ ? || f||z», de manera que reemplazando estas expre-
siones en las desigualdades de Hardy-Littlewood-Sobolev tenemos:

AT La(f)ller < AFC(n0,q) | £z

Si se tiene % — % > 7, entonces reescribimos la estimacién anterior como

Ar " Ia(f)lLar < C(n, 0, q)||f||r,

y al hacer tender A — +o00 obtenemos entonces que || f||z» = +00, contradiciendo el hecho f € LP(R"™, Bor(R"), dx,R).
Si se tiene en cambio % — % < o, hacemos tender A — 0 en la expresién anterior para obtener el mismo tipo de
contradiccion.

Gracias a este simple argumento de homogeneidad, vemos que es indispensable tener la relacién (2) entre los
indices p, ¢ y « si se desea obtener las desigualdades buscadas.

Demostracién. Para empezar observemos que el potencial de Riesz I, se escribe como un producto de
convolucién

Ia(f) = KOA * fv
en donde el nicleo de convolucién estd dado por la funcién K, = m% En este punto recordamos que las
funciones de tipo ‘% pertenecen a los espacios de Lorentz L™*°(R", Bor(R"),dz,R) cuando r = ——. Tenemos
x| n—a«

entonces:

1) Sil < p< q< oo, utilizando las desigualdades de Young-O’Neil podemos escribir

Ha()llzar = Ko * fllLar < [[KallLree || fllLre,

3 . . 1 1 o 1 . _ n .
en donde los indices ¢,r y p deben verificar  + 5= 1+ T de esta manera si r = -, se tiene por un

lado ||Kql[zree < C(n,a,p,q) y por otro se tiene la relacién (2), y obtenemos de esta manera la desigualdad
buscada.

2) Enel caso p=1,si 1 < ¢ < +oo y por los mismos argumentos anteriores podemos escribir

[Ha(f)llLace = [[Ka * fllace < ClKallzree || £l 21,

en donde esta vez los indices g, r verifican 1 < ¢,r < +o0y 1+ % =1+ %. Pero como r = - se tiene

IKollzree < C(nya,q) y 1 — % = 2, de donde se deduce la mayoracién deseada. [

Tendremos la oportunidad de exponer varias demostraciones de este teorema en donde diferentes herramientas
seran utilizadas. Una ventaja de la demostracion anterior es que es muy directa pues se basa unicamente en
desigualdades de convolucién.



1.2. Desigualdades Sobolev

n
Recordemos que si A = Z(ﬁj es el operador Laplaciano, entonces para una funcién f : R™ — R suficiente-
j=1
mente regular se tiene la identidad al nivel de la variable de Fourier Af(¢) = —[£]?f(€), que reescribimos de la
siguiente manera

(—A)f(&) = €7 f(©).
Vemos entonces que las dos derivadas que provienen del operador Laplaciano (—A) se transforman al nivel de

Fourier en la multiplicacién por el peso |£]2. Ahora, para a > 0, podemos definir (al menos formalmente) la
potencia fraccionaria a-ésima (—A)% del operador Laplaciano por medio de la expresion

—

(A2 f(€) = [€]*F(©),

y simétricamente podemos considerar expresiones del tipo

(=2)72f(€) =[] f ().
De esta manera tenemos que el potencial de Riesz de orden « se puede reescribir de la forma I, = (—A)_%. Notese
ademads que estas dos férmulas anteriores son muy intuitivas y en particular nos permiten escribir la identidad
L((=08)%f) = (-8)" 2 (-A)3f = [. (5)

Con estos preliminares, podemos regresar a las desigualdades de Hardy-Littlewood-Sobolev (3) y si las aplicamos
a una funcién f = (—A)2 ¢ tenemos por un lado

Ha(f)llzor = I a((=2)%9)|l10r < Cll(=2)7 @l Lr,

C0n1<p<Q<+OO,0<a<ny%—%:%_

Por otro lado, por las férmulas anteriores tenemos

Ha(llzer = I(=2)"2 (Hllar = 1(=2) 72 (=2)2 ¢l 10w = o]l Lo,

de donde se deducen entonces las desigualdades de Sobolev

Teorema 2 (Desigualdades de Sobolev en espacios de Lorentz)
Sean 1 < p < g < +00, 0 < a< % tres reales relacionados por la condicion ;1) — % =28 f:R" — R es una
funcion suficientemente regular tal que (—=A)2 f € LP(R", Bor(R™), dz,R), entonces tenemos la desigualdad

If lzar < CI(=2)% fl1e- (6)

Observacién 1 Dado que 1 < p < ¢ < 400, se tiene la inclusién de espacios L9P? C L%, lo que nos permite
obtener las desigualdades de Sobolev clasicas, es decir en donde uinicamente intervienen espacios de Lebesgue:

1flze < CI(=2)% fllLe- (7)

1.3. Desigualdades de Hardy

Teorema 3 (Desigualdades de Hardy) Sean 1 < p < 400 y 0 < o < % dos reales. Si f : R® — R es una

funcion suficientemente reqular tal que (—A)%f € LP(R™, Bor(R"™),dz,R), entonces tenemos la desigualdad

</R ‘f(x)’pdx); < Cll(=2)% /|-

nz[er




Demostracién. Empecemos aplicando las desigualdades de Holder con a = alp >1yb=
verifican  + } = 1), tenemos entonces

p
[
e [l ol

Tenemos que la funcién ‘xl%p pertenece al espacio L% (R"™, Bor(R"),dz,R) y tenemos la identidad ||| f|P|| ;5. =

n
n—ap

> 1 (que

[IFAiglFERE
[a,00

111 4.5+ 10 que nos permite escribir (remplazando b por el valor ap)

T p
/'ﬂ’ﬂmscwwnpﬁ
R™ [n—ap’

| [P

En este punto, por las relaciones entre los indices «,p y n podemos aplicar las desigualdades de Sobolev en los
espacios de Lorentz (6) para obtener

x)|P 2
/n |f( )‘ dISCHfHanigp,pSCH(_A)Zf”ip?

P
basta entonces extraer la raiz p-ésima de esta estimacién anterior para obtener el resultado deseado. |

Observacién 2 Es importante notar que la demostracién que acabamos de presentar para obtener las desigual-
dades de Hardy se basa en las desigualdades de Sobolev en los espacios de Lorentz (6) y que las desigualdades de
Sobolev clasicas (7) que hacen intervenir inicamente espacios de Lebesgue no son suficientes para concluir: esto
muestra la utilidad de pasar por los espacios de Lorentz.

2. Interpolacién

2.1. Espacio LPo 4 [Pt

Definicién 2 (Espacio LP° + LP1) Sea (X, .o, ) un espacio medido o-finito y sean 0 < pg < p1 < 400 dos
pardmetros reales. Definimos el espacio LPO+ LP* (X, o7 | 1, K) como el conjunto de funciones medibles f : X — K
que se pueden descomponer como

f=fo+h,
en donde fy pertenece al espacio de Lebesque LP°(X, of , u, K) y f1 pertenece al espacio de Lebesque LP* (X, o, 1, K).

Caracterizamos la pertenencia de una funcion medible f a este espacio si se tiene la condicion

[ fllzrosres = Inf |l follzro + | f1llze } < oo, (8)
f=fo+f

en donde el infimo corre sobre todas las descomposiciones f = fo + f1 posibles.

Notese que si f = fo + f1 es una descomposicién particular de la funcién f, se tiene siempre la desigualdad

[ llzeo Lo < [ follzeo + [ f1llzes-

Observemos ademaés que si anulamos uno de los dos términos de la suma f = fy + f1, es inmediato ver que se
tienen las inclusiones LPO(X, .o/, u, K) C LPO + LPY (X, o/, u, K) y LPY(X, o/, u, K) C LPO + LPY(X, o, u, K), de
manera que la suma de estos dos espacios es efectivamente un conjunto més grande.

Proposiciéon 1 Sea (X, o7, u) un espacio medido o-finito y sean 0 < pyg < p1 < +0o dos pardmetros reales. Si
po < p < p1, entonces se tiene la inclusion

LP(X, of | 1, K) € LPO + LPY(X, o, i, K).

Prueba. Supongamos para empezar que se tiene 0 < pg < p < p; < +00 y sea f una funciéon que pertenece



al espacio LV (X, o7, 1, K). Si v es una constante positiva fija, definimos entonces las funciones fy y fi por medio
de las expresiones siguientes:

flx) si|f(z)] >, flx) si|f(z)] <7,
Jo(x) = y fi(z) =
0 si|f(z)] <7, 0 si|f(z)] > 7.

Sin problema vemos que se tiene por construccién la identidad f = fy + f1. Ahora, si estudiamos la funcién de
distribucion de la funcién fp tenemos si o > ~:

dp (@) = p({z € X : [fo(z)] > a}) = p({x € X : |f(z)| > a}) = df(),

y si @ < tenemos dy (o) = p({x € X : [fo(x)] > a}) = p({z € X : |f(z)] > v}) = ds(7). Simétricamente, para
la funcién fi si @ > v se tiene dy, (o) = p({x € X : |fi(x)| > a}) = 0 mientras que si a < 7y tenemos

dp (@) = p({z e X:[fi(z) > a}) = p({z € X : v = [f(2)] > a})
p{z e X [f(@)] > afn{z e X |f(z)] >~}9)
= p{z e X |f(@)] > a}) —p({z € X : [f(2)] > }) = df(a) — df (7).

Es decir que se tiene

dy(a) sia>7, 0 sia >,
dpy (@) = y  dp(e) =
de(y) sia<y, de(a) —de(y) sia<r.

Con estas informaciones, con el hecho que py < p y utilizando la caracterizacién de los espacios de Lebesgue por
medio de la funcién de distribucién asi como la definicién de los espacios de Lorentz, podemos escribir

0% “+o0 Y +oo
15l = 7o /0 Py, (a)da + po / Py (@)da = po /O P d s (v)dor + po / P dj(a)da
Yy Y
400
< dp(y)7™ + sup{ady(a)} po / PP Lda < sup{APdy(7)}97 P + sup{aPd; (a)}—F0 PP
a>0 ¥ >0 a>0 P —DPo

p _
< 7P| f] e < o0
b —Po

De la misma manera, como p < p; < +00 tenemos

—+00

o g (@)da =1 [ a7 (dyfe) — dy(a) do

Y
1A, = p /0 P dj, (@)da+ py /
:

Y
= p / o P aPdp(a)da — dp(y)y"" < sup{oz”df(@)}7101 APTP — sup{yPd(y) P
0 a>0 b1—Dp v>0

p _
S 77;01 pr”Izp,oo < +00.
p1—p
De esta forma hemos obtenido que la funcién f € LP*°(X, o7, u, K) se descompone como la suma de dos funciones
f=fo+ fiendonde fy € LPO(X, o, u,K) y f1 € LP(X, o, 11, K) con 0 < pp < p < p1 < +0o0o. El caso cuando
p1 = +0o es inmediato pues por construccion se tiene || fi||z~ <y < 4o0. |

Corolario 1 Sea (X, .o/, 1) un espacio medido. Si0 < py <p <p1 < +oo y si 0 < g < +00, entonces se tiene la
inclusion de espacios
LPYX, o, u,K) C LP° + LPY(X, o, u, K).

En particular, gracias a la identificacion LPP = LP, todo espacio de Lebesque LP con py < p < p1 pertenece al
espacto LPO + [P,

Prueba. Por la inclusién entre espacios de Lorentz, basta observar que para un pardmetro 0 < p < +oo fijo y
para todo 0 < g < 400 se tiene la inclusién LP9(X, o7, pu, K) C L (X, o, 1, K). |



Como podemos ver con estos dos resultados, si fijamos los indices pg, p, p1 tales que 0 < pg < p < p1 < 400,
entonces el espacio LP° + LP' contiene a todos los espacios de Lebesgue LP y de Lorentz LP? y de este modo
obtenemos un espacio que servird de marco de referencia para los teoremas siguientes.

Antes de entrar en un estudio sistemético de este tipo de espacios LP°+ LP! (lo cual sera realizado mas adelante)
damos una tultima propiedad interesante.

Proposicién 2 Sea (X, <7, pu) un espacio medido y sea 0 < pyg < p1 < +0o dos indices reales. Entonces el
conjunto de funciones simples integrables definidas sobre (X, .o/, u) a valores en K es denso en el espacio LPO +

L (X, o, 1, K).

Prueba. La verificacién es relativamente directa. En efecto, si f € LPO + LPY(X, .o/, 11, K), con 0 < pg < p1 < +00
, entonces se tiene la descomposicién f = fo + f1 en donde fy € LP(X, o7, u, K) y f1 € LP (X, o7, i, K). Puesto
que se tiene 0 < pg < p1 < +oo, las funciones simples integrables son densas en los espacios de Lebesgue
LPi(X, o, 1, K), 7 = 0,1, y para todo € > 0, existen dos funciones simples ¢ y ¢ tales que ||fo — ¢|lro <e€/2y
| f1 — ¥l < e/2. Si definimos ¢ = ¢ + 1 entonces tenemos

1f = llzrosre < |[fo = @llzeo + 11 =dllpm <e/2+¢/2 =,

de donde se obtiene la densidad buscada. [ |

2.2. Teorema de interpolacion de Marcinkiewicz

Teorema 4 (de interpolacién de Marcinkiewicz) Sea (X, o7, ) un espacio medido y sean 0 < py < p1 <
oo dos pardmetros reales. Sea T un operador sublineal definido sobre el espacio LP° + LPY (X, o7, i, K) y a valores
en el espacio My(X, o) de funciones medibles, finitas en casi todas partes, definidas sobre X a valores en K, es
decir

T:LP+ L — M,

Supongamos que existen dos constantes positivas Cy y C1 tales que:
||T(f)HLp0’°O < COHfHLpO’ para toda funczén f € LPO(X’ M?:UWK)’ (9)
1Tz < Callfllzmr,  para toda funcion f € P (X, of, 1, K). (10)

Entonces, para todo py < p < p1 y para toda funcion f € LP(X, o, u,K), tenemos la estimacion:

IT(Hllze < Cllflze,

1 1/p—1/py 1/pg—1/p

_ P j4 P ~1/po—1/p1 ~1/P0—1/P1
en donde C' = 2 (pipo + prp) Cy (O .

Antes de pasar a la demostracion, es importante hacer algunas observaciones. Notemos para empezar que el
operador T estd definido sobre el conjunto LP° 4+ LP' que contiene por construccién a los espacios de Lebesgue
LPo y [P, En particular, si bien el operador estd definido sobre un espacio muy grande, las desigualdades (10) y
(10) exigen un control en términos de estos dos espacios de Lebesgue. Observemos luego que estas estimaciones
hacen intervenir espacios de Lorentz, es decir que el operador 1T es de tipo pg-débil y pi-débil lo cual permite
considerar un nimero muy consecuente de operadores como tendremos la oportunidad de verlo. Finalmente, bajo
estas hipdtesis, la conclusion es que el operador T de tipo p-fuerte.

Demostracién. Supongamos para comenzar que 0 < p; < 4+00. Fijemos una funcién f € LP(X, <7, u, K) con
po < p < p1 < 400 y un parametro o > 0. Siguiendo las ideas de la Proposicién 1, descomponemos la funcién f



como una suma de funciones f = fy + f1 en donde

F@) s @) > ba, F@) s @) < ba,
folz) = y fx)=
0 si|f(z)] < da, 0 si|f(z)] > da.

Aqui § > 0 es un pardmetro positivo cuyo valor serd determinado posteriormente. Por el Corolario 1 tenemos que
la funcién fj pertenece al espacio LP° (X, o7, 1, K) mientras que la funcién f; pertenece al espacio LP* (X, 7, u, K).

Utilicemos ahora la hipotesis de sublinealidad del operador T para obtener la desigualdad
TN =1T(fo+ SOl <IT(fo)l +IT(f1)l;
que implica las inclusiones de conjuntos
{r e X:|T(f)(@)] >a} C{x e X :[T(fo)| > a/2}Ufz e X :|T(f1)] > a/2},
de donde se obtiene, al nivel de las funciones de distribucién, la estimacion
dr(p)(a) < dp(ge)(/2) + dpgyy (a/2). (11)
Por definicién de la funcional || - ||zp.c, tenemos
dr(py (@) < (a/2) T (fo)l7roee + (a/2)PHIT(f1) o100

de esta manera, junto con las desigualdades dadas por las hipétesis (10) y (10) y con la definicién de las funciones
foy fi, se tiene

IN

(@/2) P foll B2 + (/2P P 111,
< (2 [ h@rdu + @27 [ i) )

o’ —_— P APl
(ar/2)P0 /{|f|>5a} |f (@) [Podp(x) + (a/2m /{WM} |f (@)t dpa().

Con esta informacion sobre dp(s)(cr), vamos a reconstruir la funcional || T'(f)||z» utilizando la caracterizacién que
se basa en las funciones de distribucién

dp(py (@)

A

+oc0
ITAIE, = p /0 o dp ) () da

P1

e P! & VPO du(x ] AP oz N
: p/o <(0‘/2>”° /{f|>6a}‘f( W) + (o gy /{|f|<6a}‘f( I n )> ’

+00 +oo
< oy [ amt [ jf@Pdudat oy [ e [ @) due)da,
0 {lfI>da} 0 {If|1<da}

En este punto aplicamos el teorema de Fubini (recordamos que por hipdtesis se tiene 0 < pg < p < p1 < +00)
para obtener la siguiente expresion

[f1/0
TR < e [ I / o™ dadu(x) + (201 / e /M o dady(x)
o [f ()PP S @) n
< oL | L ) + coor L | e e duo),

de donde se deduce la desigualdad

T P < 2C PO p OPO™P 4 (2C )Pt p 5?1—17) p
H <f>HLp_<< oL L1



Po P1
Para terminar la demostracién en el caso cuando p; < +00, es suficiente fijar el pardmetro § como § = 2C;"' " C/° ™™

y extraer la raiz p-ésima de la estimacion anterior.

Estudiemos ahora el caso cuando p; = +oo. Utilizamos la misma descomposicién f = fg + fi1 anterior y
observamos que por hipdtesis, tenemos la estimacién [|[T(f1)| ze < Ci|fil|re < A1da = /2, siempre y cuando
fijemos § = 26‘ Se deduce de esto que el conjunto {z € X : [T'(f1)| > «/2} es de medida cero, por lo tanto en
vez de (11) tenemos simplemente

drp)(a) < dppy(a/2),
con las hipétesis sobre el operador 1" podemos escribir

dr(g) (@) < (a/2) N T (o)l Zhooe < (a/2)7CF | follLho -

Reconstruimos entonces la funcional ||7(f)| L utilizando la funcién de distribucién:

+00 +oo
T = p / 0P Ldp py (a)da < p / a1 ((a/2) " CE | fo[75) dar
0 0

IN

p(2Cp)"° /;OO
( ) /O+OO

+oo
ap_po_l/x | fo(x)[Podp(z)do SP(QCo)pO/O ap‘po—l/{|f|>6a} |f ()P dp(x)dor

ool / | (@)Pdu(a)do,
{2C1|f|>a}

pues hemos fijado § = 20 . Aplicando el teorema de Fubini obtenemos

IN

P 200 Ppo

2G4 S|
T < o™ [ 1@ [7 e daduta) < 200 2) P )PP (20 Pdu(a),

de donde concluimos
IT(HIT < 2”06’00{’_”0]) ||f”Lp7

lo que termina la demostracién al extraer la raiz p-ésima en ambos lados de esta desigualdad. |

2.3. Funcién Maximal de Hardy-Littlewood
s Funciones de gran importancia en el analisis arménico: una herramienta indispensable

» Ejemplo de operadores que no son acotados en L' en L': ilustracién de la necesidad de los espacios de
Lorentz

Definicion 3 Sea f : R" — R una funcidn localmente integrable. Definimos el promedio de f sobre la bola
B = B(z,r) como
1

mp(f)(r) = W B(z,r)

f(y)dy

Definicién 4 (funcién maximal centrada) Sea f: R"™ — R una funcion medible. La funcion maximal
centrada de Hardy-Littlewood es:

M) = sup mi(A)@) = sp o [ gy

Definicién 5 (funcién maximal no centrada) Sea f : R™ — R una funcion medible. La funcion ma-
ximal no centrada de Hardy-Littlewood es:

Mf)(x) = sup  mpgs(lf)(z)

5>0; |[z—y|<d




Teorema 5 (Control sobre funciones maximales) Sea ¢ > 0 una funcidn continua y decreciente de-

finida sobre [0,+00[. Si ®(x) = p(|x]) es una funcion integrable sobre R™ entonces, para toda funcion f
localmente integrable sobre R™, se tiene la estimacion

ililg(!f\ x ®c) () < ||| L1 M(f) (@)

en donde hemos notado ®.(z) = e "®(e1z).

Observacion 3

» El operador M nunca estd en L'(R") si f # 0.
» Se tiene M(f)(z) < M(f)(x).

Teorema 6 Las funciones maximales M y 9 son operadores acotados:
» de L'(R") en LY>°(R")

« de L®(R") en L=(R")

» de LP(R™) en LP(R™) para todo 1 < p < +00

Demostracion.

» de LY(R") en L1°(R™): Dado que M(f) < OM(f), se tiene la inclusién de conjuntos

{z e R" : IM(f)(z)| > a} C{x e R" : | M(f)(z)| > a}.

Como M(f) es el supremo de funciones continuas, se tiene que M(f) es semi-continua inferiormente y el
conjunto

Eo ={z e R": |IM(f)(z)| > o}
es abierto. Sea K un compacto de E,, entonces para todo z € K existe una bola B, tal que:

[ 15wldy > al.|

T

Por compacidad de K existe un recubrimiento finito {By 1, ..., By} de K.

Lema 1 (Teorema de recubrimiento) Sea {Bj,..., By} una familia finita de bolas abiertas de R™. Eziste
entonces una subcoleccion finita {Bj 1, ..., B} formada por bolas disjuntas tales que
l k
UBji| =3B
i=1 i=1

Aplicamos este lema a la familia de bolas {B; 1, ..., By 1} para obtener

|K|<Z|Bm]<3”Z|B < Z/ |dy</ o)|dy

Tomando el supremo de todos los compactos contenidos en E, obtenemos

alEa| < 3" fllzr

de donde se deduce
M) pree < D) pree < 3™ f L1




= de L®(R") en L®(R™):

Se tiene inmediatamente ||[M(f)||zee < |9N(f)|ree < || flLoo-

» de LP(R™) en LP(R™) para todo 1 < p < 4o00:

Aqui se aplica el teorema de interpolaciéon de Marcinkiewicz!
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