Curso de Verano EPN Julio-Agosto 2009

Correccion del Deber en casa n°2: Convolucion.
Fecha de entrega:

Diego Chamorro

1. Preliminares

Correccién Ejercicio 1
Mostremos que la aplicacion

pr :RxR — R
(z,y) — z+y
es continua. Sean a = (z1,y1) vy b = (x2,y2) dos elementos de R x R, que dotamos de la distancia d(a,b) = |1 — z2| + |y1 — y2|-

Tenemos entonces que |4 (a) — o4+ (b)] = |21 +y1 — 22 — y2| < |21 — x2| + |y1 — y2| = d(a, b) de donde se deduce la continuidad
de la aplicacién ¢4 y la aplicacién ¢ :  — —x se trata de forma totalmente similar.

La generalizacion al caso R™ y Z" es inmediata y una ligera modificacién permite considerar el conjunto R*. El mismo
razonamiento permite estudiar el grupo de Heisenberg H.

* * * * *

Correccién Ejercicio 2

Observamos que la accién por la izquierda de la aplicacién continua z~! envia - A en A. Como la imagen reciproca de todo
abierto bajo una aplicacién continua es un conjunto abierto obtenemos que x - A es un abierto. De la misma forma, la accién
por la derecha de 27! envia A -z en A, de donde se concluye que A - x es abierto.

* * * * *

Correccién Ejercicio 3
1. Para poder hablar de p(z - A), es necesario que el conjunto - A sea un boreliano, lo cual es el caso por el ejercicio anterior.

2.-3. Por construccién tenemos para todo z € R™ y todo boreliano A las identidades A, (x + A) = A (A + ) = A, (A) (ver
proposicién 2.4.9 de [I]). Estas igualdades se mantienen para la medida de conteo y obtenemos que estas dos medidas son
bi-invariantes.

4. El cambio de variable u = tx muestra de inmediato que se tiene
+oo dx oo dx
tr)— = T)—
[ feg= [ g

para toda funcién integrable definida sobre R* y para todo t € R*.



Ejercicios de Teoria de la Medida e Integracion. Correccién. Verano 2009, EPN. @ www.amarun.net

5. Si p es una medida de Haar invariante por la izquierda entonces, para todo boreliano A y para todo z € G, se tiene
p(z - A) = p(A), es decir [ 1..4(z)dp(z) = [; La(z)du(x), de manera que se tiene la propiedad buscada para todas las
funciones simples. La construccién de la mtegral de Lebesgue con respecto a la medida p nos permite afirmar que se tiene
esta propiedad para toda funcién integrable.

Correccién Ejercicio 4

1. El punto 5. del ejercicio anterior aplicado a la funcién |f|P muestra que
11 = [ £ o)Pdute) = [ 1@Pdnt) = 171,

2. Sea (7T, )nen una sucesién de elementos del grupo G que tiende hacia e. Dado que tenemos por el punto precedente la
identidad || fr, |lzr = || f|lzr, Podemos escribir 11'11{1 || fr. llLe = ||f]|z». Aplicamos entonces la reciproca del Teorema de
n—-—+oo

Convergencia Dominada de Lebesgue (también conocido como lema de Scheffé) dado en la proposicién 4.2.7 - 2) de [1]
para obtener el resultado buscado.

2. Producto de Convolucion, primeras propiedades

Correccién Ejercicio 5

Como la medida de Haar es invariante por la izquierda, si z = 71 -y, tenemos y = - 2z, y =} = 271 - o7 y du(2) = du(y), de

manera que podemos escribir
* d = : “Hdu(z).
frg(x /f bex)dpu(y) /(;f(év 2)g(z" " )dp(z)

Correccién Ejercicio 6

1. Sean f y g son dos funciones de L!(G,K). Tenemos entonces

1 *g(2)] < /G F@)aly™ - 2)ldu(y)

Integrando con respecto a du(x) y aplicando el teorema de Fubini (ver seccién 3.4.3 de [I]) se obtiene
I #allis = [ 172 9@lduta) < [ 17 [ 1ot - 0)dnte)dn) = 1712l
2. Basta escribir

—71'2 —Tm\Tr— 2
||f*f||L1=/Re v / @9 ddy = || f) 1]

* * * * *

Correccién Ejercicio 7
Sea la funcién f(z) = 1[_1,1j(7) definida sobre R.

1. Observamos en primer lugar que si x €] — 0o, —2[U]2, +o0o[ entonces f * f(x) = 0 y esto nos permite restringir nuestro
estudio al intervalo [—2,2]. Tenemos pues

+o0 +too
Jfle) = / L (9L (& — y)dy = / L (9) Lo o) (9)dy

— 00 — 00
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es decir

“+o0
[ flz)= / Lp—1 o101, () dy.

— 00

Dado que el intervalo [x — 1,2z + 1] se translada en funcién de x vemos sin mayor dificultad que

2+x si xe[-2,0]
x—2 si zel0,2].

2. El soporte de f * f es [—2,2] y contiene el soporte de f.

3. La funcién inicial f era discontinua, la nueva funcién f x f es continua: el producto de convoluciéon nos permite ganar
regularidad.

4. Supongamos que x ¢ sop(f) + sop(g). Entonces para todo y € sop(f) se tiene que z — y ¢ sop(g) y entonces

/f y)dy =0

Podemos ver entonces que el interior de (sop(f) + sop(g))¢ estd incluido en el complementario de sop(f * g), de donde se
obtiene que sop(f * g) C sop(f) + sop(g).

Correccién Ejercicio 8

Sean f,g y h tres funciones de L!(G,K).

pelgenl@ = [ o ([ own o) ) duty

Haciendo el cambio de variable z = y - u en la integral entre paréntesis obtenemos

refgenl@ = [ o ([ot ne o) ) duty

Aplicando el teorema de Fubini, se tiene

[ 1w ( ot o ~x>du(z>) o) = | ( [ fat Z)du(y)) Wt )dp(z) = [f * )+ h(a)

2.-3. Estos dos puntos se deducen directamente de la propiedad de linealidad de la integral y verificamos solo el primero.

1. Tenemos

Frlg+m@ = [ 1o+ me D) = [ f@el )+ Fh - 2)duty) = 190 + 1 +ha)
4. Basta hacer el cambio de variable u = 7 - y para obtener la primera identidad:

frx gl / Fr@)gy™ - )duly) = /G o w)gly - 2)duly) = /G Fg(u 7 2)duly) = (f * 9) ()

5. Solo nos queda por verificar (ver la definicién 4.5.1 de dlgebra de Banach en [I]) que (Af) xg = f* (Ag) = A\(f * g) para
todo A\ € K. Esto es inmediato por la linealidad de la integral. Con estos puntos y con la estimacién del primer punto del
ejercicio |§|, se tiene que (L!(G,K), *) es una algebra de Banach.

* * * * *
Correccién Ejercicio 9

1. Se tiene ||f,]|z1 = 2 para todo n > 1.

2. Escribimos fr, * 8(0) = [p n1{_1/n,1/m](%)d(y)d, = nfliy;n w(y).
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3. Si se tiene f,, x 6 = f, para todo z € R, entonces f,(0) = n y por lo tanto nfi{’}n 0(y)du(y) = n; es decir que se tiene,
para todo n > 1:

1/n
/ 5()dp(y) = 1.

—1/n

4. Como hemos supuesto que § € L}(R,R), podemos aplicar el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue para obtener

ngrfoo f_%?n 0(y)du(y) = 0 lo cual es una contradiccién con la identidad del punto anterior.

* * * * *

3. Propiedades adicionales del producto de convolucion
Correccién Ejercicio 10 (Desigualdad de Young)

1. Observamos que si p’ y ¢’ son los conjugados arménicos de p y ¢, entonces tenemos 1 = 1/r + 1/p’ + 1/¢’. Aplicando

la desigualdad de Holder generalizada (teorema 4.2.4 [I]) a la expresién (|f(y)|P|g(z — y)|q)1/r L) P/ |g(z — y)| 9/
tenemos

1/r
[ Q5@ Plate =0 151 ot =y < ([ 1FwPlate - i)

R
, l/q/ o, 1/17/
g </ ) dy) (/R gz — )| 4=/ dy)

2.-3. Un célculo inmediato muestra que (1—p/r)q’ = py que (1—¢q/r)p’ = q. Esto nos permite reescribir la expresién precedente
de la forma siguiente

Feal < ([ 1rste —lar) <IAZIIE [ 170)Plte - iy

4. Integrando con respecto a dx y aplicando el teorema de Fubini se tiene

E+4p, LTr+a

/R \F*g@)[rde < [ F1E 1gllE, / / F@)Pla(e — v)|2dydz = [ £ 12 = 1£150 lllhe

de donde se deduce la desigualdad de Young.

* * * * *

Correccién Ejercicio 11

1. Notamos p(y,z) = f(y)g(z —y) y vemos que esta funcién es medible para todo z € R, es continua en x para todoy € Ry
ademds se tiene |p(y,z)| < ||g]lL|f(y)|.- Tenemos todas las condiciones para aplicar el teorema 3.3.4 de continuidad con
respecto a un pardmetro de [I] y podemos concluir que f * g es una funcién continua.

2. Si las derivadas 0%g (para |a| < k) son acotadas sobre R™ podemos aplicar el teorema 3.3.5 de derivacién bajo el signo
integral para obtener el resultado deseado. Llamamos la atencién del lector sobre el hecho que la derivacién se aplica en
la funcién g que es derivable y no sobre f que no posee ninguna propiedad de regularidad: 0%(f % g) = f * 0%g.

* * * * *

Correccién Ejercicio 12

1. Notemos primero que si el soporte de ¢ es la bola {|x| < 1} entonces el soporte que @, es la bola {|z| < €}. Tenemos
ademads, gracias a un simple cambio de variable:

/n we(x)dx = é/n ® (g) dx = /n p(z)dr =1

Por lo tanto las funciones ¢, son una aproximacién de la identidad.
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2. Una recurrencia en el ejercicio anterior muestra inmediatamente que las funciones f * . son infinitamente derivables a
soporte compacto.

3. Como f es continua a soporte compacto, es entonces uniformemente continua (ver proposicién 1.2.8 de [I]). Entonces para
todo n > 0 y para todo 6 > 0 se tiene que |x — y| < § implica |f(y) — f(x)| < 7. Fijemos ahora ¢ < 4, y por el punto 1. el
soporte de ¢.(x — y) estd contenido en la bola {|x — y| < 6}.

Dado que fRn @e(x)dx = 1 podemos aplicar un truco muy importante y de uso frecuente en el andlisis:

[f * pe(@) = f(2)]

n

[ feete =iy - 1) [

eea =iy = | [ (10~ 1@ gt~ iy

IN

[ 150) = 1@ loela - wldy

Como el soporte de p.(z — y) estd contenido en la bola {|z — y| < §} tenemos |z — y| < § y por la continuidad uniforme
de f tenemos |f(y) — f(x)| < n. Es decir, que para todo = € R™ se tiene:

Frgelo) = F@I < [ loele - )ldy =
R"L
Hemos mostrado entonces que para todo n > 0 existe €y > 0 tal que para todo € > ¢( se tiene

sup |f * () — f(z)] <n
reR™

Es decir que las funciones f % ¢, convergen uniformemente sobre R™ hacia f si ¢ — 0.

En esta verificacién no hemos utilizado ninguna propiedad de regularidad de las funciones ¢., lo cual permite generalizar
este resultado a toda aproximacion de la identidad.

* * * * *

Correccién Ejercicio 13 (Un teorema de Weierstrass)
Sea f una funcién continua a soporte en [—1,1] a valores en R.

1. Por definicién se tiene, para todo n > 1, que fR on(x)dx = 1. Ademsds, el soporte de ¢, estd contenido en [—1/n,1/n| de
manera que para todo o > 0, se tiene, utilizando el teorema de convergencia dominada de Lebesgue que

lim on(z)dr = 0.

n—+oo lz|>o
La familia (¢, ),>1 es entonces una aproximacién de la identidad.

2. Para mostrar que f * ¢, es un polinomio, vamos a verificar que la k-ésima derivada de esta funcién es nula para k
suficientemente grande: obtendriamos asi que f * ,, es un polinomio de grado menor que k. Utilizando el ejercicio anterior
podemos ver que d*(f * p,) = f * d¥¢,, y observando que si k > 2n entonces d*y,, = 0, podemos concluir que f * ¢,, es
un polinomio.

3. Con los puntos anteriores y con el ejercicio hemos demostrado que toda funcién continua a soporte en [—1, 1] puede
ser aproximada uniformemente por polinomios. Debemos ahora ver que el caso general puede restringirse a este caso
particular. Si f es una funcién continua a soporte en un intervalo [a, b]; definimos la funcién

o) = ((b—a)x;—(a+b))

de manera que el soporte de g es el intervalo [—1,1].

Tenemos entonces que g es limite uniforme de polinomios y, como la imagen de un polinomio por un cambio de variable
afin sigue siendo un polinomio, obtenemos que f es también limite uniforme de polinomios y hemos demostrado el teorema
de Weierstrass.

“toda funcion continua a soporte compacto es el limite uniforme de polinomios”.
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