Curso de Verano EPN Julio-Agosto 2009

Deber en casa n°1: Medida de Hausdorft.
Fecha de entrega:

Diego Chamorro

Resumen

La medida de Lebesgue permite medir objetos que poseen un volimen; pero es inadaptada para “medir” los objetos que
no tienen volimen. Las medidas de Hausdorff sirven para remediar este inconveniente.

1. Preliminares
Ejercicio 1 Sea (X,d) un espacio métrico. Decimos que dos conjuntos A y B son positivamente separados si verifican
d(A,B) = inf{d(x,y) : x € A,y € B} > 0.

Una medida exterior p definida sobre P(X) es una medida exterior métrica si, para todo A, B, dos conjuntos positivamente
separados, se tiene la identidad (AU B) = p(A) + pu(B).

Mostrar que si p es una medida exterior métrica entonces la coleccion de conjuntos p-medibles contiene los conjuntos
borelianos. Para ello seguir las siguientes etapas:

1. Sea E € P(X) tal que u(E) < +o0o y sea C un conjunto cerrado. Considerando los conjuntos Cr, = {x € X : d(x,C) >
1/n} mostrar que u(E) > p(ENC) + p(ENCy).

2. Definimos Ay = {x € X : 1/(k+1) < d(z,C) < 1/k}. Verificar que se tienen las inclusiones

ENC, CE\CC(ENCy,)U | J(ENA).
k>n

3. Mostrar que 3=, -, p(E N Ax) < 2u(E) y deducir que h'r_‘r_l Y ksn M(EN Ag) = 0.
4. Mostrar utilizando los dos puntos anteriores que se tiene HI_{I wWENCy) =pu(E\C).

5. Obtener la estimacion w(E) > p(ENC) + pn(E\ C) y concluir que una medida exterior métrica contiene los conjuntos
borelianos.

2. Medida de Hausdorff

El conjunto de base que utilizamos es el espacio euclideo n-dimensional R™ dotado de su distancia natural

n 1/2
d(z,y) = (Z i — in2> .
=1

Definicién 1 Si A es un subconjunto de R™ y si (U;)ien es una sucesidn de conjuntos convezos tales que A C |J
dénde 0 < diam(U;) < 8, diremos entonces que (U;)ien es un d-recubrimiento (convexo) de A.

ien Ui en



Ejercicios de Teoria de la Medida e Integracién. Deber de trabajo personal, verano 2009, EPN. @ WwWw.amarun.net

Si A es un subconjunto de R™ y si s es un real positivo, definimos para d > 0, la aplicacion:

—+oo
H3(A) = inf Y diam(Us)*, 1
5(A) Al 2 iam(Us) (1)

en donde el infimo considera todos los §-recubrimientos de A notados Rs, 4.

Ejercicio 2 Mostrar que la aplicacion (1) es una funcidn decreciente del pardmetro 6.

* * * * *
Definicién 2 (Medida exterior s-dimensional de Hausdorff) Para obtener la medida exterior s-dimensional de Haus-
dorff de un subconjunto A de R™ hacemos tender 6 — 0 en la expresion (1) de manera que

H*(A) = lim H3(A) = sup H3(A). (2)
60 6>0

Ejercicio 3 Mostrar que H® es efectivamente una medida exterior. Para ello sequir las siguientes etapas.

1. Sea (Ai)ien una sucesion numerable de conjuntos de R™, sea A = |J,cy Ai, sea § > 0 y sea e > 0. Verificar que para todo
i €N, eziste (B})jen un S-recubrimiento de A; tal que

H3(A) =Y diam(B})*| <

JEN

£
2i"

2. Mostrar que se tiene la inclusion A C |J) Bj y que esta unidn es numerable.
I€N,jEN

8. Mostrar que

H;(A) < ZZdiam(B;-)s < Z(HS(AZ') + %)

€N jEN €N
4. Haciendo €,0 — 0 comprobar que H*(A) < 37, .y H*(Ai).

* * * * *

Ejercicio 4 Mostrar que para todo conjunto H®-medible A se tienen las identidades
1. H*(z + A) = H*(A) para todo x € R™.
2. H*(cA) = c*H*(A) para todo c € R.

Recuérdese quex + A={z+y:y€ A} ycA={cy:y € A}.

* * * * *

Ejercicio 5 Mostrar que la medida exterior de Hausdorff H® es una medida métrica en el sentido del ejercicio 1. Deducir
que la medida de Hausdorff s-dimensional es una medida Boreliana. Indicaciones:

1. Sean A, B dos conjuntos medibles positivamente separados. Sea § €]0,d(A, B)/3[ y sea e > 0. Verificar que ezxiste (A;)ien
un §-recubrimiento de AU B tal que
H3(AUB) = > diam(A;)°| <e.
ieN
2. Notando In = {i e N: AinNA# 0} yIp ={i € N: A; N B # 0} verificar que Is NIg = 0 y que (Ai)r, es un
d-recubrimiento de A y que (A;)1 es un d-recubrimiento de B.

8. Mostrar que se tiene la estimacion
H3(AUB) +e> > diam(A)° + Y diam(A:)°
i€l 5 i€lp
4. Haciendo €,6 — 0 concluir.
Notacioén: La restriccion de H® a los Borelianos de R" se denomina la medida de Hausdorff s-dimensional.

* * * * *

Ejercicio 6 Fijamos s = 0. Calcular H°(A) en donde A = {z} para todo x € R™ y calcular H°(B) en donde B = {x,y} con
x#y R sA qué medida conocida corresponde la medida de Hausdorff 0-dimensional? Fijemos ahora s > 0, calcule H*(A)
y H®(B) en donde A y B son los conjuntos anteriores.

* * * * *
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Definicién 3 Una clase de Vitali para un conjunto A es una familia de conjuntos V tal que, para todo r € A y para todo
0 >0, existe U €V con xz € U tal que 0 < diam(U) < 4.

Teorema 1 (Teorema de recubrimiento de Vitali) Sea A C R™ un conjunto H®-medible y sea V una clase de Vitali de
A formada por conjuntos cerrados. Entonces podemos escoger una sucesion (finita o numerable) (U;)icr de V tal que: o se
tiene Y, diam(U;)* = 400 o se tiene H*(A\ U, Ui) = 0.

Ejercicio 7 (Relaciones entre la medida de Hausdorff y la medida de Lebesgue) Definimos la constante

n
w2

Cn = oomrm Y
2nT(% 4+ 1)°
en donde T' es la funcién Gamma cldsica: T'(x) = f0+°° t*'e~'dt (ndtese que c1 =1 y que ca = T).

Vamos a verificar que si A C R", entonces se tiene la identidad An(A) = cn H"(A).
1. Mostrar que sobre R las medidas X y H' coinciden.

2. Verificar que para todo 6 > 0 y todo € > 0, se puede recubrir un conjunto A por una coleccion de conjuntos cerrados
(Us)ien tales que

> diam(Ui)" < Hg(A) +e.
ieN
8. Suponiendo que para todo conjunto cerrado y convero C C R™ se tiene la mayoracion

A (C) < endiam(C)" (en particular se tiene la igualdad para las bolas cerradas).

Mostrar que se tiene A\n(A) <D0,y Mn(Ui) < cnHG (A) 4 cne y deducir que An(A) < cnH"(A).
4. Verificar que es suficiente estudiar los conjuntos A tales que H°(A) < +oo.
5. Para la estimacidn reciproca, sea (Qi)ien una coleccion de cubos que recubren A tal que
> v0l(Qi) < An(A) +e.
ieN
Mostrar que para todo i € N, las bolas cerradas contenidas en Q; de radio mdzimo & forman una clase de Vitali de Q;.

6. Utilizando el teorema de Vitali, mostrar que existe una familia de bolas disjuntas (B;')jEN de Q; de didmetro mazimal &
tales que H"(Q: \ U,y Bj) = 0.

7. Mostrar que se tiene la estimacion

“+o00 +oo
H3(A) <D Y HF(B))
i=0 j=0
8. Mostrar que
+o00 +oo +oo
H3(B)) < et Y vol(Q) < ¢ (An(A) +¢)
=0 j=0 =0
Concluir que ¢, H"(A) < A (A).
* * * * *

3. Dimensién de Hausdorff
Ejercicio 8
1. Sea A un subconjunto de R™ y § > 0 un real, si 0 < s < t, muestre que se tiene la estimacion
Hi(A) > 6 H5(A).

2. Mostrar utilizando la estimacién anterior que si para todo conjunto A eziste un valor notado dim(A) tal que 0 <
HE™A (A) < 400, entonces se tiene

+oo  si 0<s<dim(A),
H(A) =
0 st dim(A) < s < 4o0.
A la cantidad dim(A) se le denomina la dimensién de Hausdorfl del conjunto A.

3. Sea Q el cubo unidad de R™ que dividimos en k™ cubos de lado 1/k. Mostrar que si § > k~'n'/? entonces H3 (Q) < 4o00.
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4. A partir del calculo precedente, mostrar que si s > n entonces H*(Q) =0 y H*(R™) = 0.
5. Mostrar que para todo subconjunto A C R™ se tiene 0 < dim(A) < n.

* * * * *

Ejercicio 9 Sea K el conjunto triddico de Cantor.

1. Observando que K puede ser recubierto por 27 intervalos de longitud 377 que conforman los conjuntos K;, mostrar que
Hi—; (K) <2737, Si fijamos s = In(2)/1In(3), mostrar que H*(K) < 1.

2. ;Cudl es la dimensién de Hausdorff del conjunto triddico de Cantor? Dar una cota superior al valor de dim(K).

3. Queremos demostrar que, para toda coleccion C de intervalos que recubren K, se tiene
1<) diam(A)°. (3)

Mostrar que basta hacerlo cuando C es una coleccion finita.

4. Supongamos que Ag € C es el mds pequenio intervalo que contiene dos intervalos J y J' que aparecen en la construccion
del conjunto triddico de Cantor K (no necesariamente en la misma etapa de la construccidn, es decir, no necesariamente

en el mismo conjunto K;). Mostrar que Ao es la unidn disjunta de J con L, un intervalo en el complementario de K, y
con J'.

5. Mostrar que para tales conjuntos se tiene diam(J),diam(J') < diam(L) y

diam(Ao)® = (diam(J) + diam(L) + diam(J"))" > (g(diam(,]) + diam(J'))S > diam(J)° + diam(J")*

Observar que no se aumenta la suma (3) si se reemplaza Ao por los dos intervalos J y J'.

6. Verificar que se puede proceder de esta forma hasta obtener un recubrimiento de K formado por intervalos de igual
longitud (que podemos fijar a 377).

7. Observar que procediendo de esta manera incluimos todos los intervalos que conforman K;. Como la mayoracion (3) es
vdlida para este recubrimiento, lo es también para el recubrimiento original C.

8. Concluir que cuando s =1n(2)/1n(3) entonces H°(K) = 1.



