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Ejercicios Leccién n°1: Integral y sumas de Riemann, problemas y limitaciones EPN, verano 2009

Ejercicio1 —  Arquimedes

1. Mostrar que se tiene la identidad

3

Zig B n2(n + 1)2
; B 4

=1
2. Calcular, utilizando el método de Arquimedes, el drea bajo la curva f(x) = 23 con z € [0, 1].

3. Verificar de forma “moderna” el resultado.

Ejercicio 2 —  Primera formula del promedio

Sea f : [a,b] — R una funcién continua y sea g : [a,b] — R una funcién Riemann-integrable positiva.

1. Mostrar que existe ¢ €]a, b tal que

[t =10 [ gwae

Indicacion: aplicar el teorema de los valores intermedios.

2. (Qué sucede si g no es positiva?

Ejercicio 3 — Integral de Riemann

1. La funcién f(z) = ﬁ definida sobre |0, 1] jes Riemann-integrable?

.Coémo estimar intuitivamente fol f(z)dx?

JEs la funcién g(z) = f%(z) integrable?

Ejercicio 4 —  Sumas de Riemann
7 7 4 7 ]
1. Calcular nll}:ll—loo Sy H%LZ., nEIJlrlOO Y15 Y nglilm% S cos (5).
2. Sea f:[0,1] — R una funcién continua. Sea R, = 1 >0 | f(k/n) y sea { = fol f(z)dz.
Mostrar que si f es creciente entonces 0 < R,, — ¢ < w.
Ejercicio 5 —  Problemas de Convergencia

Definimos una sucesién de funciones (fy,)nen sobre [0, 1] a valores reales por

ownie

fo(z) = 1+ n222)y?

y escribimos  gn(x) = nfp(z).

1. Calcular lim fy(z)y lim g,(x).
n—-+00 n—-+00
2. Verificar que se tiene
1 1
lim / fo(x)dx =1, y lim gn(x)dx = 400.
0

n—-00 n—+o00 Jg

3. (Porqué no se obtiene la igualdad al intercambiar los signos “ lim” y f 77

Ejercicio 6 —  Problemas de completitud

1. Sea C°([0,1],R) el conjunto de las funciones continuas a valores reales definidas sobre el intervalo [0, 1].
Mostrar que la cantidad || f|| = fol |f(x)|dx es una norma sobre este espacio de funciones.

2. ;BEs este espacio (C°([0,1],R), || - ||) un espacio normado completo? Si/No.



3. Consideramos la sucesién para todo n > 2:

1 swcﬁ%,
fa@) =% in+l-nz sis<z<i+i
1,1
0 stz >5+ 2.

Verificar que cada funcién f, es continua.

4. Calcular || f,||, (hacia qué valor tiende 11'51_1 | f=lI? (Es una sucesién de Cauchy?
n—-roo

5. (Hacia qué funcién f converge la sucesién (fy,)nen? Calcular || f]].

Con las preguntas 3.-5. responder a la pregunta 2.

Ejercicio 7 — Imagenes directas e Imagenes reciprocas

Si f es una aplicacién de X en Y, la imagen directa f(A) de un conjunto A € P(X) es el conjunto de puntos
y € Y de la forma y = f(z) con z € A:

f(A)={yeY: y=[f(x); zcA}
La imagen reciproca de B € P(Y') es el conjunto definido por
J7HB)={reX: [f(x)eB}
1. Mostrar que se tienen las identidades para I una colecciéon de indices cualquiera.
a) [T (Uier Bi) = Ui, F7(Bi)
b) 7 (Mier Bi) = Nier f71(B)
c) fHBY) = (f1(B))"
2. ;Cudl de estas identidades se mantiene para la imagen directa? Justifique sus respuestas.
Ejercicio 8 —  Funciones indicatrices

Sea X un conjunto. Para todo subconjunto A de X definimos su funcién indicatriz:

14: X — {0,1}
1 sixe€ A,
r — ly(x) =

0 siz¢ A

1. Verificar que se tienen las identidades 1anp(z) = 1a(2)1p(x) y Laas(®) = Lo\ p(7) + 1\ a(2).

2. Si (Ap)nen es una sucesién de conjuntos de P(X), determinar 1y _ 4, en funcién de 14,.

Ejercicio 9 —  Propiedades basicas de medidas

Consideremos A la coleccién formada por los intervalos de la forma (a,b) con a,b € R y sea una aplicacién
m=A — [0, +00]. ; Qué condiciones naturales deben exigirse a la aplicacién m para “medir” de forma “adecuada”
los intervalos de la familia A?



