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Ejercicios Leccién n°2: g-algebras y medidas EPN, verano 2009
Ejercicio 1 —  Limite superior y limite inferior
Calcular lim supA,, y liminfA,, en los casos siguientes:
n—-+o0o n—+00
1. A, =]—0,ay] en donde ag, =24 1/(2n) y agny1 = —-2—-1/2n+1), n > 1.
2. Ao, =|1,441/(4n)] y Aop+1 =] —5—-1/2n+1),2], n > 1.

Ejercicio 2 —  Algebras sobre R”

1. Sea A el algebra sobre R determinada por la reunién finita de intervalos. Diremos que dos intervalos son
separados si su unién no es un intervalo. Mostrar que cada elemento de A se escribe de manera tinica como
reunion finita de intervalos dos a dos separados.

2. Sea A el dlgebra de partes sobre R" determinada por la reunién finita de conjuntos adoquinables.
a) Mostrar que el complementario de un adoquin es la unién finita de adoquines disjuntos. §Cuiantos
adoquines se necesita si n = 2, n = 37
b) Sean Ay B dos adoquines notamos A° = U;A; y B¢ = U; B; las descomposiciones precedentes. Mostrar
que AU B es la unién disjunta de los adoquines AN B, A;N By AN B;.
¢) Razonando por recurrencia concluir que los conjuntos adoquinables constituyen una dlgebra de partes.

3. Sea A el algebra sobre R" determinada por la reunién finita de adoquines. Mostrar que la aplicacién vol
es una funcion aditiva de conjuntos y que no depende de la descomposicién adoptada para expresar los
conjuntos adoquinables.

Ejercicio 3 —  Particiones

Decimos que 7 es una particion de X si es una familia de partes dos a dos disjuntas que recubren X.

1. Mostrar que dada una particién finita 7 sobre X es posible definir una &dlgebra A, tomando todas las
reuniones finitas de elementos de 7.

2. Sila particién es finita y posee N elementos, ; Cudntos elementos posee el dlgebra A7

Ejercicio 4 —  Algebras sobre Q = {0, 1}

Un elemento de €2 es una sucesion infinita w = (w1, ws, ...) en donde w; es igual a 0 6 1 para todo i.

Este conjunto tiene una interpretacién probabilistica. Podemos relacionar un punto w a un juego de “cara o sello” infinito:
al lanzar ¢ veces una moneda diremos que w; vale 0 si es cara y 1 si es sello y entonces el conjunto 2 describe todas las
posibilidades de este juego.

Para cada entero n > 1 consideramos las sucesiones finitas a = {a1,...,a,} € {0,1}" (de longitud n) y
definimos S, = {w € Q: w1 = aq,...,wn, = @y} como el conjunto de sucesiones infinitas que comienzan por .

1. Mostrar que los conjuntos S, forman una particion de Q.

2. Notamos F, el dlgebra asociada a la particién del punto anterior. Mostrar que la sucesiéon F,, es creciente.

3. Mostrar que la unién Un21 Fn es también una algebra sobre (2.

4. Sea Q = {0,1}" dotado del &lgebra A = Un21 Fn. Para todo A € A se tiene que A € F,, para algin n y
es por lo tanto la unién de un cierto nimero de S, que podemos suponer igual a k. Definimos la aplicacién
P: A— [0, +00] como P(A) = k27". ;Es el entero n tnico?

5. Verificar que la forma de calcular P(A) no depende del entero n escogido.

. Verificar que P es una funcién aditiva de conjuntos.
7. Calcular la cantidad P(A) en donde A = {w € Q : w; = 0}.



Ejercicio 5 —  Uniodn e interseccién

Sea (A, )nen una sucesién de elementos de una o-algebra o/ sobre X.

1.
2.
3.

Representar J,, .y An por medio de una reunién de elementos dos a dos disjuntos de <7
Representar J,, .y An por medio de una reunién de elementos crecientes de <.

Representar (), .y An por medio de una intersecciéon de elementos decrecientes de 7.

Ejercicio 6 —  Algebras engendradas

Sea X un conjunto y sean A, B C X. Fijamos K = {4, B}, calcule la o-dlgebra engendrada o(K).

Sean X un conjunto, K C P(X) y C C X. ;Se tiene la identidad () N C = o(KNC)? ;Qué sucede si se
toma en cuenta la reunion?

Mostrar que si A es una dlgebra de partes que es estable por reunién de sucesiones crecientes, entonces A
es una o-algebra.

Ejercicio 7 —  Algebras Borelianas reales

Mostrar que la o-algebra boreliana de R es igual a la o-dlgebra engendrada por los intervalos de la forma
[—00, af en donde a recorre un conjunto A denso en R.

Mostrar que todo abierto de ]0, 1] puede expresarse como unién numerable de subintervalos de 0, 1] de la
forma |p — q¢,p + q[ en donde p y ¢ son nimeros racionales de |0, 1].

Mostrar que la o-algebra Bor(]0,1[) es engendrada por la familia
K={]0,1/2",[k/2",(k+1)/2"[:n,k e N1 <k <2" —1}
i Es el conjunto Q un subonjunto Boreliano de R?

Ejercicio 8 —  Cardinalidad de o-algebras

Mostrar, procediendo por una reduccién al absurdo, que toda o-algebra infinita .27 definida sobre un conjunto
infinito X es no numerable. Seguir los pasos siguientes.

1.

Sea X un conjunto infinito numerable y sea &/ una o-algebra infinita numerable. Para todo z € X considerar
los conjuntos &7, = {A € & :x € A} y Ay = ¢y, A Verificar que A, es un elemento de <.

Mostrar que F' = (A;)zex es una particién de X y verificar que el conjunto F' es infinito.

Mostrar que P(F) se inyecta en o/ y concluir que &/ es no numerable.

Ejercicio 9 —  Funciones aditivas de conjuntos y medidas

Sea X un conjunto y sea ./ una o-dlgebra definida sobre X. Sea p : &/ — [0, 400] una funcién definida
por u(A)=1si A# 0Dy u(A) =0si A=0. ;La funcién p es una medida?
Sea X un conjunto no numerable. Para todo A € P(X) definimos pu(A) = 0 si Card(A) < Card(N) y
w(A) = +oo si Card(A) > Card(N). jLa funcién p es una medida?
Sea m : P(N) — [0, +00] tal que para todo A C P(N) se tiene m(A) =Y, .4 5 si Card(A) < +oo con la
convencién = 400, m()) = 0 y m(A) = 400 sino.

a) Mostrar que la aplicacién m posee la propiedad de la aditividad fina.

b) Verificar que m no es una medida sobre (N, P(N)).

Ejercicio 10 —  Propiedades de medidas

Sea (X, .o, 1) un espacio medido.

1.

2.
3.
4

Si A, B € o/ tal que A C B, mostrar que pu(A) < u(B).

Si p(A) < oo, verificar que u(B \ A) = u(B) — p(A). {Qué sucede si p(A) = +00?

Si (An)nen verificar que se tiene p(lU, ey An) < Do en #(An)-

Mostrar que la unién numerable de conjuntos medibles de py-medida nula es de medida nula.



Ejercicio 11 —  Conjuntos de medida nula
Para cada uno de los casos siguientes:

» (X,P(X)) con u(A) =14(a) cona € X.

» (X, ) con X =Ry o/ ={ACR:Card(A) numerable o Card(A°) numerable} y
u(A) =0si Card(A) < Card(N) y u(A) =1 sino.

1. Mostrar que p es una medida sobre (X, 7).
2. Determinar la familia de conjuntos de p-medida nula.
Ejercicio 12 — Hormiga atémica

Sea (X, <7, ) un espacio medido tal que la medida p sea no-atémica y tal que existe un conjunto A € &7 de
medida postiva. Mostrar que se puede construir una sucesién decreciente de conjuntos medibles (A, ),cn tales que

A=A4yD A1 D ..

y tales que pu(Ag) > p(A41) > ... > 0.
Ejercicio 13 —  Espacio probabilizado

Sea (X, .o/, P) un espacio probabilizado de medida P y sea (Ajy)nen €s una sucesién de elementos de <7 tal que
Ay, | 0 (es decir que la sucesion es decreciente y tiende hacia (). Mostrar entonces que P(A,,) | 0.



