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1. Unicidad de Medidas

—> Es imposible obtener un proceso constructivo para describir una o-algebra engendrada

— Es posible considerar otras colecciones de conjuntos que nos permiten estudiar la estructura (la unicidad en
particular) de las o-4lgebras engendradas...y que facilitan la vida.

1.1. Clases mondtonas y w-sistemas

Definicién 1 (Clase mondétona - m-sistema) Sea X un conjunto.
1) Una coleccion M de subconjuntos de X es una clase mondtona o clase de Dynkin sobre X si:
a) X e M,
b) M es estable por diferencia propia: si A,B € M y si A C B, entonces B\ A € M,

c) si (Ap)nen €s una sucesion creciente de conjuntos de M entonces |J A, € M.
neN

2) Una coleccion de subconjuntos de X es un w-sistema sobre X si es estable por construccion de inter-

secciones finitas.

Si X es un conjunto y &/ es una o-algebra sobre X entonces .2/ es una clase mondtona.
Si X = {a,b,c}, entonces P(X) es un m-sistema; por el contrario el conjunto © = {{b};{a,b};{a,c}; X} no
es un 7-sistema pues {a} ¢ O.

;,Cémo obtener clases mondétonas?

Proposicién 1 Sea (X, %) un espacio medido y sean pn y v son dos medidas finitas definidas sobre <7 tales
que (X ) = v(X); entonces M ={A € & : p(A) =v(A)} es una clase mondtona.

Prueba.
a) X € M, inmediato.
b) Sean A, B € M tales que AC B = B =AU (B\ A) tenemos
p(B) = pu(A)+pu(B\A)
v(B) = v(A)+v(B\ A) = medidas finitas = p(B\ A) =v(B\ A)

¢) Si (An)nen es una sucesién creciente de conjuntos de M entonces

(U = i = i = (U

neN neN
[ |

Definicién 2 (Clase mondétona engendrada) Si K es una coleccion arbitraria de conjuntos de X, la
interseccion de todas las clases mondtonas sobre X que contienen K es la mds pequena clase mondtona que

contiene K y es llamada la clase mondtona engendrada por K y la notaremos M(K).




=— Utilidad de las cldses mondétonas!

Teorema 1 (de la clase Monétona) Sea X un conjunto y sea K un w-sistema sobre X

— o(K) = M(K).

Demostracion.

1. M(K) € o(K):

Toda o-élgebra es un clase monétona, o(K) es una clase monétona que contiene X = M(K) C o(K).

2. o(K) € M(K): Vamos a mostrar que M(K) es una o-algebra.

a) M(K) es una &lgebra de partes.

i) M(K) es estable por complementacién: puntos a) + b) de la definicién de clase mondtona.

ii) M(K) es estable por construccién de intersecciones finitas.

— Sea M;(K) ={Ae M(K): AnC € M(K), para todo C € K}.

KCMK) = XeMi(K)
(A\B)NnC = (AnC)\(BNC) p = M;(K) es una clase monétona

(UnGN An) N C = UneN(An N C)

K es estable por construccién de intersecciones finitas = K C M;(K) € M(K)
= M(K) = M;(K).

— Sea My(K)={B e M(K): AnB € M(K), para todo A € M(K)}.

K cC MQ(’C) — X e MQ(IC)
(A\B)NnC = (AnC)\(BNC) ; = M3(K) es una clase mondtona

(UneN Ap)nC = UneN(An ne)
M(K) = M2(K) = M(K) es estable por construccién de intersecciones finitas.
b) M(K) es una o-algebra.
M(K) es dlgebra de partes estable por construccién de sucesiones crecientes = M (K) es una o-dlgebra.

¢) M(K) es una o-algebra que contiene K, debe contener o(K) = o(K) C M(K).

Observacién 1

= Este teorema no nos indica como construir una o-algebra engendrada a partir de una colecciéon de conjuntos
KC que es estable por construccién de intersecciones finitas o w-sistemas.

» Este teorema nos dice que en lugar de estudiar la o-algebra engendrada por K, es suficiente de estudiar la
clase mondtona engendrada por .

= lo cual en muchas aplicaciones es relativamente facil de hacer!!



1.2. Teorema de Unicidad de la medidas

Principal utilidad de las clases mondtonas

Teorema 2 (unicidad de medidas) Sea X un conjunto y sea K C P(X) un mw-sistema. Sean p y v dos
medidas definidas sobre una o-dlgebra o definida sobre X tal que of = o(K). Si

1) w(A) =v(A) para todo A € K,

2) existe una sucesion creciente (An)nen de elementos de KC tal que U, ey An = X y tal que, para todo n
se tiene u(Ay) = v(4,) < +oo,

= las medidas pv y v coinciden: para todo A € o(K) se tiene u(A) = v(A).

Lema 1 Sea (X, o) un espacio medible y sea K un m-sistema sobre X tal que o7 = o(K). Si p y v son dos
medidas finitas definidas sobre 7 tales que p(X) = v(X) y que verifican u(C) = v(C) para todo C € K, entonces

w=uv.

Prueba. Consideremos la coleccion D = {A € &7 : u(A) = v(A)}, vemos sin problema que esta coleccién es una
clase mondtona. Puesto que K es un w-sistema y estd incluido en D, se tiene que & = o(K) C D. Entonces, por
definicién del conjunto D, se tiene u(A) = v(A) para todo A € o/ lo que termina la demostracién.

Lema 2 Sea (X, o) un espacio medible y sea IC un w-sistema sobre X tal que o7 = o(K). Si p y v son dos medidas
definidas sobre &/ que coinciden sobre IC y si existe una sucesion creciente (Cy)nen de conjuntos pertenecientes a
K de medida finita con respecto a p y v que satisfacen | J, o Cn = X; entonces tenemos la identidad 1 = v.

Prueba. Sea (Cy)nen € K con p(Cy,) = v(Cy) < +00 y tq. ey Cn = X. Para cada entero n € N definimos
dos medidas finitas p, y v, sobre o/ escribiendo i, (A) = p(ANCy) y vn(4A) =v(ANC,).

» Dado que pn(X) = vp(X) < 400y pin(A) = vy(A) para todo A € K = p,, = vy, sobre 7.
= Ademsds, puesto que se tiene

lim pp(A) = lim pu(ANC,) = p(A)

n—-+00 n—-+o0o

para todo A € &7, obtenemos las identidades

p(A) = lim pn(A) = lim v,(A4) =v(4),

n—-+00 n—-+00

—> de donde deducimos que las medidas p y v deben ser iguales.

Unicidad de medidas = Interesante!

Pero...; Cémo construir medidas de verdad?



2. Medidas exteriores

— Construccién de medidas

Definicién 3 (Medida exterior) Sea X un conjunto. Una aplicacion u* : P(X) — Ry es una medida
exterior si

1) p(0) =0,

2) Para todo A, B C P(X) se tiene la implicacion
AC B= pu*(A) <u*(B), (crecimiento)

3) Para toda sucesion (Ap)nen € P(X) tenemos la estimacion

1 (U An> <>t (An). (o-subaditividad)

neN neN

Si X es un conjunto arbitrario definimos p* : P(X) — Ry por u*(A) =0si A=0y p*(A) =1 sino.
Entonces p* es una medida exterior, pero no es una medida.

Definicién 4 (Conjuntos p-despreciables) En un espacio medido (X, .o/, ), una parte D de X es p-
despreciable si estd contenida en un conjunto A € o/ de p-medida nula. Es decir si

DcAeog y u(A)=0.

Notaremos 9,, el conjunto de las partes u-despreciables.

—> Todo conjunto contenido en un conjunto p-despreciable es p-despreciable
—> La reunién numerable de conjuntos u-despreciables es p-despreciable

= un conjunto u-despreciable no pertenece necesariamente a la o-algebra &7

Definicién 5 (Espacio medido completo, medida completa) Diremos que un espacio medido

(X, o, ) es completo si todo conjunto p-despreciable es of -medible. Por un abuso de lenguaje hablaremos
de o-dlgebras completas o de medidas completas.

Definicién 6 (Conjunto p*-medible) Sea p* : P(X) — Ry una medida exterior; una parte A de P(X)
es p*-medible si para todo E € P(X) se tiene

W (E) = ' (ENA) + p*(E\ A). (1)

= Los conjuntos () y X son p*-medibles

— Los conjuntos F como conjuntos de “test” a partir de los cuales determinaremos si un conjunto es o no
w¥-medible.

=—> Podemos restringir nuestra definicién de conjunto p*-medible a la desigualdad

pr(E) Z p (ENA) +p (ENA)  p'(E) < +oo. (2)

Definicién 7 Sea X un conjunto y p* una medida exterior definida sobre P(X). El conjunto formado por
las partes p*-medibles serd notado M~ .

Este conjunto contiene todos los conjuntos de medida exterior nula:




Lema 3 Sea X un conjunto y sea p* una medida exterior sobre P(X). Entonces todo subconjunto A de X tal que
p*(A) =0 o tal que p*(A°) = 0 pertenece a M.

Prueba.
1. Sip*(A) =0 = p"(ENA)=0= pu"(E) > u*(E\ A) = A es p*-medible.

2. Sip*(A°) =0 = pu"(ENA°) =0 = pu*(E) > u*(E\ A°) = A€ es p*-medible.

|
Teorema 3 Sea X un conjunto y p* una medida exterior sobre X. Entonces
1) el conjunto A~ de partes p*-medibles es una o-dlgebra,
2) la restriccion de p* a A~ es una medida completa: (X, #,~, 1*) es un espacio medido completo.
Demostracién.
1. A~ es una o-élgebra.
a) 0, X € M+ de manera que el conjunto .#,~ no es vacio.
b) .~ es estable al pasar al complementario.
Si A € M, para todo E € P(X) tenemos
WHE) = B\ A+ (ENA) = 1 (BN (X \A) +p"(B\ (X A)).
= P (ENAY)+p"(E\A) = A° € M),
¢) M~ es estable por unién numerable.
Fijemos E y una sucesién de conjuntos (Ap)nen € A y».
WHE) = (BN Ag)+ (B \ Ag)
— (BN Ag) + it (B Ag) N Ay)
17 (((E\ Ao) \ A1) N Ag) + 1" (((E'\ Ao) \ A1) \ A2);
es decir:
k n—1 k
prE)=>_w | [ENU A | nAn | +u | BN 4
n=0 §=0 j=0
Por la propiedad de crecimiento de u* tenemos la desigualdad
k n—1 +o0
pw(E) 2> [ BN A | ndn |+ (BN 4
n=0 §=0 j=0
que es valida para todo k. Por lo tanto podemos deducir la estimacién siguiente:
+o00 n—1 400
pw(E) 2> [ BN A | ndn |+ (BN 4. (3)
n=0 §=0 j=0

Utilizando la o-subaditividad de la medida exterior tenemos

+o0 n—1 +o0
wE = [ [ENU 4| ndn |+ (BN A
n=0 7=0 7=0



pero, dado que se tiene la identidad

+o0 n—1 +oo
Ul{eNU4 | nds | =En | 4n
n=0 7=0 n=0
obtenemos
+oo “+o00 +oo
pw(E) > p* <E N U An> +u* (E\ U An> de manera que U Ay € My~
n=0 n=0 n=0

2. La restriccién de p* a .#),+ es una medida.

a) p(0)=0
b) veamos la o-aditividad de la aplicacién p* : 4, — R;.
Sea (An)nen una sucesién de conjuntos disjuntos de .#,+. Si fijamos E = |J°) A, en la férmula (3)

obtenemos la estimacién
—+o00 —+o0
w(umjzzmmmﬂmm
n=0 n=0

lo que, combinando con la o-subaditividad de la medida exterior nos da la identidad
“+o0o +oo
M<U&J:mew
n=0 n=0
para toda sucesién de conjuntos disjuntos de .Z,-.

= La restriccién p* a .#,,+ es una medida.

3. El espacio medido (X, ., u*) es completo.

Sea D un conjunto p*-despreciable, existe un conjunto A que contiene D de p*-medida nula. Por la propiedad
de crecimiento de las medidas exteriores tenemos p*(D) = 0 y basta aplicar el lema 3 para observar que D
pertenece a #),~.

Observacién 2

—> Este teorema es esencial. No solo se obtiene a partir de una medida exterior p* una medida sobre la
o-dlgebra .#,~, sino que ademads se tiene que esta medida es completa.

— Este resultado no nos dice cémo construir medidas exteriores interesantes.
Ni qué conjuntos pertenecen a ...

2.1. Teoremas de Construccion de medidas

Para obtener medidas que miden conjuntos interesantes procedemos en dos etapas:
1. Medida exterior asociada a una aplicacién

2. Teorema de Caratheodory



Teorema 4 (Medida exterior asociada a una aplicacién) Sea K C P(X) un conjunto de partes de X
tal que 0, X € K y sea p: K — R4 una aplicacion tal que p(0) = 0. Definimos para todo A € P(X)

+oo
H(A) = fnf 3 u(An) (4)
n=0

en donde R4 es el conjunto de todos los recubrimientos numerables (Ap)neny de A por medio de conjuntos
A, pertenecientes a K.

Entonces p* : P(X) — Ry es una medida exterior llamada la medida exterior asociada a la aplicacion .

Observacién 3

s el conjunto K no posee ninguna propiedad particular, solo debe contener () y X.

= R4 no es vacio: se puede construir un recubrimiento de A fijando A,, = X para todo n.

» la funcién p es muy sencilla y no verifica ninguna propiedad especial, simplemente exigimos que () = 0.

Demostracién. Debemos verificar que p*(A) = inf 379 (A,,) satisface las tres propiedades de medida

exterior.

1. Si tomamos A,, = () para todo n se obtiene p*(0)) = 0.

2. Si tenemos A C B, entonces todo recubrimiento (Bj)neny de B es un recubrimiento de A es decir que

R € Ra, lo que implica
“+oo +0o0
*(A) = inf B,) < inf B,) = u*(B),
w(A) RA;OM( )_RB;M ) = 1" (B)

de donde se deduce el crecimiento de la funcién u*.

3. o-subaditividad de p*.

Para ello consideremos (A )n,en una sucesiéon de partes de X de reunién A, € > 0 un real y (&,)nen una

sucesion de reales positivos tales que

Y en<e

neN

Por la definicién de cota inferior, existen conjuntos A, , € K con n,p € N tales que
+oo +oo
AvcUAnp vy D nAny) < 17 (An) +en
p=0 p=0
Como esta ultima estimacién es vélida para todo n obtenemos

+oo +oo +oo
Z 1(Anp) < ZM*(An) + Zgn < ZM*(An) +e.
n=0 n=0 n=0

n,peEN

Dado que (App)npen €s un recubrimiento numerable de A por medio de conjuntos pertenecientes a IC,

entonces se tiene por la férmula (4) la estimacién

+oo
,U*(A) < Z N(An,p) < ZM*(An) +é,
n=0

n,peN

de donde se deduce la o-subaditividad de p* haciendo tender ¢ hacia cero.



Observacién 4
= Es relativamente sencillo construir medidas exteriores y obtener espacios medidos completos.

» Estos resultados no nos proporcionan ninguna informacién sobre el tamano de la o-algebra .Z),+.

. Qué conjuntos interesantes estan incluidos en la o-dlgebra .7

. Como hacer para asegurarse que todo conjunto interesante esta en .77

Teorema 5 (de prolongacién de Carathéodory) Sea A una dlgebra de partes sobre X y seam: A —
Ry una funcion aditiva de conjuntos. Bajo las condiciones

(a) para toda sucesion decreciente (Ap)nen de elementos de A se tiene la implicacion:

(m(Ao) <400 Yy m A, = Q)) = m(4,) — 0.

neN

A la cual se anade la condicion siguiente en el caso en que m(X) = 400

(b) X se puede expresar como la unién de una sucesion creciente de conjuntos (X, )nen € A con m(X,,) <
+o0 y tal que
(AecA y m(A) =+400) =m(ANKX,) — +oo.

n—-+o00

Entonces

1) la medida exterior p* asociada a la funcion aditiva p*(A) = %ﬁ S+ m(A,,) prolonga la aplicacion m
A

en el sentido que para todo conjunto A € A se tiene p*(A) = m(A).

2) la o-dlgebra A~ de los conjuntos w*-medibles contiene el dlgebra A y por lo tanto contiene la o-dlgebra
o(A) engendrada por A.

3) st v es una medida definida sobre o(A) tal que para todo A € A se tiene v(A) = m(A); entonces se
tiene la identidad p* = v sobre o(A).

Conjuntos interesantes
(&lgebra de partes A)
+
funcién aditiva de conjuntos m

— espacio medido completo (X, #~, u*)

Lema 4 Las dos condiciones (a) y (b) precedentes implican la siguiente condicion:

Si (An)nen es una sucesion de conjuntos disjuntos de A tal que |J, .y An € A, entonces

m (U An> =) m(4y). (5)

neN neN

Prueba. Si A = [,y 4n es tal que m(A) < +oo0, definimos B, = A\ Uj_y 4; de manera que estos conjuntos
son decrecientes y pertenecen a A. La condicién (a) implica que m(B,,) tiende hacia cero, pero como se tiene

m(A) = Zm(Aj) +m(By) se deduce el resultado deseado.
=0



Cuando m(A) = +oo, utilizamos la sucesion (X, )nen de la condicién (b) y se tiene m(A N X,) — +o0. Dado
que m(ANX,) < +00 y que se tiene la unién disjunta AN X, = (J;cn 4i N Xy, podemos aplicar la primera parte
de este lema para obtener

+00 oo
m(ANX,) = Zm(Ai NXy,) < Zm(Ai)
=0 =0

lo que implica que la parte derecha de esta expresién es infinita lo que termina la demostracion.

Demostracién del teorema de Carathéodory.

1. Mostremos primero que la medida exterior p* asociada prolonga m.

i) Sea A € A, si fijamos una sucesién Ag = Ay A,, = () para todo n > 1, obtenemos un recubrimiento de
A= u*(A) <m(A).

ii) Utilizamos el lema 4. Sea A € A, dado que todo recubrimiento (que podemos suponer disjunto) (A, )nen
de A con A,, € A, puede ser reemplazado por (By,)nen con B, = AN A, tenemos

m(4) = 3" m(B,) < p*(A)
neN

Obtenemos asi la identidad p*(A) = m(A) para todo elemento A del dlgebra de partes A.

2. AC M, = o(A) C M+ Vamos a demostrar que todo conjunto A € A es p*-medible.

Sea E € P(X)y A€ A. Sea (By,)nen una sucesién de elementos de A que recubre E
= los conjuntos B,, N A recubren N A y los conjuntos B, N A¢ recubren £ N A°€.
= (ENA) 4 (ENA) <> mBynA)+ > m(B,NA) =Y m(By).
neN neN neN

Tomando el infimo sobre todos los recubrimientos (B),),en obtenemos la estimacién
p(ENA)+p (BN A% < p'(E).

3. Unicidad de la prolongacion.

Con las hipotesis realizadas sobre la funcién aditiva de conjuntos m, y con el hecho que para todo A € A se
tiene v(A) = m(A) = p*(A), = tenemos todos los ingredientes necesarios para la aplicacién del teorema
de unicidad de las medidas 2, lo que nos permite concluir que u* = v sobre o(A).

Es decir que existe una tnica medida definida sobre o(.A) que coincide con la funcién aditiva de conjuntos
m sobre A.

Observacién 5 Gracias a este teorema obtenemos dos resultados que conviene distinguir fijando un poco de
terminologia.

1. A partir de una &lgebra de partes A y de una funcién aditiva de conjuntos m definida sobre ella obtenemos
una prolongacion de estas estructuras al espacio medido (X, .2, u*).

2. Dado que la o-dlgebra .#,,~ contiene la o-dlgebra engendrada o(A), obtenemos adicionalmente una extension
del dlgebra A y de la funcién aditiva m al espacio medido (X, o(A), I <A)).

3. Al pasar de la prolongacién a la extensiéon podemos perder algunas propiedades importantes: el espacio
medido prolongado (X, .#«, *) es siempre completo por el teorema 3, mientras que no disponemos en
general de ningun resultado similar para el espacio medido extendido (X, o(A), 0y (A)).



2.2.

Completacion de medidas

Punto de partida: un espacio medido = punto de llegada: un espacio medido completo.

Teorema 6 (completacién) Sea (X, o/, ) un espacio medido y sea 2, el conjunto de partes p-
despreciables de X. Entonces

1) el conjunto o determinado por
o ={AUD endonde A€ &/, D€ 9,} (6)

es una o-dlgebra sobre X.

2) existe una unica medida i : &/ — Ry que coincide con p sobre </ y que hace del espacio (X, .o/, i)
un espacio medido completo. Esta medida estd definida de la siguiente manera: dado que para todo
Al € o tenemos A’ = AUD con Ae & y D e P, determinamos entonces

Ai(A') = u(A). (7)

La o-dlgebra o7 es llamada la o-4lgebra completada de o7 para la medida v y la medida i es la medida
completada de la medida p.

3) el espacio medido (X, .o/, 1i) la mds pequeria extension completa de .

Demostracion.

1. &/ es una o-algebra sobre X.

a) Dado que el conjunto vacio es despreciable, entonces </ contiene 7.
b) o es estable por unién numerable puesto que los conjuntos &7 y 2, lo son.
¢) 4 es estable por complementacién.
Sea A'=AUD con Ae &/ y D e 9,, entonces existe un conjunto B € & tal que D C By u(B) = 0.

Tenemos por lo tanto que
A=X\(AuD)=(X\AuB)UC

endonde X \AUB € & y C = (B\ D)\ A€ 2, lo que muestra que si A € &/ entonces A° € o/.

a) Ti estd bien definida:
siA'=A1UDy =AyUD;y con A; € & y D; € 9, debemos tener pu(Ar) = p(Az) = fi(A’). En efecto,
dado que existen dos conjuntos B; € o tales que u(B;) =0y D; C B; se tiene que

A1 CAyUDy C Ay U By
y por lo tanto se obtiene p(A;) < p(As U By) = u(Az). Razonando de manera similar se deduce que
p(Az) < p(Ar) lo que implica la igualdad de estas dos cantidades.

b) f es una medida:
se tiene () = 0y, por las lineas precedentes, que si A’ C B’ con A’, B' € o/ entonces f(A’) < fi(B’).
Si (A])nen es una sucesion disjunta de conjuntos de </ tenemos

ﬁ‘(LJ‘A;>::ﬁL<LJ<AnLJLJDn> :ll<LJ An) ::E:ﬁdAﬂ)ZZEZZKA%»
neN neN neN neN neN neN
Obtenemos pues que 7i es una medida definida sobre la o-dlgebra, 7.
¢) [ es Unica:
Sea v otra medida definida sobre &/ que coincide con p sobre 7.
Puesto que A’ € &/ se expresa de la forma A’ = AUD C AUB con D € 9, y u(B) = 0, tenemos las
estimaciones v(A") < v(AU B) = u(AU B) = pu(A). Dado que se tiene la inclusion A C AUD = A’
obtenemos p(A) = v(A) <v(AUD) =v(A’) de donde se deduce que v(A’) = u(A) para todo A’ € &

10




d) f es completa:

Para ello consideramos £ = AU D € & un conjunto de fi-medida nula y F una parte de E. Puesto que
p(A) = 0, por lo tanto F es p-despreciable lo que implica que F' también lo es, tenemos entonces que
F e 9, C 4y que el espacio medido (X, .o/, [i) es completo.

3. Este prolongamiento es el mas pequeno. Consideremos (X, o , ft) otro espacio medido completo que contiene
el espacio (X, 7, 1) tal que /i coincide con p sobre &7. Tenemos necesariamente que %, C o , ademads como
o C o se obtiene o C . Finalmente, por la unicidad que acabamos de establecer se tiene que [qg =0
lo que termina la demostracién.

,Qué relacién entre (X, 4, pu*) y (X, o/, 1)?

Teorema 7 Sea (X,.o/) un espacio medible y sea p : &/ — Ry una medida o-finita. Entonces el espacio
medido (X, -, 1*) es la completacion del espacio medido (X, .o, ).

Si p es o-finita = (X, My, 11*) = (X, o, Ji).

Demostracién.
Tenemos por el teorema anterior que &/ C .#,+. Solo debemos verificar que todo conjunto p*-medible A
pertenece a la o-dlgebra <.

1. la cantidad p*(A) es finita.

Sabemos por corolario 2.3.2 del folleto que existe un conjunto B € & tal que A C By pu*(A) = u(B).
Como la restriccion de p* a o/ es una medida que coincide con p y como p*(A) es finito se deduce que
p*(B\ A) =0.

Utilicemos otra vez el mismo resultado: existe un conjunto C' € o/ tal que B\A C C'y u*(C) = u(B\A4) = 0.
Tenemos entonces A = (B\C)U(ANC)endonde B\C € &/ y ANC C C con C € & un conjunto de
medida nula, lo que muestra que A se escribe como la unién de un elemento 7 y de un elemento de %, y
por lo tanto pertenece a o .

2. En el caso general. X = J29 A,, con p*(4,) < +oo.

Tenemos que todo elemento de .« se escribe como A = [J/29(A N A,) en donde (AN Ay) € M+ y
pr(AN Aﬁ < w*(An) = p(Ay) < +oo. Dado que los conjuntos AN A, pertenecen a o/ por la primera parte
— Aec .

|

(X,%H*,/.L*) e (X7g7ﬁ)

\ /Completacién
Extension

X7A7m g (X,O'(A),MTU(A))

Figura 1: Prolongacién, extension y completaciéon de medidas
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3. Medida de Lebesgue

La medida de Lebesgue posee propiedades importantes...no es por nada que es la mas usadal
» mide correctamente todos los intervalos (o adoquines en dimensiones superiores)

» satisface todas las buenas y “naturales” propiedades de las medidas

3.1. Regularidad de las medidas Borelianas

Definicién 8 (Medida Boreliana, medida regular) Sea X un espacio topoldgico separado.

1) Una medida Boreliana sobre X es una medida cuyo dominio de definicion es la o-dlgebra de los
borelianos Bor(X).

2) Sea &/ una o-dlgebra sobre X tal que Bor(X) C /. Una medida p definida sobre o/ es regular si
verifica las condiciones siguientes:

(i) Cada subconjunto compacto K de X es de medida finita: pu(K) < 4o00.
(ii) Cada conjunto A € o verifica:

w(A) =inf{u(U); ACU con U abierto} (regular exteriormente)
(iii) Cada subconjunto abierto U wverifica:
uw(U) =sup{u(K); K CU con K compacto} (regular interiormente)

Una medida boreliana regular sobre X es entonces una medida regular cuyo dominio es el conjunto de los
borelianos de X.

—> Importancia de las medidas regulares:

posibilidad de aproximar la medida de un conjunto utilizando los conjuntos usuales en topologia (es decir
los conjuntos abiertos, cerrados y compactos) realizando un error minimo

Teorema 8 (Aproximacién de medidas regulares) Sea X un espacio topoldgico localmente compacto
separado de base numerable (o-compacto). Sea (X, .o/, i) un espacio medido con Bor(X) C </. Si la medida
i es finita sobre los compactos (es entonces o-finita), entonces la nocion de reqularidad es equivalente a los
dos puntos a continuacion

1) para todo A € & y para todo € > 0, existe un abierto U tal que A C U y
U\ A) <e. (8)
2) para todo A € o y para todo € > 0, existe un cerrado C' tal que C C A y

w(A\C) <e. (9)

Demostracién. Vamos a demostrar las implicaciones siguientes:
regularidad de la medida = (8) <= (9)= regularidad de la medida.

1. regularidad de la medida = (8).

Suponemos que la medida p es regular. Dado que la medida es o-finita, existe una sucesion de conjuntos
(An)nen «/-medibles que recubren X de p-medida finita. Sean A € & un conjunto, € y (&,)nen reales
positivos tales que Zzi% en < €. Puesto que la medida es regular, existen abiertos U, D AN A, tales que
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p(Uy) < u(AN A,) +en. Como pu(AN A,y) es finito, se tiene que u(U, \ (AN Ay)) < e,. Tenemos ademds
que el abierto U = U:{i% U,, contiene A y que

+oo
M(U\A) < ZIU’(UTL \ (AmAn)) <e,

n=0

lo que muestra la férmula (8).

L (8) <= (9).

Como A € o/, se tiene que A° € & y, aplicando el razonamiento anterior, obtenemos que para todo € > 0,
existe un conjunto abierto V' que contiene A€ tal que pu(V \ A¢) <e. Dado que V'\ A= A\ C, en donde C
es un cerrado contenido en A, se tiene que la expresion (8) es equivalente a pu(A\ C) < e.

. (9) = la regularidad de la medida.

La medida es finita sobre los compactos, solo hay que verificar los puntos (i) y (ii7) de la definicién 8. Como
(9) es equivalente a (8), no es dificil ver que se tiene la regularidad exterior: en efecto si pu(U \ A) < € se
obtiene que u(U) = u(UNA) + u(U \ A) < pu(A) + € lo que implica (i).

Para la regularidad interior, vamos a mostrar que se tiene (ii7) para todo elemento de o/ (que contiene todos
los abiertos pues contiene la o-algebra boreliana). Sea A € o/ y € > 0. Tenemos entonces por (9) que existe
un cerrado C C A tal que

w(A) < u(C)+¢/2. (10)

Este cerrado puede escribirse C' = :i% K,, en donde (K, )nen €s una sucesién creciente de compactos, de
manera que podemos aplicar el teorema de continuidad de las medidas para obtener

w(C) = lim p(K,).

n—-—+o00

Si u(A) = 400 entonces p(C) = 400y h’rf p(Ky) = 400 lo que muestra (iii) en este caso. Si pu(A) < +oo
n—-rodo

entonces p(C') < +oo y existe un entero n tal que
H(C) < (k) + /2.

Juntando esta estimacién y la desigualdad (10), se tiene pu(A) < u(K,) + ¢, de donde se deduce el resultado
deseado.

Teorema 9 (condicién de regularidad, espacio medido regular) Sea X un espacio topoldgico local-
mente compacto separado de base numerable, sea @/ O Bor(X) una o-dlgebra y sea pu : o/ — Ry una
medida finita sobre los compactos de X. Entonces p es una medida reqular y en este caso diremos que el
espacio medido (X, .o/, ) es un espacio medido regular.
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3.2. Construccion y propiedades de la medida de Lebesgue

...por fin!!

Lema 5 Sea I' un subconjunto adoquinable de R™ de volimen finito (vol(I') < 4+00) y sea € > 0 un real.
Eziste entonces un conjunto compacto K contenido en I' tal que vol(I' \ K) < €.

Prueba. Todo conjunto adoquinable se expresa como la unién disjunta de adoquines I' = Ufi 1 A4;. Dado
que todo adoquin es de la forma A = H?Zl(aj, b;) v que los intervalos (a;, b;) son acotados, no es dificil escojer

A" =T1"_,[¢j, d;] con a; < ¢; < d;j < bj de forma que vol(A\ A’) < /N y tal que A’ C A. Al definir K = || A/
obtenemos el conjunto compacto buscado pues

N N
vol(I'\ K) = vol (U Ai\ AQ) = wvol(A;\ A)) <e.

i=1 =1
|

Teorema 10 (Construccién de la medida de Lebesgue) Sea A el dlgebra de partes de R™ formada
por los conjuntos adoquinables y sea la aplicacion vol : A — Ry la funcion aditiva de conjuntos que asocia
a cada adoquin su volumen. Entonces

1) existe una unica medida exterior ¥ asociada a la funcién vol : A — Ry por medio de la férmula
A (A) =1inf Yy wol(T,) (11)

en donde R4 es el conjunto de todos los recubrimientos numerables (I'y,)nen de A por medio de con-
juntos adoquinables, que prolonga la aplicacion vol y que coincide con ella sobre A.

2) la o-dlgebra L (R™) de conjuntos X\ -medibles se denomina la o-algebra de Lebesgue y contiene la
o-dlgebra de los Borelianos: Bor(R™) C .Z(R").

La aplicacion X/ : Z(R") — Ry se denomina la medida exterior n-dimensional de Lebesgue.

Demostracion. Basta verificar los dos puntos:

(a) Para toda sucesién decreciente (I'y,)nen de elementos de A se tiene la implicacion:

(vol(I‘o) <400y ﬂ r, = @) = vol(I'y,) — 0.

n—-4o00
neN

(b) El conjunto R™ puede expresarse como la unién de una sucesién creciente (X, )nen € A con vol(X,,) < 400
y tal que
FeA y wol(l') = +00) = vol(I' N X,,) —, oo
n—-roo
= (a) Vamos a razonar por el absurdo y suponemos que existe una sucesién decreciente de conjuntos adoquinables
(I'n)nen de volimen finito tal que (,cnT'n = 0 y tal que

inf r,) = . 1
Inf vol(I'y) =a >0 (12)

Sea (oin)nen una sucesion de reales estrictamente positivos tales que >, - on < a/2.

Por el lema anterior, podemos encontrar conjuntos adoquinables compactos K,, C I', tales que vol(I'y,\ K,) <
v, Si definimos ahora los conjuntos N,, = ﬂ?:o K tenemos I';, \ N,, C U?:o(rj \ K;) pues un elemento de
Iy, \ N, estd afuera de uno de los K,, y pertenece a I'y,; luego, por subaditividad finita obtenemos

vol(T'y, \ Ny,) < wol U I'\VK; | < Zvol(I‘j \ Kj) < Zaj < af2.
=0

j=0 j=0
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La sucesién de compactos N,, es decreciente y de interseccion vacia, es decir que a partir de un cierto rango,
los conjuntos N,, son vacios (ver proposicién 1.2.1 del folleto). Entonces a partir de este rango tenemos
vol(T'y) = vol(T'y, \ Ny,) < /2 lo que contradice (12).

= (b) Podemos escribir R" = (J,,.y X en donde X, es el cubo centrado en el origen y de lado 2n. Si un conjunto
adoquinable I' es de medida infinita, contiene un adoquin A de volimen infinito y por lo tanto se tiene la
estimacién vol(I' N X,,) > vol(A N X,,) — +o0.

Con (a) + (b) aplicamos el teorema de Carathéodory y obtenemos la existencia y la unicidad de la medida de
Lebesgue A} definida sobre la o-dlgebra £ (R™) que coincide con la funcién aditiva de conjuntos vol que asocia a
todo adoquin su volimen.

Proposicién 2 (Propiedades importantes de la Medida exterior de Lebesgue)
1. La medida exterior de Lebesgue Y : £ (R") — R, es o-finita.
La medida de Lebesgue N : L (R") — Ry es regqular.

Todo subconjunto numerable de R es un conjunto boreliano de medida nula.

o e

Tenemos la identidad B
(R”,%(R”),)\n) = (R", Z(R"),\}) (13)

es decir que la completacion de la o-dlgebra Boreliana de R™ con respecto a la medida de Lebesque Ay,
es la o-dlgebra de Lebesgue.

5. La medida de Lebesgue ! : £ (R") — R no es atémica.
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