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Leccion n°5: Teoremas clasicos EPN, verano 2009

Todo el poder de la integral de Lebesgue estd condensado en estos resultados.

1. Convergencia mondétona

Teorema 1 (Teorema de la convergencia monétona de Beppo Levi) Sea (X, .o, 1) un espacio me-
dido y sean f una funcion of -medible y (fn)nen una sucesion creciente de funciones </ -medibles, ambas
definidas sobre X a valores en Ry, tales que f(x) = h’rf fn(x) p-c.t.p. Entonces

n—-roo

/X Fla)du(x) = Tl / fo(w)dpu(z

Demostracién.
» La convergencia de la sucesién (f,,)nen se tiene en todo punto de X.

i) Por la monotonia de la integral tenemos:

/fo Y (x /f1 Jdpu(x /f e

por lo tanto la sucesiéon ( Jx fnd,u) nen Converge (eventualmente hacia +00) y su limite satisface

ngglm/ o) dpa(x /f Jaju(x (1)

ii) Sea (gnk)ken una sucesion creciente de funciones simples tales que f,, = kh’m In k-
— 400

Definimos hy, : X — R4 por hy, = max(g1n, 2.1, -+ gn.n) de manera que la sucesién (hy)nen €s una

sucesion creciente de funciones simples positivas, «/-medibles que satisfacen h, < f, vy f = hm ho,.
n—-+oo
Por la proposicién 3.2.13 del folleto y por la monoticidad de la integral se deduce que
[ s@inte) = i [ ha@dute) < tim [ @t @)
X n—+oo [y n—-+40oo

— Juntando (1) y (2) se obtiene el resultado deseado.

= Solo se tiene la convergencia p-c.t.p.

Existe N que pertenece a &7, de u-medida nula, en donde no se tiene esta convergencia. Vemos que la funcién
f1are satisface las hipotesis hechas en la primera parte de la demostracién:

n—-+o00

[ s@ixe@dnta) =t [ gl @dua).
X

Dado que la funcion f,1ae = f, p-c.t.p. y que flae = f u-c.t.p., en virtud de la proposicién 3.2.16 se tiene

en pu-c.t.p. la igualdad
/ f(@)du(x) = lim / fula)dp(a
X n—+00



Corolario 1 Sea (X, .2, 1) un espacio medido y sea una serie S = Y _ fn cuyos términos f,, son funciones
o -medibles definidas sobre (X, 7, 1) a valores en Ry. Entonces la suma es medible y se tiene la identidad

| X t@dnta) = 3 [ fut@ydute

neN neN

Definicién 1 (Medida inducida por una funcién) Sea (X, o7, 1) un espacio medido y sea f : X —
[0, +00] una funcion of -medible. Definimos una nueva medida sobre el espacio medible (X, <7) de la siguiente

manera
~ [ f@)intz)
A

Verificacion:

(i) Se tiene v(0) = 0 pues v(9) = [, f( = 0.

(ii) Si (An)nen es una sucesion de conjuntos disjuntos de <7 y si notamos A = (J,,cy A, entonces

v = [ Z/ F@)du(z) = 3 v(An).
Unen An neN neN

= Muy 1til para construir nuevas medidas!

Esta definicion tiene repercusiones importantes en la teoria de la integracion.

2. Lema de Fatou

Teorema 2 (Lema de Fatou) Sea (X, &, ) un espacio medido y sea (fn)nen una sucesion de funciones
o -medibles definidas sobre X a valores en Ry. Entonces se tiene la desigualdad:

/lfmfnffn(m) <hm1nf/ fu(z)dp(x
X

n—-+o0o

Demostracién. Para cada n € N definimos una nueva funcién g, : X — R de la siguiente forma:
= inf
dn k>n f k
de manera que cada funcién g, es </-medible y se tiene, para todo r € X las relaciones

go < g1 < ... y liminff, = h'rn In-
——+00

n—-+00

Puesto que tenemos la mayoracion g, < f, para todo n € N, al aplicar el teorema de convergencia mondtona de
Beppo Levi obtenemos

/ lim inf f,,(x)dp(z) = lim gn(x)dp(z <hm1nf/ fo(z)dp(z
X

n—-+o0o n—-+o0o

Lo que termina la demostracién.



3.

Convergencia dominada

Sin duda el teorema més famoso de la teoria de la integracion.

Teorema 3 (Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue (T.C.D.L.)) Sea (X, o/, p) un
espacio medido y sean f una funcion y (fn)nen una sucesion de funciones, ambas <7 -medibles definidas
sobre X a valores en R o C. Hacemos las siguientes hipdtesis:

1) para p-casi todo © € X se tiene h’r}rl fo(z) = f(2),
n—-roo

2) existe una funcién integrable g : X — R o C tal que se tenga, para todo n, la estimacion |f,(z)| < g(z)
p-casi en todas partes en X.

Entonces f es una funcion integrable y

Jin [ @) = [ fe)duta )

Demostracion.

s La integrabilidad de la funcién limite f se deduce de la integrabilidad de la funcion g:

'/f Jdu(a

» Mostremos (3) suponiendo que las dos hipdtesis se verifican para todo punto de X y que g(x) < +o0o para todo
z € X. La sucesién (g+ fy)nen es una sucesion de funciones positivas tales que (g+ f)(z) = 11'r+n (g+ fn)(z),
n—- 00

/|f dp(x / g(z)du(r) < +o0.

para todo z € X. Aplicamos el Lema de Fatou (teorema 2) para obtener la estimacién

[ 0+ Daduta) < timint [ (o4 f)(@)du(o)

de donde se obtiene, por la aditividad de la integral, la desigualdad

n—-+o0o

/ f(z)dp(z) < lim 1nf/ frn(x)du(z (4)
X
Un argumento similar aplicado a la sucesién (g — fp)neny muestra que

[ o= n@ante) < it [ (5 ) e)duto),
X X

+o0
es decir
[ s@)nta) = it [ g ()duta), (5)
Gracias a las estimaciones (4) y (5) se obtiene la identidad deseada.
= Las hipétesis se verifican en p-casi todas partes. Obsérvese que por el corolario 3.2.9 del folleto, si se tiene

fX g(z ) < 400, entonces se obtiene la estimacién g(x) < +oo p-casi todas partes.

Es posible entonces repetir el argumento utilizado en la demostracion del teorema 1 considerando los con-
juntos Ny N¢ segun si se tiene o no la convergencia.

Convergencia en p-c.t.p. + hipétesis de acotacién (o dominacién) = lim [ < Jndp = / v im fhdu
n—-—+00 n—-—+00




Ejemplos

(i)

(if)

Consideremos el limite siguiente:

1
lim nxe "dzr | .
n—-+oo 0

Calculando directamente se puede ver que el limite tiende a cero; pero también se puede aplicar el T.C.D.L.
a las funciones f,, () = nze "1y 1)(z). Tenemos f, () - 0 para todo = y ademads se tienen las estima-
n—-roo

ciones 0 < f,(7) < 1 3)(x) de modo que podemos aplicar el teorema 3 para escribir

1 1
l{im nxe "dx | = lim nxe " dz = 0.
n—-4oo 0 0 n—-4o00

Ahora estudiemos el limite a continuacion:

1
, _ 2
lim nrle ™ dx ) .
n—-+oo 0

ya no es posible realizar un cédlculo directo de la integral, = es necesario pasar por el T.C.D.L. Dado
que las funciones f,(x) = nxQe_”f‘Q]l[o,l] (z) tienden a cero si n — +00 y que se tienen las estimaciones
0 < fu(x) < 1pg1)(2), podemos afirmar que el limite de la expresién anterior tiende a cero si n — +oo.

Integrales dependientes de un parametro

Teorema 4 (Continuidad con respecto a un pardmetro) Sea (X,.o,pn) un espacio medido y sea
(E,d) un espacio métrico. Sea f : X x E — K una funcidn que verifica las tres condiciones siguien-
tes:

1) para todo t € E la funcion x — f(x,t) es medible,
2) para p-casi todo x € X la funcion t — f(x,t) es continua en el punto to,

3) en p-casi todas partes existe una funcion p-integrable g : X — K tal que para todo t € E se tiene la
estimacion

£, < g(a)
Entonces, la funcién definida por
v:E — K
¢ el = [ @t (6)

es continua en el punto tg.

Demostracién. Para verificar la continuidad de la funcién ¢ en el punto tg, debemos probar que si (¢, )nen
es una sucesién de puntos de E que converge hacia tg, entonces ¢(t,) — ¢(to).

Para ello utilizaremos dos funciones auxiliares (x) = f(z,t9) y ¥n(x) = f(z,t,). Por la tercera hipdtesis
tenemos que [, (z)] < g(x) p-casi todas partes para todo entero n. Por la segunda hipétesis tenemos que 1y, ()
converge hacia ¢ (z) para p-casi todo x y como las funciones 1), son medibles (por la primera hipétesis), verificamos
todas las condiciones para poder aplicar el teorema de convergencia dominada de Lebesgue:

olto) = [ v@du(o) =t [ du(o)du(o) = i olta)

n—-4o0o




Ejemplos

(i) Sea la funcién

90]071[ — R

+o0 xt—l
t t) = dz.
— ¢t /0 1+

rt—l

Notamos f(z,1) la funcién definida sobre [0, +-00[x]0, 1[ determinada por f(z,t) = -

1) la funcién x — f(z,t) es medible para todo ¢ €]0, 1] por ser el cociente de dos funciones medibles,

2) la funcién ¢t — f(x,t) es continua para todo z € [0, +o0],

., . . . . (t—=1) In(=) .
3) para la hipétesis de dominacién escribimos f(z,?) = “—1———. Observamos que la funcién f(z,-) es

creciente si x > 1 y decreciente si x < 1; esto nos lleva a considerar a, b dos pardmetros reales tales que
0<a<t<b<1y adefinir una funcién g : [0, 400[— R de la siguiente forma:

a—1

T .
1Fz si0<x<1
g9(x) =
:Eb_l . 1 <
Tz S1 ST

Tenemos entonces la estimacién |f(z,t)| < g(z) valida para todo x € [0, +oo[ y ademés se tiene que
f0+°° g(x)dx < 4o0.

Dado que hemos verificado las hip6tesis del teorema 4 = la funcién ¢ es continua sobre ]0, 1].
(ii) Sea f : R — C una funcién tal que fj;o |f(x)|dx < +oo. Definimos su Transformada de Fourier, notada
Z(f) o f, por la siguiente férmula:
~ +OO .
FHQ =)= [ dn (7)
—00
Verifiquemos las hipétesis de aplicacion del teorema 4:
1) la funcién x — f(x)e”%* es medible para todo ¢ por ser el producto de dos funciones medibles,
2) la funcién &€ — f(x)e~%" es evidentemente continua para todo z,

3) la hipdtesis de dominacién se obtiene observando que

[F@)ee

< [f(2)]-

Aplicando el teorema de continuidad de la integral con respecto a un pardmetro = la funcién f :R—C
es continua.

Corolario 2 (Continuidad de la integral con respecto a la cota superior) Sea f una funcion inte-
grable definida sobre la recta real R a wvalores en R y sea o € R un real. Entonces la funcion definida
por

©: t»—>/ f(z)dzx (8)

es continua para todo t > a.

Prueba. Basta aplicar el teorema 4 a la funcién g(z,t) = f(z)1j,4(z). En efecto, esta funcién g es continua
en el punto tg para todo = # ty y puesto que se tiene la mayoracién |g(x,t)| < |f(z)| podemos aplicar sin problema
el resultado precedente y terminar la demostracion.



Teorema 5 (Derivacién bajo el signo integral) Sea (X, .o, ) un espacio medido y sea I un intervalo
abierto de R. Sea f : X x I — K una funcion y suponemos que existe N un conjunto de pu-medida nula
tales que

1) para todo t € I la funcion x — f(x,t) es integrable,
2) la deriada parcial %(m,t) existe en todo punto x € X° x I en donde notamos X° = X \ N.

3) existe una funcion integrable g : X° — K tal que para todo x € X° se tiene

‘%{(az,t)) <lg(z)| en u-casi todas partes.

Entonces, la funcion definida por

Yv:I — K

¢ [ fetdu
X

es derivable y se tiene

d of

G0 = [ S 0dnta). Q

Demostracién. Sea ¢y un punto de I y sea (ap)nen una sucesiéon de reales no nulos, lo suficientemente

pequenos para que to + an esté en I, y tales que a, 7 0. Definimos la funcién
n—roo

(;On(x) _ f(iU,t(] +a;L7)L — f(xvtO)’

de manera que h’rf on(x) = %{(m, to). Por la férmula de los crecimientos finitos, obtenemos
n—-roo

a—f(as,to + fay,)

! < Jg(a)|.

|on ()] < sup
0<o<1

Aplicamos el T.C.D.L. y obtenemos que la funcién ¢ : z +— %(m, to) es integrable y que

0
/X X o to)du() = lim_ [ pu@)in(o)
_ oy Yot an) —Y(to)
n—-+4oo 07

Dado que la sucesién (a,)nen es arbitraria, tenemos que la funcién 1 es derivable en el punto tg y por lo tanto se
obtiene la férmula (9) para la derivada de .

Ejemplos

(i) Consideramos la funcién f(x,t) = Ljg(x) definida sobre R a valores reales. Vemos que la derivada parcial

%(x,to) existe para casi todo = (x # tg) y es nula, pero las hipdtesis del teorema 5 exigen mds: hay que

encontrar un conjunto A de medida nula tal que para todo x ¢ N la derivada parcial existe para todo ¢.

En este caso esto es imposible y si derivamos sin precaucion obtenemos un resultado falso. Si por un lado
tenemos

t af

o Ot

por otro lado tenemos %Lp(t) = 1: esto muestra a posteriori no se puede aplicar el teorema de derivacién
bajo el signo integral si no se cumplen las hipdtesis.

(z,t)dx =0,



(ii) El segundo ejemplo que tratamos aqui corresponde a la funcién

pt—1 e(tfl) In(z)

14z 1+zx

f(,t)

Deseamos aplicar el teorema de derivacion bajo el signo integral y para ello verificaremos las hipdtesis nece-
sarias. Ya vimos que esta funcién es continua y que es integrable para todo ¢ €]0, 1], lo que nos proporciona
la primera hipétesis.

Dado que se tiene para todo x € [0, +oof la identidad %f(ac, t) = In(z) f(x,t) tenemos la segunda hipdtesis.
Finalmente si definimos, para 0 < a <t < b < 1, la funcién

‘ln(ac)L71

Tz si0<ax<1

g(x) =
‘ln(av)E

i sil<u;

obtenemos la tercera hipotesis pues f0+°° g(z)dr < 4o00. Todo esto nos permite concluir que se tiene la
identidad

d “+o00 xt_l
Lo = 1 d
pradl /0 (@) de

Integraciéon en los espacios producto
Principal objetivo: resolver integrales dobles por medio de integrales simples.
.pero qué es una integral doble?

Los ejemplos anteriores muestran la importancia de medir funciones que dependen de méas de una sola
variable. Cuando hay dos variables, definidas sobre dos espacios medidos distintos, hablaremos de integrales
dobles.

—> KEs necesario construir la integral sobre el producto de espacios medidos.

o-algebras producto

Sean (X, o) y (Y, %) dos espacios medibles. Llamaremos un subconjunto del producto cartesiano X x Y un

rectangulo de lados medibles si es de la forma A x B para algin A € & y algiin B € 4. El conjunto de rectangulos
medibles sera notado por

o x B={AxB;Ac o, Bec B

= Si X =Y =R, dotado de la o-dlgebra de los Borelianos, un adoquin es un rectdngulo de lados medibles.

Definicién 2 (o-dlgebra producto) Sean (X, o) y (Y, %) dos espacios medibles. Definimos el producto
tensorial de las o-dlgebras o/ y B como la o-dlgebra engendrada

A DB =o(d x B).

— si consideramos X y Y dotados de las o-dlgebras o = {0, X} y & = {0, Y} respectivamente, vemos que

o QB ={0,X xY}.




Teorema 6 Sean X y Y dos espacios topoldgicos. Entonces la o-dlgebra boreliana del espacio producto
X XY contiene al producto de la o-dlgebra boreliana de X por la o-dlgebra boreliana de Y :

Bor(X) ® Bor(Y) C Bor(X xY).
Si X yY son espacios topoldgicos a base numerable de abiertos, entonces se tiene la identidad

Bor(X) ® Bor(Y) = Bor(X xY).

Corolario 3 Para todo p,q > 1 tenemos Bor(RP*Y) = Bor(RP) @ Bor(R?).

Necesidad de “congelar” las variables = introduccién de la nocién de “secciones”.

Definicion 3 Sean X y Y dos conjuntos y sea E un subconjunto de X XY . Para todo x € X y todoy €'Y
definimos las secciones EY y E, como

EV={zxeX:(v,y) €eFE} y E,={yeY:(x,y) € E}.
Si f es una funcion definida sobre X XY, entonces las secciones fY y f. estan definidas por

fUz)=flz,y) v fey) = fz,y).

Proposicién 1 Sean (X, o) y (Y, 2) dos espacios medibles.

1) Si E es un subconjunto de X x'Y que pertenece a &/ ® A, entonces cada seccion E, pertenece a B y
cada seccion EY pertenece a o .

2) Si f es una funcion of @ B-medible definida sobre X XY a valores en K, entonces cada seccion f, es
B-medible y cada seccion fY es o -medible.

Prueba.

1)

Supongamos que x € X y sea F la coleccién de todos los subconjuntos F de & @ £ tales que F, pertenece
a . Vamos a mostrar que F es una o-algebra que coincide con &/ ® 4.

SiAc oy Be A, entonces A X B € &/ @ Ay se tiene

axm,={§ 302 (10

— todos los rectangulos de lados medibles pertenecen a F y en particular se tiene que X x Y € F.
= si E € F, tenemos que E€ € F pues (E€), ={yeY :(z,y) e E} ={yeY : (x,y) € E}° = (E;)".
= si (Ep)nen € F, entonces | J,,cy En € F puesto que (U,cy E”)x = Unen(En)e-

Estos tres puntos muestran que F es una o-algebra contenida en &/ ® % que contiene todos los rectangulos
de lados medibles. Pero dado que &/ ® 4 es la més pequena o-dlgebra que contiene este tipo de rectangulos
se deduce F = o ® A.

Un razonamiento similar demuestra que si £ es un subconjunto de X X Y que pertenece a &/ ® %, entonces
cada seccién EY pertenece a 7.

Para esta segunda parte vemos que si f es & ® Z-medible entonces, para todo abierto U de K, el conjunto
E ={(z,y) € X xY : f(z,y) € U} pertenece a &/ @ A. Por la primera parte, para todo z € X y todo
y € Y, las secciones F, y EY son #-medibles y &7/-medibles respectivamente, lo que demuestra que f, y fY
son medibles.




Proposicién 2 Sean (X, o, p) y (Y, %,v) dos espacios medidos o-finitos. Si E pertenece a la o-dlgebra
o @ B, entonces las funciones

p: X —R Y Y:Y —R
z— v(Ey) y— u(EY)

son &/ -medible y $B-medible respectivamente.

Prueba.

1. La medida v es finita.

Sea F la clase de los conjuntos F € &7 ® A tales que la funcién z — v(E,) es o/-medible. Vamos a verificar
que F = o Q@ A.

Si Ae o/ y Be A, utilizando la férmula (10) podemos escribir
V(A x B),) = v(B)1a(2), (11)

de manera que el rectdngulo A x B pertenece a F pues la funcién v(B)1 4(z) es &/-medible. En particular,
el espacio X x Y pertenece a F.

Si E'y F son dos conjuntos de &7 ® A tales que E C F, entonces se tiene v((F'\ E),) = v(F,) — v(E;) que
es una funcién &/-medible, lo que muestra que F es estable por diferencia propia.

Sea ahora (E,,),cn una sucesién creciente de conjuntos de &/ @ %8. Vemos que se tiene la identidad v((U, Ey)z) =
11'&1 v((En)z); dado que la funcién limite es «7-medible, se deduce que F es estable por diferencia propia
n—-+0oo

y por unién numerable de sucesiones crecientes. Es por lo tanto una clase mondtona.

Puesto que la familia de rectdngulos de lados medibles es estable por construcciéon de intersecciones finitas,
el teorema 2.2.5 del folleto nos proporciona la identidad F = & ® 4. Obtenemos entonces que la aplicacién
xr — v(E,) es medible para cada conjunto F de & ® A.

2. La medida v es o-finita.

Sea (Dp)nen una sucesion de conjuntos disjuntos que pertenecen a %, de medida finita con respecto a v y
tales que | J,,cy Dn = Y. Para cada n definimos una medida finita v,, sobre 2 escribiendo v,,(B) = v(BNDy,).
Tenemos pues que las funciones = — v, (E,) son «/-medibles para todo n.

Dado que la identidad v(E;) = 3, cn Vn(E;) se verifica para todo x, se deduce la medibilidad que la apli-
caciéon z —— v(E;).

La funcién y — pu,(E,) puede ser tratada de manera totalmente similar lo que termina la demostracién.



Medidas producto

Teorema 7 Sean (X, o, p) y (Y,B,v) dos espacios medidos o-finitos. Existe entonces una sola medida
definida sobre o ® A, llamada medida producto y notada p @ v tal que para todo A € of y B € A se tiene
la relacion para los rectangulos medibles:

v(A x B) = u(A)v(B).
La medida con respecto a p ® v de un conjunto cualquiera E de o/ @ B estd dada por
pouE) = [ vEa)duta) = [ uEivty). (12)
Ndtese que esta formula permite calcular la medida de los conjuntos & @ B-medibles a partir de las medidas

iniciales p y v. Obtenemos asi un espacio medido sobre el producto cartesiano de X y Y que notaremos
(X XY, B, uxv).

Demostracién. La medibilidad de las aplicaciones  —— v(E;) y y — pu(E,) para cada conjunto £ € &/ ® A
se deduce de la proposicién anterior. Podemos entonces definir las funciones (1 ® v); y (u ® v)2 sobre & @ %
determinadas por

(4 ® V)1 (E) = /Y WEN) Y (u®v)(E) = /X v(Ey)du(z).

Observamos sin problema que (1 ® v)1(0) = (1 ® v)2(0) = 0. Si (Ep)nen €s una sucesién de conjuntos disjuntos
de & @ Bysi E=U,E,ysiy¢cY;entonces (E}),en es una sucesién de conjuntos disjuntos de .o/ tales que
EY = Uy B} y por lo tanto se tiene pu(EY) = Y, - u(Er). Podemos ahora aplicar el corolario 1, que nos permite
intercambiar los simbolos “[” y “3"”, para obtener las identidades siguientes:

Z/ (EYdv(y) =Y (1@ v)1(En).

neN neN

(,u®1/)1(E):/Y (BY)du(y

Deducimos entonces que la aplicacién (p ® v); es numerablemente aditiva y, repitiendo este razonamiento, se
obtiene un resultado totalmente andlogo para (u ® v/)s.

Para el caso de los rectangulos medibles, es facil verificar que si A € o y B € % entonces se tiene
(1 ® V)1(A x B) = p(A)w(B) = (1 © v)s(A x B).

De todos estos puntos deducimos que (1®v); y (u®v )2 son medidas sobre &7 ® Z que proporcionan los resultados
deseados sobre los rectangulos de lados medibles.

La unicidad de p ® v se obtiene entonces por el corolario 2.2.3. del folleto y por el teorema de unicidad de las
medidas, lo que implica en particular que (p ® v); = (u ® v)2 y que se tiene (12) para todo F € & ® AB.

Corolario 4 Sea (X xY, o @ B, @ v) un espacio medido producto y sea E € of @ B, las proposiciones
siguientes son equivalentes:

1) E es de p® v-medida nula,

2) E, es de v-medida nula para p-casi todo x € X,

3) EY es de p-medida nula para v-casi todo y € Y.
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Ejemplos
(i) Sea X =Y = R de manera que X x Y = R2 Sea ) la medida de Lebesgue sobre R y A2 la medida de

Lebesgue 2-dimensional. Vemos entonces que para todo adoquin I' de la forma [a, b] X [¢, d] tenemos el mismo
resultado aplicando Ao 0 A ® A:

Aao(L) = (b—a)(d — ¢) = A([a, b]) A([c, d]),
lo que nos proporciona una segunda construccién de la medida de Lebesgue de R2.

(ii) Sea ahora a € X y b € Y dos puntos. Tenemos entonces entre las medidas de Dirac la relacién
0g ® Op = 5(a,b)'
Més generalmente si 1 =3, ; @;dq, y sl v =}, ; 30y, tenemos la formula

PRV = Z @i 350(a; b;)-

(i,5)eIxJ

Observacién 1 Es importante insistir en las hipétesis de este teorema. En efecto, si no suponemos que las
medidas que intervienen en este teorema son o-finitas, no se tiene necesariamente la unicidad de la medida
producto p ® vy ademas la férmula (12) puede ser falsa.

Demos un ejemplo cldsico de esta situacién: sea X = [0, 1], sea u la medida de Lebesgue sobre la o-dlgebra
Bor([0,1]) y sea v la medida de conteo del conjunto de partes (no numerable) de Y = [0,1]. Nétese que esta
medida v no es o-finita. Vemos entonces que la diagonal del cuadrado E = [0,1] x [0,1] es un elemento de la
o-algebra producto y se tiene

[ vtEdu@) =12 [ w(Eavty) =o.
X Y

Teoremas de Fubini-Tonelli

Estos teoremas nos permite evaluar integrales dobles por medio de integrales simples

— resultados importantisimos!

Teorema 8 (Tonelli) Sean (X, o7, u) y (Y, 2B,v) dos espacios medidos o-finitos y consideremos f : X X
Y — [0, 400] una funcién of @ HB-medible. Entonces

1) las funciones

x%/ f(z,y)dv(y) ?JH/ f(z,y)du(z)
Y X

son o/ -medibles y ZB-medibles respectivamente.

2) si las funciones ¢ y 1 son integrables sobre X y'Y respectivamente, la funcion f es integrable sobre
X XY y se tienen las identidades siguientes

[ sowineven = [ ([ soome)aw

= /){(/Yf(wvy)dV(y)) dp(z). (13)
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Demostraciéon. Supongamos para empezar que E pertenece a la g-algebra producto &7 ® # y que f es la
funcién indicatriz de E. Tenemos entonces que las secciones f, y fY son las funciones indicatrices de las seccio-
nes £, y EY de manera que se tienen las relaciones [, fo(y)dv(y) = v(Ez) y [y fY(x)dp(z) = p(EY) para todo ,y.

Por la proposicion 2 y por el teorema 7 obtenemos los puntos 1) y 2) para las funciones indicatrices de conjun-
tos, mientras que la aditividad y la homogeneidad de la integral implican que estos puntos siguen siendo validos
para las funciones simples &/ ® %-medibles. Sea ahora f una funcién & ® %-medible. Por el teorema de aproxi-
macién por medio de funciones simples, existe una sucesién (fy,)nen de funciones simples crecientes que convergen
hacia f. El primer punto se deduce entonces por la estabilidad de las funciones medibles. El segundo punto se
obtiene utilizando el teorema de convergencia mondtona.

Vemos entonces que se tienen estos dos puntos para todas las funciones positivas &/ ® Z-medibles, terminando
asi la demostracion.

Teorema 9 (Fubini) Sean (X, </, u) y (Y, B,v) dos espacios medidos o-finitos. Sea f una funcion definida
sobre X XY a wvalores en K, integrable con respecto a la medida producto p ® v. Entonces

1) para p-casi todo punto x € X la seccion f, es v-integrable y para v-casi todo punto y € Y la seccion
fY es u-integrable.

2) se tienen las relaciones siguientes:

/ny flaydp@viz.y) = /Y </X f(x,wdu(x)) dv(y)

= /}{(/Yf(w,y)dV(yO dp(x). (14)

Demostraciéon. Tratamos solamente el caso de funciones a valores reales pues el caso complejo se deduce
facilmente del primero utilizando argumentos ya explicitados anteriormente.

Sea pues f una funcién integrable sobre X x Y (y por lo tanto &/ ® Z-medible) y sean f* y f~ las partes
positivas y negativas de f. La proposicién 1 nos asegura que las aplicaciones fu, (f7)z v (f7 )z son Z-medibles y
el teorema de Tonelli implica que las funciones

o [Uaty) v e [
Y Y

son «/-medibles y u-integrables, y son por lo tanto finitas p-c.t.p. por el corolario 3.2.9. De manera que la funcién
fz es v-integrable para u-casi todo .

Gracias a estos puntos tenemos entonces que la aplicacion fY f(z,y)dv(y) pertenece al espacio L(X, o/, ) y
el teorema de Tonelli nos permite escribir

/ f@,)dp®v(ey) = / (@ y)dp ® vz, y) - / (@ y)dp @ vz, y)
XxY XxY

XxXY

/){(/yf;(y)du(yo d,u(x)—/X (/Yfm—(y)dy(y)> du(z)
= [ ([ @) au),

Con esto hemos terminado la demostracién del teorema dado que un argumento totalmente similar se utiliza para
tratar fY.
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Observacién 2 Los teoremas de Tonelli y de Fubini pueden parecer a primera vista muy similares, sin embargo
son muy diferentes y son utilizados en situaciones distintas. El teorema de Tonelli nos dice que si las integrales
simples existen y son finitas entonces la integral doble existe y es finita. Por el contrario, el teorema de Fubini
tiene como hipodtesis la integrabilidad doble a partir de la cual se deduce la finitud de las integrales simples.

Ejemplos

(i) Sila inversién del orden de integracién conduce a resultados distintos se obtiene a posteriori que el teorema
de Fubini no se aplica. Consideremos por ejemplo X =Y = [0, 1] dotado de su o-dlgebra natural y la funcién
f:10,1] x [0,1] — R definida por

22 — 2

(22 + y2)?

si (z,y) # (0,0) (dado que el conjunto {(0,0)} es de medida nula no es necesario definir la funcién en este

punto). Observando que se tienen las identidades

flz,y) =

i —r B 552_3/2 i y B xQ—yQ
dr \22+42) " @ +y2)2 Y dy\2+42)  @2+22

estamos tentados en realizar los calculos siguientes:

/1 .%'2—3/2 J -1 /1 $2—y2 J 1
T = T3 oMY= :
o @ T T o @Y T

A partir de estos célculos obtenemos el resultado contradictorio siguiente

1 1
-1 T 1 T
gy =-T — dr=T
/oy2+1y TR /0x2+1$ 1

Este ejemplo ilustra la necesidad de verificar cuidadosamente las hipdtesis del teorema 9 antes de lanzarse en
2 2

calculos que pueden resultar falsos. En efecto, vemos sin mayor dificultad que f*(x,y) = %ﬂ 0,1 () Lj0.21(y)
y obtenemos entonces

/ 1 ( / 1 f+<x,y>dy) w = | 1 ( / 1 (522;;2)211[0,1] ()1 <y>dy> s

1 x 1
d
0o \ZT°+Yy 0

0 2
de donde se deduce que la funcién f(z,y) no es integrable con respecto a la medida producto y que por lo
tanto no se puede aplicar el teorema de Fubini.

(ii) Un caso simple de aplicacién del teorema de Tonelli se encuentra cuando se multiplica dos funciones in-
tegrables definidas sobre conjuntos distintos: sean (X, .o/, u) y (Y, %,v) dos espacios medidos o-finitos y
sean g : X — [0,400[y h: Y — [0,400] dos funciones p y v integrables respectivamente. Si definimos
f(z,y) = g(x)h(y) tenemos por el teorema de Tonelli que esta funcién es p @ v-integrable. En efecto las
funciones

p: X —[0,+

o] y P Y — [0, +0o0]
s g(a) /Y h(y)dv(y) y— h(y) /X o) du(x)

son integrables lo que nos permite escribir

[ twanimevien = ([ @) ([ amon).
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Integrales multiples

Sea pues (X1, 9, 1), ..., (Xn, %, pin) una coleccién finita de n espacios o-finitos. Observemos para empezar
que existe una correspondencia inyectiva del conjunto (X7 X --- x X,,—1) X X,, sobre el conjunto X7 x --- x X,
determinada por

o((z1, ooy Tp—1),zn) = (z1,...,2y) paratodo z; € X;, i =1,...,n.

Este hecho nos sugiere que podemos utilizar lo anterioremente expuesto para la construccién de espacios
medidos multiples. Definimos entonces la o-algebra @ ®- - -® 4, sobre X X - - - X X, como la o-algebra engendrada
por los rectangulos de la forma A; X --- x A, en donde A; € & para todo 1 <1i < n:

SRRy =0{A1 X XAy A € ;1 <i<n}
Vemos entonces que la aplicacién ¢ transforma los conjuntos que generan la o-algebra (&) ® -+ ® 1) ® o,
en los conjuntos que generan la o-dlgebra & ® - - - ® 4,, de manera que un conjunto £ € Xy x --- X, pertenece

aah® @, siysolosi o }(E) pertenece a (A @ -+ @ Fp_1) @ .

Esto nos permite entonces aplicar n — 1 veces el teorema 7 para obtener una medida 1 ® - - ® u, definida
sobre @ ® - - - ® o, que verifique la identidad siguiente

1 @ pin(Ar X - x Ay) = [ ma(Ad)
=1

para todo A; € o con 1 < i < n, obteniendo asi un espacio medido sobre el producto X; x - - - X X, que notaremos
(X1 X X Xp, AR QG i1 @+ @ i)

Los teoremas de Fubini-Tonelli generalizados a las integrales multiples nos proporcionan resultados del tipo
siguiente en donde se puede intercambiar el orden de integracion, siempre y cuando se verifiquen las hipdtesis
necesarias:

/Xl><X2><X3 [z, 0, 23)dp @ v @ w1, w9, 23) = /X1 (/)(2 < . f(95173727$3)d77($3)> d’/($2)> dp(1)
- /X1 (/)(3 < . f(:pl,:vg,:vg)dl/(mg)) dn(m3)> dp(x1)
- /X3 (/){2 ( . f($1,372,$3)d,u<3?1)) dl/(362)) dn(x3)
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