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Leccién n°7: Modos de Convergencia EPN, verano 2009

Conocemos por el momento 3 modos de convergencia:
1. Convergencia simple = poca estructura, nocién de convergencia poco exigente, a menudo verificada.
2. Convergencia uniforme = necesidad de una estructura métrica, nociéon de convergencia muy exigente.
3. Convergencia p-c.t.p. = lo mismo que la convergencia simple, casi lo mismo médulo el “p-c.t.p.”.

Vamos a estudiar otros tipos de convergencia y las relaciones existentes entre estos modos de convergencia pasando
por 3 etapas:

= Caso general: ninguna condicién sobre la masa total de X
= Caso de masa total finita

= Hipodtesis suplementaria de acotacién

1. Caso General

1.1. Convergencia en p-promedio

Definicién 1 (Convergencia en p-promedio) Sea 1 < p < 400 un real. Si (fn)nen €s una sucesion de
funciones y si f es una funcion, ambas pertenecientes al espacio LP(X, o/, 1, K), diremos que la sucesion
(fn)nen converge hacia la funcion f en p-promedio si se tiene

It /X Fule) — F(@)Pdp(z) = 0. (1)

n—-4o0o

Un ejemplo = Consideremos el espacio medido (R, Bor(R),\) y la sucesién de funciones determinadas por
fn(z) = %]1[071} () para todo n > 1, se tiene entonces

/]1/71]1[071}(36)—0]1”0%6:i — 0.
R

nP n—-+oo

Teorema 1 La convergencia en p-promedio no implica ni la convergencia uniforme ni la convergencia p-
c.t.p., reciprocamente estas nociones de convergencia no implican la convergencia en p-promedio.

Prueba. Para la verificaciéon de estas aserciones es suficiente mostrar ejemplos en donde estas implicaciones
fallan.

1) La convergencia en p-promedio no implica la convergencia uniforme:
Sea X =Ry sea (fn)n>1 = L[1,141/n((7). Esta sucesién converge en p-promedio hacia la funcién cero pues
Jz L 141 m((w)de = 1/n e 0 pero no converge uniformemente.

2) La convergencia en p-promedio no implica la convergencia p-c.t.p.:
Sea X = [0,1]. Notemos que para todo n € N* existen dos enteros positivos j, k inicamente determinados,
tales que n = 2% 4 j y 0 < j < 2¥ y para tales enteros definimos f,,(z) = ]l[j27k7(j+1)2—k}($). Tenemos asi que
J1="1p1), fo =112, 3 = Lj1/2,1). Vemos entonces que Jx | fn(@)|dz = 27% de manera que podemos decir
que fn B 0 en p-promedio. Sin embargo, no existe un solo punto de X tal que nBI_’I_loofn(ZU) =0y por lo

tanto no se tiene que esta sucesién de funciones converge A-c.t.p. hacia cero.



3) La convergencia uniforme no implica la convergencia en p-promedio:
Sea X = R y sea fp(z) = nfl/p]l[o,n] para n > 1. Se verifica sin problema que esta sucesién converge
uniformemente hacia cero, sin embargo se tiene que fR n_l]l[om] (z)dz =1 para todo n > 1.

4) La convergencia p-c.t.p. no implica la convergencia en p-promedio:
sea X = [0,1] y sea (fn)n>1 = nl/p]l}o 1/n)(z). Entonces h’rf fn(z) = 0 A-c.t.p. pero esta sucesién no
- ’ n—-4o00

converge hacia cero en p-promedio pues [ |fn(x)[Pdz =1 para todo n > 1.

1.2. Convergencia en y-medida

Definicién 2 (Convergencia en p-medida) Sean f, f,, n = 1,2,... funciones medibles definidas sobre
un espacio medido (X, 7, ). Diremos que la sucesion (fn)nen converge en p-medida hacia f si para todo
€ > 0 existe un N. € N tal que

>N = p({z € X : [fule) — f2)] > e}) < <. (2)

Un ejemplo == Definimos f,,(x) = nljy/,[(z) entonces esta sucesién tiende hacia cero en medida.

Proposicion 1 La anterior definicion es equivalente a la siguiente reformulacion:

(¥=>0) i p({e e X |fale) — fa)] > P =0, 3

Prueba. Tenemos de forma simple que la férmula (3) implica (2). Para ver la implicacién inversa, fijemos
e>0y0<d<ey apliquemos (3) al pardmetro J. Existe por lo tanto un entero N tal que, para todo n > N
se tenga

p{z € X o [fulz) = f(2)] > 6}) <0.

Dado que se tiene la desigualdad

pfz € X o [fulz) = f(2)] > e}) < p({x € X« |fu(z) — f(2)] > 6}),

podemos concluir que p({z € X : |f,(z) — f(z)| > €}) < 0 para todo n > N.. Es decir, haciendo n — +oo
obtenemos

limsup p({z € X : |fn(z) — f(z)| > €}) < 4.

n—-+o00

Puesto que la expresién anterior es valida para todo 0 < § < ¢, obtenemos (3) haciendo 6 — 0. Lo que nos permite
terminar la demostracién.

Proposicién 2 (Desigualdad de Tchebychev) Sea (X, 7, 1) un espacio medido, sea f una funcion de-
finida sobre X a valores en K y sea 1 < p < +00 un pardmetro real. Si f € LP(X, o/, u,K) entonces tenemos
para todo o > 0 la estimacion

pllz € X1 |f@)] > )P < <[ fll. ()




Teorema 2 Sean (fp)nen una sucesion de funciones medibles, f una funcion medible y 1 < p < +o0.
1) La convergencia en i-casi todas partes no implica la convergencia en p-medida.
2) La convergencia en p-medida no implica la convergencia en p-casi todas partes.
3) La convergencia uniforme implica la convergencia en p-medida.
4) La convergencia en p-medida no implica la convergencia uniforme.
5) La convergencia en p-promedio implica la convergencia en pu-medida.

6) La convergencia en p-medida no implica la convergencia en p-promedio.

Demostracién. En la construccién de los contra ejemplos fijamos X = R dotado de su estructura de espacio
medido natural y utilizaremos algunas de las funciones ya presentadas anteriormente.

1)

2)

1.3.

Sea fn(z) = 1y, 41((), entonces vemos que f,, — 0 en p-casi todas partes pero f, no converge en y-medida
pues u({z € X : |fn(x)| > €}) = 1 para todo € > 0.

Utilizamos aquf las funciones definidas por f,(z) = L[« (j41)2-+((z). Entonces se tiene
W € R |fulw)] > £}) = 2% — 0

pero f, no converge hacia 0 en p-casi todas partes.

La estimacién sup|f,(z) — f(z)| < e implica la desigualdad p({z € X : |fn(x) — f(z)| > €}) < € de donde
X

S
se deduce el resultado deseado.

Consideremos la sucesién de funciones reales f,,(x) = 11 /,[- Sabemos que esta sucesiéon no converge unifor-
memente mientras que se tiene p({z € R : |f,(z)| > 1/n}) = 1/n, cantidad que tiende hacia 0 si n — +o0.

Este punto es una aplicacién directa de la desigualdad de Tchebychev. En efecto, sea (f,)neny una sucesién
de funciones que convergen en L hacia una funcién f € LP. Entonces || f — fu|/7, > ePu({|f(z) — fu(z)] > €})
de donde se deduce que la convergencia en LP implica la convergencia en u-medida.

La sucesién de funciones f,(z) = n'/ P1jo,1/n((2) definidas sobre [0, 1] convergen hacia 0 en medida pero no
convergen en p-promedio lo que muestra que estas nociones de convergencia son diferentes.

Convergencia p-casi uniforme

Definicién 3 (Convergencia p-casi uniforme) Sea (X, o7, 1) un espacio medido y sean f, f, : X — K

funciones medibles. Decimos que la sucesion de funciones (fn)nen tiende hacia la funcion f p-casi unifor-

memente si para todo € > 0 existe un conjunto A; € o tal que p(X \ Az) <ey 11'1;1_1 fn = [ uniformemente
n—roo

sobre Ag.

En la demostracién del resultado a continuacién presentamos algunos ejemplos de sucesiones de funciones que
convergen p-casi uniformemente.




Teorema 3 De la misma manera que en el teorema 2 - y bajo las mismas hipdtesis, reagrupamos aqui las
relaciones entre estos modos de convergencia:

1) La convergencia uniforme implica la convergencia p-casi uniforme.

2) La convergencia p-casi uniforme no implica la convergencia uniforme.

3) La convergencia en p-casi todas partes no implica la convergencia p-casi uniforme.
4) La convergencia u-casi uniforme implica la convergencia en pi-casi todas partes.

5) la convergencia en p-medida no implica la convergencia pi-casi uniforme.

6) la convergencia p-casi uniforme implica la convergencia en p-medida.

7) la convergencia en p-promedio no implica la convergencia ji-casi uniforme.

8) la convergencia p-casi uniforme no implica la convergencia en p-promedio.

Demostracion.

1) Este punto es inmediato por la definicién de convergencia pu-casi uniforme de manera que los detalles quedan
al cargo del lector.

2) Sea X = [0,+o00] y sea la sucesion f,(z) = Lj,1/n((®). Fijando e = 1/n y Ac =]1/n,+o00[ no es dificil ver
que esta sucesion converge p-casi uniformemente hacia 0, pero que no converge uniformemente.

3) Sea X = [0, +ool. La funcién f,,(z) = 1}, n41((z) converge hacia cero en p-casi todas partes, pero si fijamos
¢ = 1/2 tenemos que para todo conjunto medible A se tiene que u(X\A) > 1/2 o que sup| f(z)—f(z)| > 1/2:
x€A

es decir que no se tiene la convergencia p-uniforme.
4) Este hecho se deduce sin problema de la definicién de convergencia p-casi uniforme.

5) Sabemos que la sucesién de funciones f,(x) = Lijo—r +1)2—k[(.7]) converge en pu-medida hacia cero, pero esta
sucesién no converge p-casi uniformemente hacia cero pues no existe, para todo € > 0, un conjunto A. tal
que pu(X \ A;) < ey tal que sobre este conjunto se tenga la convergencia uniforme: la construccién de la
sucesién impide que éste sea el caso.

6) Sea (fn)nen una sucesion de funciones definidas sobre (X, 7, 1) que converge pu-casi uniformemente hacia f.
Podemos ver entonces que el conjunto {x € X : |f,(z) — f(z)| > €} estd contenido por definicién en X \ A,
y que se tiene u(X \ Ac) < € de donde se deduce la convergencia en p-medida.

7) Para encontrar un contra ejemplo, utilizamos otra vez las funciones f,(z) = Lok (j41)2-+[(®). Vemos

1 _ . L
entonces que fo frn(x)dx =2 k' — 0 pero esta sucesién no converge p-casi uniformemente.

8) Utilizamos aqui las funciones f,,(z) = n'/? Ljg,1/n[(). Esta funciones tienden hacia cero pi-casi uniformemente
(ver el segundo punto de esta demostracién) pero no en p-promedio.

Con los resultados anteriores vemos que estas nociones de convergencia son realmente distintas las unas

de las otras, lo que implica que cada una de ellas tiene su importancia y utilidad.

A menudo es interesante estudiar el modo de convergencia de subsucesiones. El teorema a continuacién nos
proporciona un resultado en este sentido.

Teorema 4 Sea (X, .o/, ) un espacio medido y sean f, f, : X — K funciones medibles. Si la sucesion de
funciones (fn)nen converge hacia f en p-medida, entonces existe una subsucesion de (fn)nen que converge
w-cast uniformemente y en p-casi todas partes.




Demostracién. Dado que la convergencia p-casi uniforme implica la convergencia en p-casi todas partes,
nos concentramos en este primer modo de convergencia. Sea pues (fy)nen una sucesién que converge hacia f en
p-medida. Existe entonces una sucesion estrictamente creciente de enteros positivos (ng)ren tales que, para todo
n > k se tenga

p{z € X : |fale) = fz)] > 277} < 27F. (5)
Sea ahora € > 0 un real cualquiera y sea p un entero tal que 2P < ¢. Definimos el conjunto

+oo

Ap = U {$€X|fnk(x)_f(x)| >2_k}’

k=p

que representa los puntos tales que f,,, se encuentra a una cierta distancia de f.

Entonces tenemos que p(A,) < z;ﬁ; 27F = 2177 < ¢ por la estimacién (5) y por la subaditividad de la medida

py ademds, sobre X \ A, se tiene |f,, (r) — f(z)| < 27F < 27P < ¢ para todo k > p, es decir que se tiene la
convergencia uniforme en este conjunto. Se deduce pues que 11’1;1_1 fn = f p-casi uniformemente.
n—-roo

|
x ok K

...y iqué sucede si p = +o0?

Proposicién 3 Sea (X, .o/, 1) un espacio medido.

1) La convergencia en L implica la convergencia en u-casi todas partes, pero la convergencia en p-casi
todas partes no implica la convergencia en L.

2) La convergencia en L* implica la convergencia u-casi uniforme, pero la convergencia pi-casi uniforme
no implica la convergencia en L.

3) La convergencia en L implica la convergencia en p-medida, pero la convergencia en p-medida no
implica la convergencia en L.

4) La convergencia en LP para todo (1 < p < 400) no implica la convergencia en L™ y la convergencia
en L*> no implica la convergencia en LP.

Prueba. Para la demostracion de estos puntos utilizaremos algunas de las sucesiones presentadas en las
verificaciones anteriores.

1. La primera parte del primer punto es inmediata, para la segunda parte escogemos la sucesién de funciones
sobre X = [0, +oo[ fn(z) = L nq1)(7) que tiende a cero en p-casi todas partes pero se tiene || fy[|r~ = 1
para todo n € N.

2. Tenemos el punto 2) a partir de la definiciéon de convergencia p-casi uniforme en donde se exige que el
conjunto en donde falla la convergencia uniforme sea pequeno y esta condicién siempre esta verificada en el
caso de la convergencia en L, pues el conjunto en donde no se tiene la convergencia uniforme es de medida
nula. La reciproca no se tiene como lo muestra el ejemplo siguiente sobre X = [0,1]: f,(x) = nljg/p((2)
converge p-casi uniformemente hacia cero pero no en L.

3. Si una sucesion de funciones converge en p-medida, entonces para todo € > 0 existe un entero N suficiente-
mente grande tal que para todo n > N se tenga pu({x € X : |f, — f| > €}) < €, esta condicién es trivialmente
verificada si la sucesion converge en L pues la medida de este conjunto es entonces nula, lo que muestra el
punto 3).

4. Finalmente, para el ultimo punto, terminamos la demostracién utilizando el teorema 1.



2. Caso en donde u(X) < 400

En este caso, vamos a ver que se tienen cierto tipo de implicaciones que no se tienen en el caso general.

Lema 1 Sea (X, 7, 1) un espacio medido y sea (fn)nen una sucesion de funciones medibles a valores en
K. Definimos, para todo k,m > 1 los conjuntos

Am= () { € X : |fule) - f(2)] < %}

n=m

Si para cada entero k fijo se tiene 11’13_1 w(X \ Ap.m) =0 entonces fr, — f p-casi uniformemente.
m—-+00

Prueba. Sea ¢ > 0 un real, para cada k > 1 existe un entero my, tal que (X \ Ay m,) < €27%. Si definimos
A = M2 Ak, ® ; lad
e = i25 Ak,m, tenemos por un lado

+o0o +oo
WX\ A) = p (U(X\Ak,mg) <Y XN\ Apm,) < 5
k=1 k=1

por otro lado, si 6 > 0y si k0 > 1 entonces se tiene |f,(z) — f(x)] < 1/k < J para todo x € A; y todo n > my.
Es decir f,, — f uniformemente sobre A..

Teorema 5 (Egoroff) Sea (X, <7, 1) un espacio medido y supongamos que (X)) < +o0o. Sea (fn)nen una
sucesion de funciones medibles a valores en K definidas sobre X que convergen en p-casi todas partes hacia
una funcion f.

Entonces, para todo € > 0 existe un conjunto A € o/ con u(X \ A) < € tal que f, converja uniformemente
hacia f sobre A.

Dicho de otra manera, cuando la medida del conjunto X es finita, la convergencia en p-casi todas partes
implica la convergencia -casi uniforme.

Demostraciéon. Sea (f,)neny una sucesién que converge en p-casi todas partes hacia f. Definimos A = {z €
X : h’rf fn(x) = f(x)} y tenemos entonces que pu(X \ 4) = 0.
n—-r+odo

Si consideramos los conjuntos Ay, ., del lema anterior, notamos que para todo k > 1 se tienen las inclusiones
Ak,l C Ak,g cC..yAC U;iol Ak,m-

Estas dos observaciones implican ﬂ%ozol (X' \ Apm) C X\ A. Nétese que la sucesién formada por los conjuntos
By, = X \ Ak, es decreciente y que p(B) < p(X) < 4o00.

Aplicamos entonces el teorema de continuidad de las medidas para obtener que h’rJrrl u(X \ Agm) = 0 para
m—-+00

cada k > 1. En este punto aplicamos el lema anterior para concluir que f, — f p-casi uniformemente.

Teorema 6 Sea (X, o, 1) un espacio medido tal que pu(X) < 400 y sean (frn)nen una sucesion de funciones
pertenecientes al espacio LP(X, .o, u,K) con 1 < p < 4+00. Entonces

1) la convergencia uniforme implica la convergencia en p-promedio,

2) la convergencia en p-casi todas partes implica la convergencia en p-medida,

Demostracion.




1) Si la sucesién (fy)nen converge uniformemente y si 0 < p(X) < +o00, entonces para todo real ¢ existe un
entero N tal que, para todo z € X yn > N, se tenga | fn(z) — f(z)| < ep(X) /P Integrando esta estimacién
obtenemos la desigualdad [y |fn(2) — f(z)[Pdu(x) < P lo que muestra que la funcién limite pertenece a
LP(X, o/, u,K) y que se tiene la convergencia en p-promedio.

2) Por el teorema de Egoroff tenemos que la convergencia en p-casi todas partes implica la convergencia p-casi
uniforme, aplicamos entonces el punto 6) del teorema 3 para obtener el resultado deseado.

3. Una hipdtesis suplementaria: la condicién de acotacion

Vamos a suponer ahora que la sucesion de funciones (f,)nen verifica una condicién de acotacién. Bajo esta
hipétesis suplementaria veremos que obtenemos resultados interesantes.

Teorema 7 Sea (X, o/, 1) un espacio medido y sea (fn)nen una sucesion de funciones medibles definidas
sobre X a wvalores en K.

Si existe una funcion g € LP(X, o, u,K) para algin un real p € [1,+00[ tal que |f,| < g en u-casi todas
partes para todo n € N, entonces

1) la convergencia en u-casi todas partes implica la convergencia en LP.

2) la convergencia en p-medida implica la convergencia en LP.

Prueba.
1. El primer punto no es mas que el teorema de convergencia dominada de Lebesgue en su version LP.

2. Para el segundo punto partimos de una sucesién de funciones (fy,)nen que converge en p-medida hacia una
funcién f. Sea entonces (fy, )ren una subsucesion tal que

m || fp, — fllr = imsupl| fn — f|lLs
k—+o00 n—-+00
Dado que la sucesién de funciones (fy,, )reny converge en p-medida hacia una funcién f, tenemos por el
teorema 4 que existe una subsucesién de (fp, )ken, que seguiremos notando por comodidad (fy, )ken, que
converge en pu-casi todas partes hacia f. Aplicamos entonces la primera parte de esta proposicién para
obtener que lim || f,, — f|lzr = limsup||f, — f||zr = 0, de donde se deduce que lim | f, — f|lz» = 0.
k—+o00 n—-+00

n—-+o00

Observaciéon 1 Dado que la convergencia u-casi uniforme implica la convergencia en p-medida (ver el teorema
3 punto 6)), si tenemos una hipdtesis de acotacién, obtenemos que la convergencia pu-casi uniforme implica la
convergencia en LP.

Para terminar nuestro estudio entre los diversos modos de convergencia, vamos a ver que con una hipotesis de
acotacion, la convergencia en p-casi todas partes implica la convergencia p-casi uniforme:

Teorema 8 Sea (X, .o/, 1) un espacio medido y sea (fn)nen una sucesion de funciones medibles definidas
sobre X a wvalores en K. Si existe una funcion g € LP(X, o/, u,K) para algin un real p € [1,4o00[ tal que
|fnl < g en p-casi todas partes para todo n € N, entonces la convergencia en p-casi todas partes implica la
convergencia p-casi uniforme.




Prueba. Sea (f,)nen una sucesién tal que f, —~ f en p-c.t.p. Vamos a utilizar el lema 1 para caracterizar
n—-+0oo

la convergencia p-casi uniforme y definimos entonces los conjuntos

+oo
A={reX: lim ful)= @)}y Aem= () re X :|ful) ~ f@) < 1}

n=m
Siguiendo este lema, para obtener la convergencia p-casi uniforme de la sucesion (fy,)nen, basta mostrar que para

todo k > 1 se tiene 11'r4r_1 (X \ A ) = 0. Como se tienen las inclusiones de conjuntos X \ A1 2 X \ Ap2 2 ---
m—-+00

y que (2 (X \ Agm) € X \ A, es necesario verificar que para todo k,m > 1 se tiene (X \ Ay,,) < +oo para
poder aplicar el teorema de continuidad de las medidas y obtener HI—E w(X\ Agm) = 0.
m—-0o0

Tenemos pues por hipdtesis que existe un conjunto de p-medida nula A tal que para todon € N |f,,(2)] < g(x)
sobre X \ NV y tal que h’rf fn(z) = f(x) sobre X \ N. Dado que para todo n > m tenemos |f,(z) — f(x)| =
n—-+0o0

lh,an |fn(x) = fi(z)| < 2¢(x), tenemos la inclusién de conjuntos {z € X : |fn(x) — f(z)] > 1/k} C {x € X :
2g(x) > 1/k} de manera que obtenemos X \ Ag,, €N U{z € X : 2g(x) > 1/k} y podemos escribir

gl > /X @) 2 QR X A

De donde se deduce, por la hipétesis de acotacién, que las cantidades p(X \ Ay ) son finitas terminando asi la
demostracion.



Convergencia Uniforme

Convergencia p-casi uniforme
Convergencia en LP
\ Convergencia p-c.t.p.

Convergencia en p-medida

Figura 1: Relaciones entre los modos de convergencia - caso general

Convergencia Uniforme

Convergencia p-casi uniforme

Convergencia en LP

Convergencia pu-c.t.p.

Convergencia en p-medida

Figura 2: Relaciones entre los modos de convergencia - caso u(X) < +0o0

Convergencia Uniforme

Convergencia p-casi uniforme
Convergencia en LP
Convergencia p-c.t.p.

/

Convergencia en p-medida

Figura 3: Relaciones entre los modos de convergencia - condicion de acotacion




