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Resumen

El objetivo de este articulo es mostrar algunos de los aspectos matematicos que se encuentran detras de los
modelos realizados para describir fenémenos econémicos y financieros. Nos concentraremos en particular en las

dos herramientas de base que son el movimiento Browniano y la integral de Wiener y mostraremos algunas de
sus principales propiedades y caracteristicas.
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1. Introducciéon

El Ecuador produce una gran variedad de materias primas como por ejemplo el cacao, banano,
petréleo, etc. y el precio de estas materias primas se negocia, en funcién de la oferta y la demanda, en las
bolsas de valores internacionales. Diversos factores (econdmicos, politicos, tecnoldgicos, meteoroldgicos,
etc.) intervienen en la variacién de los precios de estas materias primas, de manera que tanto los pro-
ductores como los compradores deben realizar estudios de mercado detallados para poder posicionarse (a
corto, mediano y largo plazo) en funcién de estas fluctuaciones.

Un primer paso simple para tratar de comprender la evolucién del precio de estas materias primas
consiste en graficar las fluctuaciones pasadas a partir de las informaciones disponibles. En los gréficos
a continuaciéon mostramos la variaciéon del precio del cacao y del barril de petréleo durante el periodo

1994-2007.

(ECN-P)CRUDE OIL (WTI) SPOT

1994 [ 1995 1996 | 1997 1998 | 1995 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 2006 | 2007
146

3000 ]

2'500
}M e
2'000 I “

1500 M 2
Wﬂ'\f" "
1'000 N 'J'w]l 30

22
500

01.94
01.954
01.96
01.97
01.98
01.994
01.00+
01.014
01.024
01.03
01.04
01.05
01.06
01.074

Figura 1: Fluctuaciones del precio del cacao y del petréleo durante el periodo 1994-2007. Fuente: internet.

Visualmente, la primera observaciéon que podemos hacer es que la funcién que representa la evolu-
cién durante los anos 1994-2007 del precio de estas materias primas no es muy regular: presenta picos,
oscilaciones y variaciones muy rdpidas. Notamos también que, a partir de un cierto tiempo ¢ (digamos
enero 2000, para fijar las ideas) es muy dificil predecir, a la luz de las informaciones pasadas, el precio
al instante t + 1 o t 4+ €9 (digamos enero 2001 y enero 2002). Finalmente, podemos razonablemente
suponer que la evolucién futura tendrd un comportamiento similar (picos, oscilaciones y variaciones brus-
cas). Muchas de las previsiones econémicas y financieras se construyen por medio de modelos que buscan



replicar, o reproducir, estas observaciones en el futuro. Asi por ejemplo, buena parte del presupuesto
general del estado Ecuatoriano estd dado en funcién de la evolucion del precio del petrdleo y de la mane-
ra en que su venta ha sido negociada y esta negociacién se lleva sobre la base de modelos matemaéticos
sofisticados. Es por esta razén que es fundamental comprender las herramientas matematicas subyacentes.

Una de las primeras etapas en el uso de esta caja de herramientas matemdticas consiste en tratar de
reproducir o modelar por medio de objetos matematicos los gréficos anteriores. Esto es posible por medio
de un proceso estocastico muy particular llamado el movimiento Browniano.
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Figura 2: Dos ocurrencias de un movimiento Browniano.

Podemos observar que este objeto mateméatico comparte, al menos visualmente, muchas de las pro-
piedades de los graficos de la figura [1} picos, oscilaciones y variaciones bruscas. En realidad éste es uno
de los objetos matematicos de base para una buena parte de las matemaéticas financieras. Pero, ;qué es
el movimiento Browniano y porqué este nombre? Este pequeno texto estd dedicado a responder a estas
inquietudes.

El plan del articulo es el siguiente. En la seccién [2] explicaremos cémo obtener el movimiento Brow-
niano estandar a partir de caminatas aleatorias y daremos una serie de propiedades interesantes de este
objeto matematico. En la seccién |3| discutiremos algunos aspectos relativos a la integral de Riemann-
Stieltjes cuando la funcién contra la cual se desea integrar es justamente un movimiento Browniano.
Esto conducird a la construccién de la integral de Wiener. Finalmente, en la seccién [] veremos c6mo
intervienen estos objetos en la modelizacién financiera por medio de un ejemplo concreto. En el apéndice
[A] daremos los cédigos en SCILAB que permiten hacer una modelizacién informdatica de las trayectorias
de un movimiento Browniano.

2.  El movimiento Browniano
El movimiento Browniano es un buen ejemplo de interaccion entre diferentes disciplinas cientificas.

En efecto, en 1827, el bidlogo escocés Robert Brown observa en el microscopio el movimiento errédtico
de ciertas particulas de una planta en un liquido y esto concordaba con los conocimientos de esa época



que veian este tipo de movimiento desordenado como consecuencia de algin “fluido vital”. Sin embargo,
esta hipdtesis fue rechazada por Brown cuando en 1828 observé el mismo tipo de movimiento cadtico con
particulas inorganicas de tamafnio similar. Afos mas tarde, en 1901, el francés Louis Bachelier introduce
este movimiento para explicar las fluctuaciones de los mercados financieros y este es el inicio de una larga
tradicion en las matemadticas financieras, pero hay que esperar al matemadtico norteamericano Norbert
Wiener para obtener una definiciéon matematica formal de este objeto en 1923.

Procesos estocasticos y caminatas aleatorias

El movimiento Browniano es un caso muy particular de un proceso estocastico cuya definiciéon general
damos a continuacion.

Definicién 2.1 (Proceso Estocéastico) Sea (Q2,.%,P) un espacio de probabilidades, sea (E,&) un es-
pacio medible y sea I un conjunto de indices (en la prdctica se tiene I = Ry o I = N). Un proceso
estocastico es entonces una coleccion de variables aleatorias (Xi)ier definidas sobre el espacio (2, F,P)
a valores sobre el espacio (E,&).

Demos un ejemplo que serd de utilidad posteriormente. Sea (€;):en una sucesiéon de variables aleatorias
independientes de Bernoulli de ley de probabilidad dada por P(e; = —1) = P(¢; = 1) = 1/2. Definimos
entonces un proceso estocastico, llamado caminata aleatoria, de la siguiente forma:

X, =0,
(1)
Xt+1 = Xt + €.

Figura 3: Una caminata aleatoria.

Los puntos obtenidos por medio de este proceso entre t y ¢t + 1 son juntados linealmente para obtener
la figura

Visualmente podemos apreciar cierta similitud de esta caminata aleatoria con los graficos de la figura
pero esta modelizacién deja mucho que desear. Es por esta razén que vamos a imponer ciertas condi-
ciones que haran que el objeto matematico correspondiente se acerque mas a las fluctuaciones del precio
de las materias primas observadas.

Estas condiciones pueden parecer arbitrarias, pero serdn justificadas al construir el movimento Brow-
niano.

Definicién 2.2 (Movimiento Browniano estandar) Un proceso estocdstico B(t,w) es un movimien-
to Browniano estdndar si satisface las siguientes condiciones:
1) El proceso comienza en cero: P(w: B(0,w) =0) =1

2) Para todo 0 < s < t, la variable aleatoria B(t) — B(s) es normalmente distribuida con media cero y
de varianza t — s:
B(t) — B(s) ~ N(0,t — s),



es decir, para todo a < b , se tiene:

P(a < B(t) — B(s) < b) ~30-9) .

<h= s )¢

3) El proceso B(t,w) tiene incrementos independientes: para todo 0 < t1 < ty < ... < t, las variables
aleatorias

B(t1)7 B(tQ) - B(t1)7 eeey B(tn) - B(tn—l)a
son independientes.

4) Casi todos los caminos de B(t,w) son funciones continuas:
P(w: B(-,w) es continua ) = 1.
Por comodidad, el proceso estocéstico B(t, ), serd notado B(t) o Bs.

Definicién 2.3 Una realizacion para un w fijado t — B(t,-) de un movimiento Browniano es llamada
una Trayectoria.
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Figura 4: Dos trayectorias de un movimiento Browniano en 2D y 3D.

Construccion del Movimiento Browniano

La caminata aleatoria definida en la pagina anterior verifica algunos de los puntos anteriores, pero en
particular no cumple con la condicién 2). Sin embargo la idea de caminatas aleatorias es muy 1til para
una construccién simple y rapida del movimiento Browniano.

Empecemos con una variante del proceso estocastico dado en y consideremos una caminata alea-
toria, que empieza en el punto cero, con saltos de amplitud a y —a de igual probabilidad de ocurrencia en
los tiempos ¢, 24, ... en donde s, son dos nimeros positivos. Mas formalmente, sea (€,,),en una sucesiéon
de variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas tales que

Ple, = —a) =P(ep, =a) = -.



Construimos a partir de esto una caminata aleatoria Y, s escribiendo

Y,.5(0) =0,
(2)
Yo5(nd) =e1+ea+- +ep.

Luego, para todo tiempo ¢ tal que nd < t < (n + 1)d juntamos linealmente los extremos de esta manera:

(n+1)0 —t
)
La cantidad Y, s(t) representa la posicién de la caminata aleatoria en el tiempo t y es a partir de esta
caminata aleatoria que vamos a obtener el movimiento Browniano haciendo tender a y 0 hacia cero, es
decir B(t) = ltl;mOYa’(;(t)‘ Pero antes de lanzarnos en el calculo de este limite, conviene estudiar la funcién
a,0—

t—né
Yaos(t) = Yos(nd) + —=Ys((n +1)9).

caracteristicas:
E [exp(iAY, s(t))] con A € R.

Vamos a ver que muchas de las propiedades del proceso estocastico limite se pueden obtener al compren-
der esta funcién caracteristica.

Por simplicidad, vamos a suponer que t = nd, de manera que n = t/§, esto serd suficiente para
nuestros propésitos inmediatos. Por construccién de Y, s y por las propiedades de las variables aleatorias
(€n)nen se tiene

E[exp(iAYas(t))] = E |exp Mzgj = H E [exp(ie;)] = E [exp(ide1)]”
= (;ei’\a + ;e_i’\a> = cos(Aa)™ = cos(Aa)¥/?. (3)

A partir de este pequeiio célculo, observamos que, para Ay ¢ fijados, el limite de la cantidad E [exp(iAYq 5(2))]
cuando a y § tienden independientemente hacia cero no existe. Para verificarlo basta hacer un desarrollo

limitado de la cantidad cos()\a)t/5: en efecto, si a y § son muy pequenos se tiene
tA? a?
cos(ha)t/? ~ 1 — 2=
(Aa) 5 5

Vemos por ejemplo que si a =~ x y si § ~ x> entonces hay un verdadero problema en la férmula anterior
si se hace a,§ — 0. Esto muestra que se debe fijar con cuidado la relacién entre a y § para que el limite
exista. Sin embargo, la existencia del limite de la cantidad E [exp(iA\Y, s(t))] cuando @, — 0 no es
suficiente para obtener una caminata aleatoria con las propiedades buscadas. Si fijamos ahora a y § tales
que % — 0si 6 — 0, se obtiene que

lim E[exp(iAY, s(t))] =1
a,6—0
y esto implica que el proceso estocéstico X (¢) definido por X(t) = lg;mOYa@(t) existe, pero se tiene que
a,6—
X(t)=0.

Para obtener el movimiento Browniano conviene, antes de hacer un desarrollo limitado, escribir x =
2
In(cos(Aa)!/?). Se tiene entonces que x = LIn(cos(Aa)) y si a es muy pequeiio tenemos cos(Aa) ~ 1—3-a?,
ahora dado que In(1 + 7) = 7 si 7 es pequeno podemos escribir
A2 A2
In(cos(Aa)t/?) ~ In(1 — ?a2) R~ —7a2

y de esta forma observamos que si a y § son muy pequenos se tiene x ~ f%az y entonces cos(\a)t/® ~

A2 a2

e~ 2 5. Por lo tanto, volviendo a la expresion , si @ y 0 son muy pequenos obtenemos la aproximacién

N

22 a

E[exp(iAY, s(t))] =~ e 2 7.

En particular si fijamos a? = § entonces podemos escribir
tA2

lim E[exp(iAYys(t))] =€¢ 2, AeR
a,0—0

El lector observara que esta funcién caracteristica corresponde a una distribucién gaussiana centrada de
varianza igual a t. Estas observaciones nos permiten enunciar nuestro primer teorema:



Teorema 1 SeaY, 5(t) una caminata aleatoria, que empieza en cero, con saltos equiprobables de amplitud
a y —a en los tiempos 6,26, .... Si suponemos que a® = &, entonces para todo tiempo t > 0 el limite

B(t) = lim Y, s(t) existe.

a,0—0

Se tiene ademds que
A2

E {ei)‘B(t)} =e %, AeR, (4)
y el proceso estocdstico B(t) es un movimiento Browniano estdndar.

Demostracion. Con los cédlculos de las lineas precedentes hemos verificado la existencia del proceso
estocdstico B(t) y la validez de la férmula (). Por construccién de la caminata aleatoria Y, 5(t) se tiene
que el proceso estocastico B(t) comienza en cero. Para verificar que la variable aleatoria B(t) — B(s) es
normalmente distribuida con media cero y de varianza t — s, aplicamos la férmula para obtener

E {eu[mt)—B(s)}} EPERL 2

de donde se deduce que B(t)—B(s) ~ N (0, ¢—s). La independencia de los incrementos es una consecuencia
de la independencia de las variables aleatorias (e,,)nen que ayudaron a construir el proceso estocéstico
B(t). Con esto hemos comprobado los puntos 1), 2) y 3) de la definicién Pero falta el punto 4). La
continuidad del movimiento Browniano es un poco més delicada y para ello necesitaremos introducir la
siguiente nocién y verificar un resultado dado en la proposicién [2.1

Definicién 2.4 Sean (Xi)ier y ()Zt)te] dos procesos estocdsticos definidos sobre el mismo espacio de
probabilidades. Decimos que X; es una modificacién de X; si para todo t € I se tiene la identidad

X, = )~(t casi en todas partes.

Proposicién 2.1 (Teorema de Kolmogorov-éentsov) Sean (Xt)te[oyl[d un proceso estocdstico y tres
constantes, estrictamente positivas, 7, c, € tales que

E[|X; — X,|] < |t — s|*T<.

Entonces existe una modificacion )A(:t de X, tal que
= =~ N\
|Xt — XS‘
E||sup——
S;ﬁt ‘t — S|a

Prueba de la proposicién Para m € N, definimos el conjunto D,,, como la coleccién de d-uplas
s = (27™ky,...,27™kq) en donde cada k; es un entero en el intervalo [0,2™] y definimos D = U D,,.

meN
Definimos ademds el conjunto A, de parejas (s,t) € D,, tales que |s — t| = 27™. Notemos que hay un
poco menos que 20mT14 de este tipo de parejas. También diremos para todo s,t € D que s < t si cada
componente de s es menor o igual que el componente correspondiente de t.

< 400 (5)

para todo o € [0,¢€/7].

Definamos ahora K; = sup |X; — X;|. La hipétesis de la proposicién nos asegura que existe una
(s,t)eAm,
constante k tal que

EK)]< Y RE[X,— X,[] < 20mDd x emmldte) = gpmme,
(s,t)EA,

Por construccién del conjunto D, para todo punto s € D existe una sucesién creciente (s, )neny € D tal
que s, € D, vy tal que s, < s con s, = t a partir de un cierto n suficientemente grande. Sea ahora
s,t € D con la condicién que |s — t| < 27™. Se tiene entonces o que S, = by, 0 que (S, tm) € Ay, v en
ambos casos podemos escribir:

+oo
XS - Xt = Z (ij+1 - XSj) + X,Sm - Xtm + Z (Xt]' - th+1)
: j=m



en donde las series precedentes son en realidad sumas finitas. De esta identidad se deduce que

+oo +oo
|X, — X¢| < K 42 Z K; SQZKj.
j=m+1 j=m
Definimos ahora el conjunto M, = sup { pli‘:s)lfj‘ } Tenemos entonces que
s,teD, s#t
+oo +oo
M, < sup{2mtDe  gup |X: — Xs|:s,t € D,s#tp < sup g(m+1l)atl Z K;» < 2ol ZQiO‘Kj.
meN [t—s|<2—™ meN j=m =0

Ahora, para v > 1y para a < €/, obtenemos con £’ = 201 1/7 que

+o0 400
M|z < 2003 299 K 0 < Y290 < oo
Jj=0 Jj=0
en dénde hemos notado || - ||+ la norma usual en los espacios L.

Si 0 < v < 1, el mismo razonamiento se aplica a la cantidad E[M]] en lugar de ||M,]||rv. Se obtiene
entonces, que para casi todo w, X; es uniformemente continuo sobre D y podemos definir sin ambigiiedad

Xi(w) = lim X, ().

seD

Finalmente, aplicando el Lema de Fatou a este limite y como se tiene que X, = X, casi en todas partes,
se obtiene que X; es la modificacién buscada.

Fin de la demostraciéon del teorema Se tiene por las propiedades anteriormente verificadas
que B(t) — B(s) ~ N(0,t — s) = /t — s N(0,1). Se obtiene entonces para todo entero n > 1 que

E[|B(t) — B(s)|*"] = E[[Vt — s N'(0,1)*"] = |t — s|"E[N (0, 1)*"].

Calculemos ahora E[N(0,1)?"], para ello calculamos la funcién caracteristica de la variable aleatoria

N(0,1)2":

+oo too
(O 1 e kon 1 .
E[e AN(0,1) ] —FE Z H(l)kAsz k|l _— Z H(Z)kr)\k]E [GQ k}
k=1 k=1

en donde G es una gaussiana normalizada. Dado que todos los momentos impares de las gaussianas son
nulos, se tiene que solo los k£ momentos pares intervienen en esta suma. Asi se obtiene que

A2
2

E[eiAN(O,1)2"’] — e Cn

y por lo tanto se obtiene que E[N(0,1)?"] = ¢,. Es decir que se verifica la hipétesis de la proposicién

cony=2nye=n—1:
E[|B(t) = B(s)|*"] = ealt — s|™. (6)

Entonces, la expresion implica que existe una modificacién B (t) de B(t) que es continua y por lo
tanto se obtiene que
P(w: B(-,w) es continua ) = 1.

Con esto se tiene el punto 4) de la definicién de movimiento Browniano y terminamos de esta manera la
demostracién del teorema [Il

Algunas propiedades del movimiento Browniano

Una vez que hemos construido el movimiento Browniano estdndar y que se dispone de la identidad

. 2
E [e“\B (t)] =e % es posible dar una serie de propiedades que detallamos a continuacion:

Proposicién 2.2 Sea (B;)icr+ un movimiento Browniano estindar. Entonces



1) para todo t > 0, B(t) es una variable aleatoria normalmente distribuida de media cero y de varianza
t.

2) para todo s,t > 0, se tiene E [B;Bs] = min{s,t}.
Prueba. Por el primer punto de la definicién se tiene que B(t) = B(t) — B(0) mientras que por

el segundo punto se tiene que B(¢) — B(0) ~ N(0,¢) de donde se obtiene la primera asercién de esta
proposicién. Nétese en particular que se tiene la formula

Var(B(t)) =E[B(t)*] =t
puesto que E[B(t)] = 0.
Para mostrar la segunda parte podemos suponer, sin pérdida de generalidad que s < t, entonces por
los puntos 2) y 3) de la definicién [2.2] podemos escribir
E[B(s)B(t)] = E[B(s)(B(t) — B(s)) + B(s)*] = E[B(s)(B(t) — B(s))] + E[B(s)’]
= E[B(S)E[B(t) — B(s)] +E[B(s)*] =0+ s =s;

es decir que E [B;Bg] = min{s, t}.

Proposicion 2.3 Sea tg > 0 un real. Entonces el proceso estocdstico E(t) definido por la formula
B(t) = B(t+to) — Blto)
es un movimiento Browniano estandar.

Prueba. Hay que verificar que el proceso estocastico E(t) cumple con las cuatro condiciones de la
definicién
Vemos pues que se tienen los puntos 1) y /). Ahora, para todo s < t escribimos

B(t) — B(s) = B(t + to) — B(s + to), (7)

pero como B(t) es un movimiento Browniano se tiene que B(t 4 ty) — B(s + o) es una variable aleatoria
normalmente distribuida con media cero y varianza (t + to) — (s + tg) = t — s, de tal manera se obtiene
que B (t) verifica la condicién 2). Finalmente, para el punto ), podemos suponer que to > 0, en ese caso,
para toda sucesiéon 0 < t; < to < --- < t, se tiene 0 < tg < tg+t1 < --- < tg+ t,. Aplicamos entonces
el punto 3) a B(t) para obtener que B(t), B(tx + to) — B(tx—1 + to), k = 1,...,n son variables aleatorias
independientes. Por la formula (7)) se tiene entonces que las variables aleatorias B(ty) — B(tx_1) son
independientes de manera que se obtiene la condicién 3).

Proposicién 2.4 Para todo nimero real X > 0, el proceso estocdstico B(t) = B(At)/vVA es un movi-
miento Browniano estdndar.

Prueba. Las condiciones 1), 8) y 4) son inmediatas. Para verificar 2) observamos que para todo s < ¢
se tiene

(B(M\t) — B()s))

Si-

y esto muestra que la variable aleatoria B (t) — B (s) es normalmente distribuida, de media cero y de
varianza +(At — As) = t — s. De donde se obtiene la condicién 2) y se termina la verificacién de esta

proposicién.
|

Este hecho nos explica que si agrandamos el movimiento Browniano por medio de una lupa, seguire-
mos observando a todas las escalas un movimiento Browniano.

Nos interesamos ahora en estudiar la regularidad de este objeto matematico. Por definiciéon tenemos
que es un objeto continuo, pero jes posible decir un poco mas? Para hacernos una idea de la situacion,
vamos a volver a la caminata aleatoria Y, s definida en que nos ha servido para la construccién
del movimiento Browniano. En efecto, si fijamos por un instante a y 4, vemos que entre cada etapa de

la caminata aleatoria Y, s se tiene que la pendiente es igual, en valor absoluto, a §. Dado que, para



la obtencién del movimiento Browniano, hemos fijado a = V3, la pendiente entre estas dos etapas de

la caminata aleatoria es del orden de %5 6—5 +00. Esto muestra heuristicamente que es posible que
—

el movimiento Browniano no sea un objeto derivable. En este sentido tenemos el importante teorema

siguiente:

Teorema 2 (Paley, Wiener, Zygmund) Sea (B;)icr, un movimiento Browniano estandar, entonces,
para todo w € Q, las trayectorias Bi(w) no son derivables en ningin punto.

Este resultado, demostrado en 1933, es de gran importancia pues da un ejemplo de funciones que no
son derivables en ningiin punto pero sobre todo muestra que estas funciones no son inicamente artefactos
matematicos, sino que aparecen en las observaciones de la naturaleza. La demostraciéon de este teorema
puede encontrarse en [6].

Tenemos pues una funcién continua que no es derivable en ningin punto es decir que para una
trayectoria dada se tiene que B(t,-) ¢ C!(R). Vamos a ver que es posible detallar un poco méas la nocién
de regularidad y para ello introducimos el siguiente espacio de funciones.

Definicién 2.5 (Espacios de Holder) Sea 0 < a < 1. Definimos el espacio de Hélder homogéneo
C*(R) como el conjunto de funciones (mddulo las constantes) f : R — R tales que la cantidad

[f(x) = f(Y)

sea finita. (8)
|z =yl

[fllge = sup
TFY

Los espacios de Holder C*(R) con 0 < a < 1 son generalizaciones fraccionarias de los espacios de funcio-
nes a derivadas continuas C¥(R) con k € N.

Por el teorema [1| sabemos que el movimiento Browniano B; admite una modificaciéon que pertenece
al espacio C°(R) de funciones continuas, pero por el teorema [2] se tiene que B; ¢ C'(R). Gracias a los
espacios de Holder podemos afinar esta informacion:

Teorema 3 Sea (B;)icr, un movimiento Browniano estdndar, entonces existe una modificacion B(t)
continua de B(t) tal que casi todas sus trayectorias poseen una regqularidad Holderiana de orden « con
0<a<l1/2

Demostracion. La verificacion de este hecho es inmediata una vez que se tiene el teorema de Kolmogorov-
Centsov enunciado en la proposicién En efecto, dado que se tiene la férmula @:

E[|B(t) — B(s)*"] = calt — s|"

se puede aplicar el teorema de Kolmogorov-Centsov con v = 2n y € = n — 1, entonces se obtiene que
el movimiento Browniano B(t) admite una modificacién continua que es Holder regular con indice de
regularidad 0 < a < "2—_711 Asi se obtiene que el movimiento Browniano posee una regularidad Holderiana
de orden 0 < av < 1/2.

Observacion 2.1 Es importante notar que se tiene la estimacién estricta en el indice de regularidad y
se puede mostrar que el movimiento Browniano estdndar no es Holder regular de orden 1/2.

3. Integral de Wiener

El objetivo de esta seccién es dar un sentido a la siguiente expresion:

b
() = / f(H)dB(t,w) (9)

en dénde f es una funcién deterministica (que no depende de w) y B(t,w) es un movimiento Browniano
estandar. Antes de dar los detalles de la construccién de esta integral, llamada la integral de Wiener,
vamos a mostrar algunos puntos que hay que tener en consideracién.

Empecemos con dos funciones f, g : [a,b] — R continuas y acotadas. Recordemos que f es Riemann-
Stieltjes con respecto a g si el siguiente limite existe:

/ f)dgx) = tim 3 ) (g(w) — glwien)) (10)

I8n]=0 &



en donde A,, = {zg, ..., 2, } es una particién del intervalo [a, ] con la convencién a = zg < -+ < x, = b,
1ALl = rga<x (x; — x;—1) y 7 es un punto de evaluacién dentro del intervalo [z;_1, z;].
1<i<n

Sin embargo hay que tener un poco de cuidado con la definicién de la integral f: f(z)dg(z). Consi-
deremos el caso particular en donde f = g y notaremos I,, y D,, las sumas de Riemann correspondientes
con los puntos de evaluacién 7; = x;_1 y 7; = x; respectivamente:

I, = Zf(:ciq)(f(mi) — f(zic1))
D, = Zf(xz)(f(%) — f@i1)).
=1

Calculamos ahora D,, — I, y D,, + I, para obtener
2
D, -1, = Z (f(mZ) - f(xz—l)) (11)

D, + 1,

Z F) (f(2:)* = f@iy) = £(0)* = f(a)*. (12)

El limite cuando ||A,| — 0 de la expresién es llamado la wariacién cuadrdtica de la funcién f.

Evidentemente, se tiene lim D, # lim I, siy solo si la variacién cuadrética de f es diferente de
|Anl—0 lAnl—0

cero. En este caso la definicion de la integral es problematica pues el resultado depende del punto de
evaluacién 7;. Esto muestra que hay que tener un poco de cuidado cuando trata de definir una integral por
medio de la expresion (L0]). Existen varias formas de contornar esta dificultad aparente, en este articulo
nos concentraremos en la integral de Wiener.

Construccion de la integral de Wiener

Empezamos pues la construccion de la integral de Wiener con funciones simples f = > aili, oy ()
en donde tg = a y t, = b. Definimos entonces

n

I(f)(w) =Y ai (B(ti,w) = B(ti-1,w)). (13)

i=1

Se tiene evidentemente I(af + Bg)(w) = alI(f)(w) + BI(g)(w), para todo «, 8 € Ry f,g dos funciones
simples, de manera que el operador I es lineal.

Lema 3.1 Para una funcidn simple f, la variable aleatoria I(f) es una gaussiana con media cero y de
Varianza

b
E[I(f)?] = / F()%t.

Prueba. Recordemos que una combinacién lineal de variables aleatorias gaussianas independientes sigue
siendo una variable aleatoria gaussiana. Por la construccién dada en se tiene que I(f) es una variable
aleatoria gaussiana.

Verifiquemos que la media de I(f) es nula. Para ello escribimos:

n

E[I(f)] =E lz a; (B, — Bt,_,)

i=1

a; (]E[Bti] — E[Bti,,l]) =0

n
=

por las propiedades del movimiento Browniano dadas en la proposicion Calculemos ahora la varianza,
por definicién tenemos

n 2
o’ = E[I(f)2] =K (Z a’i(Bti - Bti—l)) : (14)
i=1

Observemos ahora dos puntos:

1. Primeramente: ,
E [(Bti ~ B, ) } —t— 1. (15)
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En efecto, desarrollando esta expresion tenemos

E [(th - Bti—l)2:| ]E[Bi] - Q]E[BtiBti—l] + ]E[Btzl_l]

ti —2min{t;, t; 1} +tio1 =t —ti1.

2. Ademais se tiene, cuando i # j, que
2
E (B, - B,)’| =o0.
Supongamos, sin pérdida de generalidad que j < 4, entonces

2
E |:(Bt'i - Btj) ] = E[BtiBtj] - ]E[Bti—lBtj] - ]E[BtiBtj—l] + E[Bt¢71Btj71]
== Hll,n{tl', tj} — mfﬁ{ti_l, tj} — Hll’n{ti, tj—l} + Infn{ti_l, tj—l}-

Lo que permite obtener el resultado deseado.

Finalmente, gracias a estas dos observaciones tenemos que la ecuacién (14 se reduce a

n

o? = a(t; —ti1) = /b f2(t)dt.

i=1
Lo que termina la demostracién del lema.

Vamos ahora a generalizar la integral definida con la férmula a funciones més generales que
las funciones simples. Para ello introducimos un poco de notaciones y notaremos L?(£2) el espacio de
Hilbert formado por el conjunto de variables aleatorias de cuadrado integrable definidas sobre ). Para
este espacio de Hilbert, el producto interno estard dado por la férmula:

(X,Y) = E[XY]. (16)

Sea ahora f una funcién determinista tal que f € L?([a,b]) y fijemos una sucesién de funciones simples
(f5)jen tal que f, — f en L%[a,b]. Por el lema se tiene que la sucesion (I(f,))nen es de Cauchy en
L?(£2) de manera que converge en L%(Q). Esto nos permite entonces definir la siguiente cantidad

I(f) = lim I(f,), en L*(Q). (17)

n—-+oo

Aqui debemos verificar que la férmula dada por ((17)) estd bien definida. Para ello vamos a mostrar que el
limite de esta expresién es independiente de la sucesién de funciones (f,,)nen considerada. Sea entonces
(gn)nen otra sucesion tal que g, — f en L?([a,b]). Escribimos, gracias al lema

n—-+oo

b
E[1(f,) — I(gn)[2] = E[I(fn — ga)|?] = / (f — go)?dt.

Puesto que
b

b
[ =g ar<2 [ (=0 4 (0 - Pl

y que cada una de estas partes tiende a cero cuando n — 400, concluimos que

lim I(f,) = lim I(gn), en L*(Q),

n—-+oo n—-+oo

y esto muestra que no hay ambigiiedad al considerar I(f).

Definicién 3.1 Sea f € L?([a,b]), el limite I(f) definido por la ecuacion es la integral de Wiener
de f. Notaremos la integral de Wiener de f de la siguiente forma:

1) = ( / f(t)dB(t)> @), wee (13)

La integral de Wiener es entonces un operador definido de L*([a,b]) en L?(€2).

11



Observemos que la integral de Wiener es un operador lineal: en efecto, para todo f, g € L?([a,b]) se tiene,
por construccién que I(af + g) = «I(f) + (g)-

Teorema 4 Para todo f € L*([a,b]), la integral de Wiener fab f(t)dB(t,w) es una variable aleatoria
gaussiana de media cero y de varianza igual a ||f||%., es decir:

b
/ F()AB(E w) ~ N0, [[f]2). (19)

Demostracion. Por el lema [3.1] se tiene esta propiedad cuando f es una funcién simple. Para una
funcién general de L?([a, b]), se obtiene el resultado como consecuencia del siguiente hecho general: si X,
es una variable aleatoria gaussiana de media y, y de varianza o2 y si X,, converge en L?(Q) hacia una
variable aleatoria X, entonces X es una variable aleatoria gaussiana de media p = nll;r}rloo/in y de varianza

o2 = lim o2.
n—-4o0o

Demos un par de ejemplo de célculo de integrales de Wiener.

» Sea f =1 sobre el intervalo [0, 1]. Entonces

1 1
1(f) = / F(HdB(t) = / dB(1)

es una variable aleatoria gaussiana, de media cero y de varianza igual a 1, es decir I(f) ~ N(0,1).

= Sea g(t) = t? sobre [1, 2], entonces

1) = [ swin = [ s

es una variable aleatoria gaussiana, de media cero y de varianza igual a fl t2dt = 7/3, es decir

I(f) ~ N(0,7/3).

Estudiemos ahora la relacién entre la integral de Wiener y la estructura de los espacios de Hilbert
subyacentes.

Proposicién 3.1 Sean f,g € L?([a,b]) dos funciones, entonces

b

B(()1(0)) = [ fOg(b)dr (20)

En particular, si f y g son ortogonales, entonces las variables aleatorias gaussianas I(f) y I(g) son
independientes.

Prueba. Escribimos por un lado que:

b

B[(1(5)+ 10)"] =E[ 17+ 9] = [ (+ 9%

a

por linealidad de la integral y por el lema [3.1} Es decir

b b b
B[00+ 10)"] = [ e+ [ rogdes [ g2 (21)
Por otro lado, se tiene

E[(1(f)+1(9))*]

E[I(f)*+2I(f)I(g) + 1(9)?]
E [I(f)?] +2E[I(f)1(9)] +E [I(9)?]

/ P+ E NI+ [ P (22)

por el lema Para concluir, es suficiente comparar (21]) con .
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Desarrollo en serie de la integral de Wiener

Vamos a ver que existe una relacién muy particular entre la integral de Wiener y el movimiento
Browniano. Tenemos el siguiente teorema:

Teorema 5 Sea (¢,)nen una base ortonormal de L?([a,b]); entonces, para toda funcién f € L*([a,b]),
la integral de Wiener de f se descompone en una serie de la forma siguiente:

/ F(t)dB, = f,¢>n / bu()dB;, (23)

con probabilidad 1 y en donde la suma aleatoria converge casi sequramente.

Demostracién. Empecemos fijando una funcién f € L?([a,b]) y una base ortonormal (¢, )nen de
L?([a,b]). Tenemos entonces

+oo
f= Z(fv ¢n>¢na

n=0

luego integrando ambos lados de la expresion anterior con respecto a dB; para obtener

+o<>

/ F(t)dB, = / Hf U fndndBr = 31, 00) / budB,. (24)

n=

Verifiquemos que se tiene esta identidad en L2, para ello vamos a calcular la expresién

l / F(t)dB, - f,¢n / budB,

en donde N € N. Desarrollando el cuadrado se tiene

(/f dBt> > [ s
1\? 2
(n .0n / ¢>ndBt>

2
; (25)

N

> (5.0 / budBit

2

([ s
2E V f(t)dB, 3
N "~ 2

+ E (n Of,gbn / qbndBt)

/a ’ f0)dB, / ' B,
N

b 2
+ ) (f,¢n)°E ( / qsndBt)

> (f:0) / bndB;

N

b
= / Fodt = 2 (f,¢n)E

n=0

n=0

Utilizamos ahora el resultado para obtener

b N b N b
= [ P23 (500 [ 100ude+ Y (1007 [ oulear
a n=0 a n=0 @

b N
— [ £wd- 36
a n=0

lo que tiende a cero si N — +o00. Hemos pues verificado que se tiene la identidad en L? puesto que
la cantidad tiende a cero.
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Veamos ahora la relacién anunciada entre la integral de Wiener y el movimiento Browniano. En efecto,
en particular si escojemos f = 1o en la expresién (23) se tiene:

/01 Tjo,4{(s)dBs = B; = i (/Of ¢n(8)d8) (/01 ¢n(8)st)

+oo t
Bilw) = 2 6u(e) [ ou(s)ds

en donde &, son variables aleatorias i.i.d. ~ N(0,1). Esto nos permite definir de una manera muy
simpética el movimiento Browniano.

4. Una aplicaciéon del movimiento Browniano y de la integral de
Wiener

Como hemos visto en la introduccién, en la modelizacién de los precios de las materias primas puede
utilizarse el movimiento Browniano. Mas precisamente, una serie cronolégica -dada por la evoluciéon de
los precios en el tiempo- se descompone generalmente en dos partes: una tendencia general a la cual se
anade variaciones aleatorias y es de esta forma que se obtiene el modelo matematico para trabajar en
matematicas financieras. Asi, la evolucién de los precios de un activo financiero estard dada por medio
de la férmula siguiente

Expliquemos un poco esta expresién. Aqui dX; representa la variacién en el tiempo de los precios de un
cierto activo financiero X, f es la tendencia general mientras que o es la intensidad de las variaciones
aleatorias que estdn dadas por un movimiento Browniano estandar B;.

En el mayor grado de generalidad, las funciones f y o son funciones medibles que dependen del
tiempo ¢ y de los precios X;. Es decir f = f(¢t,X;) y 0 = o(t, X}); pero en una primera aproximacion,
podemos suponer que, tanto f como o, dependen unicamente del tiempo: f = f(t) y 0 = o(t). Con esta
simplificacién, la ecuacion diferencial debe ser interpretada en el siguiente sentido:

t t
X = Xo +/ f(s)ds+/ o(s)dB(s) (27)
0 0
Diremos que es la versién integral de la ecuacion diferencial estocastica .

Gracias a la integral de Wiener y a la descripcién del movimiento Browniano que acabamos de con-
siderar en las secciones anteriores, la expresion (27)) tiene un sentido muy concreto.

En cuanto a la resolucién de este problema, tenemos el teorema a continuacion:

Teorema 6 Consideremos la ecuacion diferencial estocdstica
dX, = [f(t)X: +g(t)]dt + [o(t)X; +6(t)]dB(2),
(28)
X() =X.

Entonces su solucion estd dada por el proceso estocdstico
t t
X, = xe¥t —|—/ et =Ye[g(s) — O(s)o(s)]ds —|—/ eY*=Y+0(s)dBs
0 0

en donde

t 1 ) t
n=AU@—;wnm+Aa@ﬂm»

Notese que este teorema permite estudiar ecuaciones mas generales que las consideradas en la férmula
(26). La principal diferencia radica en la presencia del término X; en la parte derecha de la ecuacién
(28). Podemos darnos cuenta que para dar la demostracién de este problema es necesario considerar una
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integral mas general que la integral de Wiener: en efecto, en la definicién de esta integral dada en la
férmula solo habiamos considerado integrales de la forma

b
/ f(HdB(®)

en donde f era una funcién determinista. Es por lo tanto necesario generalizar la nocién de integral de
Wiener. El objeto matematico que corresponde a esta generalizacién es la integral de Ité y se puede
encontrar una descripcién detallada de esta integral en [6] o [7]. Consideramos que la integral de Wiener
es suficiente para un primer contacto con los objetos matematicos que intervienen en la modelizacién
financiera.

Tenemos gracias al teorema [ una descripcién de la dindmica seguida por variables econémicas, como
son los precios del petréleo, cacao, flores o banano. Pero los mercados financieros van mucho més alld y
utilizan estas variables como elementos de base para la construccién de nuevos productos.

Vamos a dar ahora un ejemplo que nos permitira precisar el uso de las ecuaciones diferenciales es-
tocasticas en las actividades econémicas. Supongamos que una empresa de transporte aéro A desea pla-
nificar sus tarifas de boletos para el verano 2012. Evidentemente, el precio de los boletos dependera del
precio del petréleo y es natural que la empresa A desee protegerse ante una subida repentina de los
precios de los combustibles.

Existen mecanismos financieros para lograr este objetivo: la empresa A puede buscar un banco B y
comprar un producto financiero con las siguientes caracteristicas:

s Duracion del producto: empieza el lero de enero 2012 y termina el lero de junio 2012.

s Descripcion del producto: la empresa A tiene la opcién, y no la obligacion, de comprar el lero de
junio al banco B una cantidad determinada N de barriles de petrdleo a un precio fijo K llamado el
strike del producto.

= Precio del producto: Este producto tiene un precio que notaremos P. Este precio de la cobertura
depende de muchos factores: tiempo ¢, strike K, valor del precio del producto subyacente X;, etc.
Notaremos entonces P = P(Xy,t).

De esta manera, la empresa A se protege de una subida repentina de los precios del combustible pues ha
negociado por adelantado comprar su combustible a un cierto precio K. Este tipo de producto financiero
es muy comun y es denominado un Call.

1, Qué sucede el lero de junio? Para verlo, notamos X; la evolucién del precio del petréleo y sea X el
precio del barril en el tiempo final T=1ero de junio.

s Si X7 > K: El precio del barril de crudo el lero de junio es mayor que el precio negociado K. La
empresa A tiene entonces todo interés en ejercer su opcién: compra N barriles al precio K, que es
inferior al precio observado en el mercado y de esta forma se ha protegido de una fuerte alza de los
precios de esta materia prima.

» Si Xp < K: El precio del barril de petréleo el lero de junio es menor que el precio negociado K.
En este caso la empresa A no tiene interés en comprar al banco B algo que estd mas barato si lo
consigue directamente en el mercado. Al no ejercer su opcién la empresa pierde la cantidad P que
ha pagado para cubrirse de la alza de precios.

Es interesante notar que en ambos casos, la empresa A se ha protegido de las fluctaciones del precio del
petroleo.

Observemos que la situacion el ler de junio es la siguiente:
P(Xp,T) =méx{Xr — K;0}
y ésta es la condicién al limite cuando t =T
Indiquemos que mientras mas elevado es el precio final X7, mayor serd el ahorro realizado por la
empresa A, mientras que mayor serd el riesgo del banco B quien tendra que comprar a un precio elevado

los barriles de petréleo para venderlos a un precio méas bajo a la empresa A.

En estos dos graficos se muestra la situacién de la empresa A a la izquierda (Short Call) y del banco
B a la derecha (Long Call). El Premium corresponde al precio de la cobertura y se observa claramente
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Figura 5: Evolucién del ahorro y del riesgo en funcién de la evolucién del precio del subyacente.

que si el precio del barril comienza a aumentar, el ahorro y el riesgo generados por este producto pueden
ser substanciales. Es por esta razén que es muy importante conocer, en todo tiempo 0 < ¢ < T, el precio
de la cobertura P.

En efecto, contrariamente a los seguros para autos, estos seguros de tipo Call pueden venderse y
comprarse en los mercados financieros internacionales en dénde intervienen una gran cantidad de actores
distintos. Como los bancos no poseen reservas de barriles de petréleos, para cumplir el contrato el banco
B esta obligado a comprar en el mercado los N barriles de petrdleo. Esta transaccién puede realizarse en
cualquier momento antes del final del contrato y esto permite la compra-venta de estos productos finan-
cieros a otras entidades. Esta compra-venta de barriles por parte del banco debe efectuarse de tal manera
que anule el riesgo producido por el Call. De esta manera se crea un mercado secundario de productos
financieros adosados a materias primas (por oposicién al mercado primario en donde se negocia el precio
de estas materias primas) y, como hemos visto con este ejemplo, este mercado secundario corresponde a
una necesidad muy real de las empresas.

Para comprender lo que sucede con la dindmica del precio de la cobertura durante el tiempo 0 < ¢t < T,
y poder anular el riesgo generado es necesario considerar la siguiente ecuacion diferencial estocastica
llamada la ecuacién de Black-Scholes. En este modelo se asume que el producto subyacente X; -el precio
del petroleo en nuestro ejemplo- sigue una dinamica de la forma

dXt = /J,Xtdt + O'XtdBt
mientras que el precio de la cobertura debe verificar la ecuacién de Black-Scholes

OPXpnt) 1,y

O?P(Xy,t OP(X;,t
ety Lo P | OPD

57 ox .~ P(Xit) =0 (29)

en donde r es la taza de interés del mercado. Esta ecuacion es consecuencia de un gran nimero de hipéte-
sis simplificadoras y su obtencién puede encontrarse en detalle en [§] o més rdpidamente en [3].

La solucién de esta ecuacion diferencial estocastica estd dada por la férmula de Black-Scholes
P(X;,t) = XeN(0,dy) — Ke ""N(0, d2) (30)

en dénde N(0,d;) y N(0,dz2) son dos leyes normales de varianza d; = %\/Z I (32) + (r+ 20 t] v
d2 = dl — O'\/IE.

Es importante recalcar que es por medio de la ecuacién de Black-Scholes (29)) y del estudio de su solu-
cién (30)) que se obtiene un mecanismo de cobertura eficaz que permite al banco B vender este producto
financiero anulando su riesgo intrinseco.

El célculo exacto de la solucién (30) asi como las estrategias utilizadas para la anulacién del riesgo
estan fuera del alcance de este pequeno articulo, en donde hemos preferido concentrarnos en una exposi-

cién de las propiedades de los objetos de base que permiten construir las ecuaciones de Black-Scholes.

Estas formulas muestran la importancia econémica de conocer correctamente las herramientas ma-
tematicas que intervienen en la modelizacién de los mercados financieros.
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A. Un poco de Scilab

Damos aqui los cédigos en SCILAB que sirvieron para realizar los graficos de las figuras [2] y 4l El
interés de usar SCILAB radica en que es un programa libre y gratuito que estd especialmente construido

para calculos matriciales.

Hemos visto en la seccién [2] que es posible modelizar el movimiento Browniano en una dimensién por

medio de una caminata aleatoria. Vamos a seguir esta idea para el cédigo informatico:

function []= browniano1d(N)

X=zeros(N+1, 1);

X(1)=0;
for k=2:(N+1)

’

X(k)=X(k-1)+(1/sqrt(N))*rand(1,1,"norm") ;

end;
clf();
plot(X)

endfunction

Para el movimiento Browniano en tres dimensiones se utilizo el siguiente codigo.

function []=browniano3d(N)

// inicializacion de los vectores

X=zeros(N+1,1);
Y=zeros(N+1,1);
Z=zeros (N+1,1);

//construccion
for k=2:(N+1)
end;

for k=2:(N+1)
end;

for k=2:(N+1)
end;

clfQ;
plot3d(X,Y,Z)

endfunction

En ambos casos N representa la longitud

Browniano, pero es suficiente para tener una

X(1)=0;
Y(1)=0;
Z(1)=0;

de los vectores
X(k)=X(k-1)+(1/sqrt(N))*rand(1,1,"norm") ;

Y(k)=Y(k-1)+(1/sqrt(N))*rand(1,1,"norm") ;

Z(k)=Z(k-1)+(1/sqrt (N))*rand (1,1, "norm") ;

de la caminata aleatoria. Visualmente, se obtienen buenas
aproximaciones a partir de N > 1000. Evidentemente esto no es mas que una aproximacioén del movimiento

primera idea de sus trayectorias.
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Conclusiones

Este pequeno articulo muestra algunas de las herramientas matematicas cldsicas utilizadas en ma-
tematicas financieras. No debe tomarse en absoluto este texto como un compendio de estas herramientas
sino mas bien como una invitacién a investigar las matematicas que intervienen en estos conceptos fi-
nancieros. Para el lector que desea saber un poco maés, he recopilado un poco de bibliografia clédsica
sobre estos temas. En el libro [§] se encontrard una completa descripcién, muy pedagdgica, de los con-
ceptos financieros y econémicos mientras que en el libro [I0] se hard mayor énfasis en la modelizacién
matemadtica de estos conceptos. El texto [7] es una estupenda introduccién a la integracién estocéstica
y el libro [9] explica de forma muy clara cémo estudiar las ecuaciones en derivadas parciales estocdsti-
cas. El lector que desea tener mas detalles matematicos sobre los procesos estocasticos esta invitado a
consultar [6]. El libro [IT] muestra en cambio aplicaciones financieras de objetos matemaéticos sofistica-
dos. Finalmente, el libro [5] puede servir de base para los rudimentos de teorfa de la medida e integracién.

Recomiendo ademads leer la entrevista de Lorenzo Bergomi [4] en donde se explica la actividad ma-
tematica realizada en los bancos de inversiones.
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