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Irracionalidad 30/09/2011

El objetivo de estos tres ejercicios es el de estudiar la irracionalidad de algunos niimeros usuales como v/2, e
y . Vamos a demostrar que estos nimeros no se pueden escribir como un cociente de dos niimeros enteros.

Ejercicio 1 — Irracionalidad de v/2

Vamos a demostrar en este ejercicio que v/2 no es un niimero racional. Para ello vamos a proceder

por el absurdo y vamos a suponer que /2 es un nimero racional, es decir que se puede escribir de

la forma /2 = 7 con a,b € N dos nimeros que podemos suponer primos entre si.

1. Mostrar que 2b%> = a?.

Dado que v2 = 7, al elevar el cuadrado esta identidad se obtiene 2% = a?.

2. Deducir que a y que b son dos nimeros pares.

2

Dado que 2b% = a2, se tiene que a? es un nimero par. Observamos ahora que:

= si a es par, entonces a? es par

= si a es impar, entonces a’

2

es impar

de manera que a” es par si y solo si a es par y podemos escribir a = 2m con m € N.

Ahora como se tiene a = 2m, obtenemos a? = 22m? lo que nos permite afirmar que b? es un ntmero par y
entonces b también es un nimero par que se puede escribir b = 2n con n € N.

3. Explicitar la contradiccion necesaria para el fin de la demostracion.

Habfamos supuesto que a y b eran primos entre si, pero por los puntos anteriores tenemos que a = 2m y
b = 2n lo cual es una contradiccién a esta hipétesis. Con esto hemos demsotrado que v/2 no es un nimero
racional.

Ejercicio 2 — Irracionalidad de ¢

El niimero e es de gran importancia en las matematicas y esta dado por la férmula

~+00 1
3
k=0
n
1. Mostrar que e se puede escribir de la forma e¢ = Z il + R, en donde R, es un resto cuya
k=0 """
expresion se explicitara.
Basta escribir
R U - R |
k=0 k=0 k=n+1 k=0

+oo
Ri= 3 5
con R, = i
k=n-+1
2.  Verificar que se tiene la estimacién
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y deducir que R, < m
Por definicién tenemos

1 1

B = kznjﬂk' n—|—1) T A0t T D mt3)

B <n+11>!<”<ni2>+<n+2>l<n+3>+”'> <m+11>!<“;+<;>2+<;>3+”'>
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Dado que se tiene Z oF = 2, se obtiene la desigualdad deseada.

n
Mostrar por recurrencia que o, = n! E T es un entero.
k=0

(i) se tiene a; = 1 que es un entero,

(ii) hacemos la hipétesis que «,, es un entero,

(iii) mostremos que a1 es un entero: para ello escribimos

n+1 n
1
ant1 = (n+1)! Zk' (Zkz' n+1 >:(n—i—l)(nlzk!>—i—l:(n—i—l)an—i—l.

k=0

Por hipétesis de recurrencia se tiene que «y, es un entero, de donde se deduce que oy, 11 es un entero.

Verificar que se tiene la estimacién

0<n'<e_zk,> 2 0

Vemos que n! (e — > ro %) = nlR,, por lo tanto, por la pregunta 2) se tiene que 0 < n!R,, < n+1

Procedemos ahora por el absurdo y suponemos que e puede escribirse como un cociente de
dos enteros, es decir que se tiene ¢ = ; con a,b € N. Utilizando esta informacién y la estimacién
(1) obtener la férmula siguiente:

2b
n—+1

0 < nla—bay, <

Reemplazando e por § en (1) se obtiene

n
a 1 2
0<nl=—n! — <
" "kzzok! nt 1

Usamos la definicién de «,, para obtener

2b
0 < nla—bay, < ——
n+1
A qué conjunto pertenece el nimero nla — ba,? ;qué sucede con este niimero si n — +o00?
Obtener con estas preguntas la contradiccion buscada y deducir que ¢ no es un niimero ra-

cional.

Sabemos que a,b y «a, son enteros, de manera que v, = nla — ba, es también es un entero. Nétese en
particular que por construccién este entero -y, nunca es nulo.

Pero por la estimacién obtenida en la pregunta 5), cuando n — +o0o se tiene que 7, tiende a cero. Esto es
imposible pues todo entero no nulo tiene un valor absoluto mayor o igual a 1. Obtenemos asi la contradiccion
deseada y concluimos que e no es un numero racional.



1.

Ejercicio 3 — Irracionalidad de 7w
Dado el polinomio
P(z) = con®™™ + cop_12®" L+ 4 coz® + 12 + .

Sea F(z) = P(z) — P"(x) 4 --- + (—1)"P®"(z). Mostrar que se tiene la identidad

P(z)sin(z) = [F'(z)sin(z) — F(z) cos(a:)]/
y deducir la férmula de Hermite /7r P(z)sin(z)dr = F(0) + F(m).
0

Observamos que [F'(z)sin(z) — F(z) cos(z)]" = (F(x) 4+ F"(x)) sin(z); de manera que lo tinico que hay que
verificar es la identidad P(x) = F(z) 4+ F”(x). Para ello observamos que

F”(Z‘) = P”(.’L‘) — P(4)(m) I (_1)n71P(2n)(x)

de manera que, por construccién, se obtiene que F(x) + F”(z) = P(x), de donde se deduce la identidad
deseada. Con esta identidad tenemos

/O " P(2) sin(z)dz = F(0) + F(x).

Vamos a proceder por el absurdo suponiendo que 7 se puede expresar como el cociente de
dos enteros a y b; es decir m = § con a,b € N. Con estos nimeros a y b fijados, definimos ahora
el polinomio
1 n n
P(z) = —a"(a — bx) (2)

n!
s

y notaremos I, = / P(z)sin(x)dz. Verificar que I, > 0.
0

Vemos primero que sin(z) > 0 sobre [0, 7], ademas si se tiene que m = ¢, vemos que P(x) > 0 para todo

x € [0, 7]. Con estas dos observaciones tenemos que P(x)sin(z) > 0 sobre el intervalo de integracién y por
lo tanto se tiene I, > 0.

Mostrar que para todo x € [0, 7] se tiene la desigualdad z(a — bx) < Z—z y obtener la estimacién

1 a®\"

Vemos para empezar que x(a — bx) < Z—z = 0< 2? - 7T+ %. Dado que z € [0,7] y que hemos su-

2

. . , . . 2 2
puesto que T = ¢, se tiene directamente, calculando las raices del polinomio z°— ¢+ >, que x(a—bz) < .

2\
Tenemos entonces —a"(a — bx)" < % (‘i—b) ; de manera que

nl!
T . 1 (a®\" 1 a?\"
I, = /0 P(z)sin(x)dx < /0 ] <4b> dx = i <4b> .

Con la definicién del polinomio (2), verificar que F(0) y F(7) son dos enteros relativos. Junto
con la féormula de Hermite deducir que I, € N para todo n € N.

Tenemos por construccién del polinomio (2) y por definicién del polinomio F(z) que F(0) siempre es un
entero. En efecto, observamos que P(0) = P'(0) = P~ 1(0) = 0, y las derivadas siguientes son potencias
de a multiplicadas por coeficientes enteros.

Por un razonamiento similar, puesto que m = % se obtiene que F'(7) es un entero.

Finalmente, por la férmula de Hermite, se tiene que I, = F(0) + F(m). Por la pregunta 2) se tiene que
I, > 0 de manera que se obtiene que I,, € N.



5. Utilizando la estimacién (3) y la pregunta anterior, obtener una contradiccién y deducir que
7 no es un nuimero racional.

Tenemos pues que I, es una sucesién de enteros positivos, por la estimacion (3) esta sucesiéon de enteros
tiende a cero si n — +oo lo cual es imposible. Obtenemos de esta manera la contradiccién buscada y
deducimos que 7 no es un numero racional.



