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1. MobpuLos

En lo que sigue, A serd un anillo, es decir un conjunto dotado de dos operaciones internas, 4+ y - que verifican
las propiedades a continuacion:

= La operaciéon + hace de A un grupo abeliano : es conmutativa, asociativa, posee un elemento neutro
denotado por 0, y cada elemento a posee un opuesto, —a;

= La operacién - es asociativa, y posee un elemento neutro, denotado 1

= Las operacién - se distribuye a ambos lados sobre +.

Si - es conmutativa, diremos que A es un anillo conmutativo. Si, por otro lado, todo elemento no nulo de A
posee un inverso multiplicativo, se dice que A es un cuerpo. Existe una gran variedad de anillos, los ejemplos
mas tutiles en estas notas seran Z,Q, R, los enteros, los racionales y los reales. Los dos tltimos son cuerpos. Por
otro lado R[z] es el anillo de polinomios en z, y M,,(R) es el anillo de matrices n x n con coeficientes reales.

La nocién de médulo sobre un anillo generaliza a la vez la idea de espacio vectorial y la de grupo abeliano.

1.1. Definicién. Sea A un anillo. Un A—mddulo a la izquierda 4 M es el dato de un grupo abeliano M, dotado
de una multiplicacién por los elementos del anillo A. La multiplicacién externa es distributiva sobres la sumas
de M y de A, y verifica ademés :

i. Para a,b€ Ay m € M se tiene a(bm) = (ab)m;

it. para todo m € M se tiene 1 -m = m.
De manera andloga se define la nocién de A—médulo a la izquierda, y se escribe M. Naturalmente, si A es
conmutativo, las dos nociones son equivalentes.

1.2. Ejemplos.

a) Un anillo A es siempre un médulo sobre si mismo, o sobre todo sub-anillo.

(b) Un grupo abeliano G es un Z—mddulo, de manera natural : paran € Z y g € G se define n - g de la manera
natural.

(c) Si A es un cuerpo (por ejemplo R), entonces un A—modulo no es otra cosa que un A—espacio vectorial.

(d) Sean M =R" y X una matriz. Podemos entonces considerar las matrices X™ para todo n € N. Del mismo
modo, si p € R[z] es un polinomio, podemos hablar del operador lineal p(X). Esto permite dotar a M
de una estructura de R[z]—mddulo como se indica a continuacién. Dado p € Rlz] y m € M definimos
p-m := p(X)m. Légicamente, esta estructura depende esencialmente de X : dos elecciones distintas de X
llevaran a dos estructuras diferentes de médulo.

1.3. Definicién. Sea M un A—mddulo. Un conjunto X C M es libre o linealmente independiente si para cada
subconjunto finito {x1,...,2,} C X la igualdad a1z1 + - -+ + apx, = 0, con a; € A implica que a; = 0 para
todo i. Una base de un mddulo es una parte generadora y linealmente independiente.

1.4. Ejemplo. En el Z—moédulo Z,, no existe ningtin conjunto linealmente independiente. En efecto, para todo
T € Zy se tiene nx = 0.

Del mismo modo que en algebra lineal se estudian las funciones lineales entre espacios vectoriales, o en el
estudio de grupos se estudian los homomorfismos de grupos, se tiene una nocién correspondiente para el contexto
de A—mddulos.

1.5. Definicién.

(a) Un morfismo de A-mddulos de M hacia N es un homomorfismo de grupos abelianos que ademds es A—lineal,

es decir f: M — N tal que :
i. f(m1+msg) = f(m1) + f(ms) para todos my, ms € M;

ii. f(am) = af(m) para todos a € Ay m € M.

(b) Denotamos mediante Hom 4 (M, N) al conjunto {f : M — N|f es morfismo de A — mddulos}.

(c) Dados f € Homa (M, N) y g € Homy (N, L), su composicidn es g o f o simplemente gf. Se verifica
inmediatamente que gf € Homa (M, L). En particular, si N = M, entonces End4 (M) := Homy (M, M) es
un anillo para la composicién. Se verifica que M es un End 4 (M)—mddulo a la izquierda para f-m = f(m).

(d) Un morfismo f € Homy4 (M, N) es un isomorfismo si es que existe f/ € Homy (N, M) tal que ff' =1xy
f'f=1u.



1.6. Ejemplo. Sean M = R" y X3, X5 dos matrices, lo que confiere al espacio vectorial M dos estructuras de
R[z]—mddulo, digamos My y Ms. Si las matrices X; y X5 son semejantes, es decir si existe una matriz inversible
P tal que PX; = X5 P, entonces My >~ M,. En efecto, definamos ¢ : My — M> definida por m — Pm. Para
xz® € Rlz] y m € M tenemos entonces :

p(z*-m) = p(Xm) = PXim = X; Pm = Xjp(m) = z" - ¢(m)

donde la ultima igualdad estd dada por la estructura en Ms. Este ejemplo muestra que la clasificaciéon de
matrices por semejanza es equivalente al estudio de los médulos sobre el anillo R[z]. Este fendmeno es frecuente,
y es la base de la teoria de representaciones.

1.7. Observacién. Es inmediato demostrar que a su vez, Hom4 (M, N) es un A—médulo con la estructura
inducida por la estructura de oN. Por otro lado, si f : M — N es un morfismo, y 4X un médulo, entonces
tenemos dos aplicaciones :

= Homy (X, f) : Homa (X, M) — Homy (X, N) definido por ¢ — fop

= Homyu (f, X) : Homa (N, X) — Homy (M, X) definido por ¥ +— ¢ f
Decimos que la primera se obtiene de f : M — N aplicando el funtor Hom 4 (X, —), y la segunda se obtiene me-
diante el funtor Hom4 (—, X). El primero es covariante, y el segundo contravariante, ya que invierte los sentidos
de los morfismos. Las correspondencias anotadas son naturales, en el sentido que se preserva la composicién.

1.8. Definicién. Sea 4 M un A—médulo.
(a) Un subconjunto N C M es un sub-mddulo de M si N es un médulo con las mismas operaciones que M. En
este caso escribimos N < M.
(b) Si N < M se define en el conjunto M la congruencia mdédulo N mediante mj ~ ma siy solo si mj; —mg € N.
Se trata de una relacién de equivalencia. Dado m € M, su clase de equivalencia es
m={m'lm~m'} ={m+nne N} :=m+N
El conjunto cociente es el conjunto de clases de equivalencia, denotado por M/N. Con las operaciones
inducidas, se trata de un A—mddulo :
(my+ N)+ (ma2+ N) := (my +mg) + N; a(m+ N) := (am) + N.
En este caso, la aplicacién p : M — M/N definida por p(m) = m + N es un morfismo de A—mddulos,
llamada la proyeccion natural.
1.9. Ejemplos.
(a) Sea A= M =7Z,y N = pZ, siendo p un entero cualquiera. El cociente M/N es Z/pZ := Z,, los enteros
moédulo p.
(b) Sea A =7, M =Ry N = 2rZ. Entonces el cociente R/27Z se identifica con el circulo S* = {z € C||z| = 1}.
1.10. Definicién. Sea f: M — N un morfismo de A—moddulos.
(a) Un nicleo de f es un par (K, g) donde K es un A—mdédulo y g : K — M un morfismo que verifica :

L fg=0, K2 -t N
1. Si g : K/ — M es tal que fg’ = 0 entonces existe un dnico 317
j: K' — K tal que gj = j'. K9
(b) Un co-niicleo de f es un par (Q,h) donde @ es un A—médulo y h: N — @ un morfismo que verifica :
1. Si B’ : N = Q' es tal que h'f = 0 entonces existe un tnico Nk
k:Q — Q' tal que kh = h'. W é/

1.11. Observaciones.

(a) En cada diagrama de la definicién precedente se tiene una igualdad de composiciones de morfismos. Diremos
que se tienen diagramas conmutativos de A—mdédulos. En el primer caso diremos que ¢’ se factoriza por g,
y en el segundo que h' se factoriza por h.

(b) Estas definiciones no garantizan la existencia de ntcleos o co-nicleos. Sin embargo la propiedad universal
que los define garantiza que, de existir, son tnicos salvo isomorfismo.

1.12. Proposicién. Sea f: M — N un morfismo de A—mddulos.

(a) El conjunto Ker f := {m € M|f(m) = 0} es un sub-mddulo de M. Denotemos por g : Ker f — M la
inclusion. Entonces el par (Ker f,g) es un nicleo de f.

(b) El conjunto Im f :={f(m)m € M} es un sub-mddulo de N. Denotemos por p: N — N/Im f la proyeccion
natural. Entonces el par (N/Im f,p) es un co-nicleo de f. En lo subsiguiente escribimos Coker f = N/Im f

1.13. Proposiciéon. Dado un morfismo f: M — N es :
(a) Las condiciones a continuacidn son equivalentes:



i. La igualdad fg1 = fgo implica g1 = go (es decir f es simplificable a la izquierda),
1. [ es inyectivo,
ii. Ker f=0

En ese caso se dice que f es un monomorfismo y se escribe M@N.

(b) Las condiciones a continuacidn son equivalentes :
i. La igualdad g1 f = gof implica g1 = g2 (es decir | es simplificable a la derecha),

1. [ es sobreyectivo,

151. Coker f =0

En ese caso se dice que [ es un epimorfismo y se escribe M—L M.

Asi, f es un isomorfismo de mdédulos si y solo si es un monomorfismo y un epimorfismo.

1.14. Definicién. Sea {M\},., una familia de A—médulos.

(a) Un producto directo de { My}, es el dato de un A—médulo M = [] My, y, de un morfismo py : M — My
AEA
para cada A € A tales que si M’ es un A—mdédulo y se tiene morfismos p, : M’ — M) entonces existe un

tnico morfismo f : M’ — M tal que p) = p»f para todo .

M= ] 22— M,

AEA
~3f f
Px

M/

(b) Un co-producto, o suma directa de {Mx},c, es el dato de un A—médulo M = [] My, y, de un morfismo
AEA
gx : My — M para cada A € A tales que si M’ es un A—médulo y se tiene morfismos ¢} : My — M’

entonces existe un tnico morfismo f : M — M’ tal que ¢} = fq, para todo A.

1.15. Observacion. Como con la definicion de ntucleo y co-ntcleo, estas definiciones no dan una manera
explicita de construir los objetos. Sin embargo la propiedad universal hace que de existir, son unicos salvo
isomorfismo.

1.16. Proposicién. Dada una familia { M}, una familia de A—mddulos :

(a) Su producto es el producto cartesiano usual. Un elemento de M = [] My es un “vector” m = (my)p con
AEA
mx € M)y para cada A. Las aplicaciones py : M — M)y son las proyecciones usuales.

(b) Su co-producto es el sub-mddulo de [[ My formado por los elementos m = (my)a tales que my = 0, salvo
AEA
para un numero finito de indices. En este caso, las aplicaciones gy son las inclusiones naturales.
Ha de notarse también que si el conjunto de indices es finito, entonces el producto y el co-producto coinciden.
Si se tiene dos A—mddulos, suele escribirse M = My x My o también M = My ® M.

1.17. Ejemplo. Un A— médulo M es libre si es isomorfo a una suma directa de copias de A : M ~ [ Aj, donde
AEA
A) ~ A para todo . En tal caso, M tiene una base (esto es un conjunto generador linealmente independiente)

dada por los vectores ey, definidos por
1siA=p
(ex), = {

0 si no.

En este caso escribimos A y tenemos una aplicacién natural ¢ : A — A®) definida por A — ey, y decimos
que M es un A—mddulo libre sobre A. Este verifica la propiedad universal a continuacién : si ¢ : A — N es una

aplicacién, con N un A—mdédulo, entonces existe un tnico morfismo de A—médulos ¢ : [ Ax — N tal que
A€EA

PL= .

Todo espacio vectorial admite una base, esto es, todo R—mddulo tiene una base. Lo mismo no es cierto para
grupos abelianos.



Veamos ahora como se comportan Hom 4 (X, —) y Hom 4 (—, X) con las sumas y productos.

1.18. Proposicién. Dados mddulos {Mx} ., y X, se tiene :

(a) Hom 4 (X, I1 M,\) ~ [I Homa (X, My), y ;
XEA AEA

(b) HomA(]_[ M)\,X>§ H HomA(M)\, M)
AeA XEA
1.19. Observaciones.

(a) Existen ejemplos que muestran que los otros isomorfismos que uno puede ser tentado a exhibir no son
ciertos.

(b) Hay que notar que Hom4 (—, X) transforma co-productos (o sumas) en productos, salvo, claro, si se trata
de un co-producto finito. Por ejemplo si M = M; [ Ma, entonces

~ HomA (Ml, Ml) HomA (MQ, Ml)

End(M) = Hom, (Ml HMQ’ M,y HMQ) = H Hom g (M;, M;) = Homy (My, M) Homy (M, My)

i,j=1,2
donde la dltima expresién da la estructura de End 4 (M) como anillo de matrices.

Para concluir esta seccién tratemos una variante de las nociones de producto y co-producto.

1.20. Definicion.

(a) Dados dos morfismos f1: My — M y fo: My — M, su producto fibrado es el dato de un médulo E y dos
morfismos p; : E — M; tales que:

L fop2 = fip1y
I Sip): B - Myp,: E — M son tales que fip] = faph
entonces existe un dnico g : £ — E tal que pj = p1gy ph = gph

A E P2 M2

pll lfz

M14)M
f1

(b) Dados dos morfismos f1 : M — My y fo : M — M, su suma amalgamada es el dato de un médulo L y dos
morfismos ¢; : M; — L tales que:

f2
L@afo=qf1y M —5 M,
L. Sig) : My = L'y ¢h: My — L' son tales que ¢ f1 = ¢4f2 Al
entonces existe un inico h : L — L’ tal que ¢} = hq1 y ¢5 = hdg} M, —— L

1.21. Proposicién.
(a) El producto fibrado de f1: My — M y fo : My — M estd dado por el mddulo
E = {(m1,mz) € My x Ma|fi1(m1) = fa(m2)}
y las proyecciones p; : B — M, son las aplicaciones naturales.
(b) La suma amalgamada de f1 : M — My y fa : M — My estd dada por el mdédulo cociente
My & My
{(f1(m), = f2(m))|m € M}

y las aplicaciones q; : M; — L son las aplicaciones naturales (se verifica que estdn correctamente definidas).

L =

1.22. Ejemplos. (a) Si M; y My son sub-mddulos de M, entonces el producto fibrado de las inclusiones ¢ :
My — M y 1o : My — M es la interseccion My N Msy. A su vez, la suma amalgamanda de las inclusiones
J1: N1N Ny — N1y jo: N1 N Ny — Ny es la suma Ny + No.

(b) El producto fibrado de f : M — N y de la aplicacién nula 0 : 0 — N es simplemente el nicleo de f.
Dualmente, la suma amalgamada de f: M — N y de la aplicacién nula 0 : M — 0 es el co-ntcleo de f.

(¢) El producto fibrado de 0: M; — 0y 0 : My — 0 es el producto directo M; x M. Del mismo modo, la suma
amalgamada de 0: 0 — M; y 0: 0 — M; es la suma directa M; & Ms. En este ejemplo es importante que
la suma y el producto coinciden.



2. SUCESIONES EXACTAS

s 2 .y . ! g .
2.1. Definicién. Una sucesién de dos morfismos de A—médulos L——M——N es ezacta (en M) si es que
Im f = Ker g. Una sucesion larga de morfismos es exacta si cada composicién de dos morfismos es exacta.

Notese que esto en particular implica que gf = 0, pero no es una condicién equivalente. En efecto, gf = 0
equivale a decir Im f C Ker g.

2.2. Ejemplos.
(a) Si N < M , entonces la sucesién N —“—M—"»M/N es exacta en M.
(b) f: M — N es un monomorfismo si y solo si 0——M—L N es exacta

(¢) f: M — N es un epimorfismo si y solo si M%N%O es exacta
f

(d) f: M — N es un isomorfismo si y solo si 0 M N 0 es exactaen M y N.
2.3. Proposicion.
(a) La sucesién 0 L ! M—2 5N 0 es exacta si y solo si N ~ M/L. Es mds, en este caso se tiene

que Ker g ~ L y que Coker f ~ N. Una sucesion exacta de 5 términos como la precedente se llama una
sucesién exacta corta.
(b) A un morfismo f: M — N le corresponden dos sucesiones exactas cortas

0 Ker f M Im f 0 Yy 0 Im f N N/Im f——0.

La sucesiones exactas se pueden pegar y cortar

2.4. Lema (Cortar y pegar). Si la sucesion A—mddulos L ! M—2 5N 3K es exacta, sea X =
Im g = Ker h entonces también lo son las sucesiones
Lt x 0 y 0 X N K.

La reciproca también vale.

2.5. Observacién. Usando varias veces este resultado es posible descomponer una sucesién exacta larga en
varias sucesiones exactas cortas.
2.6. Ejemplos.

(a) Al pegar las sucesiones exactas asociadas a f : M — N se obtiene una sucesion exacta asociada a f :

00— Ker f M—1.N Coker f ——0

(b) Si se tiene una sucesién exacta larga de R—mddulos

0 M, f1 M, f2 fn-1 M, 0

n
entonces Z(fl)idimR M; =0
i=1
2.7. Lema (de la serpiente). A un diagrama conmutativo de lineas exactas dado por las lineas del medio del
diagrama de abajo le corresponde un diagrama conmutativo de lineas exactas en el que la ‘serpiente” es una

sucesion exacta.
Ker u Ker v Ker w :

N 0

u v w

N/

\—> Coker u —— Coker v ——— Coker w

Ademds, si f es un monomorfismo, lo mismo ocurre con el morfismo Ker f — Ker g y si ¢’ es un epimorfismo,
lo mismo ocurre con el morfismo Coker v — Coker w.



2.8. Proposicién. Sea 0 Lt 2

(a) El producto fibrado de g y w: W — N se completa a un diagrama conmutativo de lineas exactas :

N 0 wuna sucesién exacta corta.

J p

0 L E %% 0
0 L—Lom—2,N 0
(b) La suma amalgamada de f yu:U — L se completa a un diagrama conmutativo de lineas exactas :
0 UM N——0
uJ \v \1
0 L1 5E—2,N 0

2.9. Observacion. Si bien el dato de los dos primeros mddulos y el primer morfismo en una sucesién exacta
corta nos permite deducir la estructura del tercero; y, asi mismo, conocer el segundo y tercer médulos junto con
el segundo morfismo nos permite conocer el primer médulo y morfismo, el conocimiento de los dos médulos de
los extremos no es suficiente para determinar el del medio.

2.10. Ejemplo. Consideremos las dos sucesiones exactas cortas de Z—modulos:

(6] [01] f g

OEZQ%ZQ@ZQ%ZQ*)O y 0 ZQ Z4 ZQ 0.

donde f es inducido por la multiplicaciéon por 2, y g es el co-ntcleo.
En la segunda sucesion, tenemos que f es una aplicacion inyectiva, de modo que posee une aplicacién inversa.
Esta no es, sin embargo, un morfismo de Z—mddulos.

2.11. Definicién. Un morfismo f: M — N es:
(a) Una seccidn si es que existe f/: N — M tal que f'f = 1y,
(b) Una retraccidn si es que existe f': N — M tal que ff' = 1y.

Notese que toda seccién es un monomorfismo, y toda retraccién es un epimorfismo, pero las reciprocas no
son ciertas por lo general.
s e L. f g
2.12. Proposicion. Sea la sucesion exacta corta 0 L M
diciones son equivalentes :

N 0. Entonces las siguientes con-

(a) f es una seccion,

(b) g es una retraccion,

(¢) Existen f': M — L yg : N — M tales que ff'+¢'g=1um

De ser el caso, se dice que la sucesion es escindida, y se tiene que M ~ L & N.

2.13. Observaciéon. Para R—moddulos, es decir espacios vectoriales, se tiene que toda sucesion exacta corta
escinde, ya que toda transformacién lineal inyectiva admite un inverso a la derecha, o todo sub-espacio admite

un complemento. También, en este caso siempre existen bases, de modo que dada una transformacion lineal
sobreyectiva, es posible construir una inversa a la izquierda.

2.14. Proposicién. Toda sucesion exacta corta cuyo cuarto término es un maodulo libre es escindida.



3. COMPLEJOS DE MODULOS

3.1. Definicién. Un complejo (descendente) de A—mddulos es una sucesion M = (M,,, d;, )nez donde cada M,
es un A—médulo, y d,, : M,, — M,_1 es un morfismo de médulos tales que d,d,+1 = 0. La familia (d,) es la
diferencial del complejo. De la misma manera se define un complejo ascendente.

3.2. Ejemplos. Consideremos las figuras a continuacién, la primera, X es un tridngulo lleno, y la segunda,
X’ estd dada por los bordes tinicamente. En ambos casos indicamos una orientacién de los segmentos. A cada
figura asociamos un complejo de Z-moédulos donde el i—ésimo médulo del complejo tiene como base los objetos
de dimensién 4, y las diferenciales estan dadas por el borde. Mds precisamente :

(a) El complejo M asociado a X estd compuesto por tres R-mddulos no nulos
= My =TR[a,b,cl, esto es, My es el R—mddulo libre de base {[a, b, c|}, el tridngulo lleno, es decir el inico
objeto de dimension 2.
» My =Rla,b] ®R[b, ] ® Re, al, esto es el R—mddulo libre de base {[a, b], [b, ], [c, a]},
» My =R[a] ® R[b] ® R[]

Por otro lado, convenimos que —[a,c|] = [c¢,a], v definimos las diferenciales sobre los elementos de base
mediante dx([a, b, c]) = [b,c] — [a,c] + [a,b] ¥
di([b, c]) = [¢] = [0], di([¢, a]) = [¢] = [a], di([b,c]) =[] = [0].

(b) El complejo M’ asociado a X’ estd dado por los R—mddulos M| = My, M = My, con d} = dy, y M/ =0
para i # 0, 1.

Notemos que en ambos casos se tiene que [b,c] — [a, c] + [a, b] pertenece al nicleo de la diferencial respectiva.

Decimos entonces que se trata de un ciclo. En el primer caso, sin embargo, este ciclo es precisamente la imagen

de un elemento de Ms, se trata del borde de dicho elemento.

3.3. Definicién. Un morfismo de complejos f : M — M’ es el dato de una familia de morfismos f,, : M,, — M},
tales que d), f,, = fn—1d,. En este caso decimos que los morfismos f,, conmutan con las diferenciales.

dn dn—
M i M, — I M, s
Jrf Jrfn J{fnl
M/ ."4)M,’/.'IT>M?{17111/*}"'

n n—1

De manera natural se tiene las nociones de sub-complejo, y de complejo cociente, lo importante es que las
inclusiones y las proyecciones deben ser morfismos de complejos, el solo dato de los médulos no es suficiente.

3.4. Ejemplo. En el ¢jemplo anterior M’ es un sub-complejo de M. Existe un morfismo evidente, la inclusién
t: M’ — M, pero no existe ningtin morfismo de complejos no nulo en el otro sentido,

3.5. Definicién. Dado un complejo M, definimos :
(a) Su i—ésimo médulo de ciclos como Z;(M) = Ker d;
(b) Su i—ésimo mdédulo de bordes como B;(M) = Im d;41
(¢) Su i—ésimo mddulo de homologia como como H;(M) = Z;(M)/B;(M)
3.6. Observacién. Notemos que en un complejo, dado que d,,d,,+1 = 0, siempre tenemos que B;(M) C Z;(M),
y la igualdad se da si se tiene exactitud en M;. Asi, el cociente

Z;(M i — cicl M

H: (M) = (M) _ i cclos de
B;(M) i— bordes de M

mide el defecto de exactitud en M;, es decir que mide los ciclos que no son bordes




3.7. Ejemplo. En el ejemplo anterior se tiene que Z; (M) es generado por [b, c| — [a, ] + [a, b], pero se trata de
un elemento de B;(M), de modo que H;(IM) = 0. Por otro lado H;(M’) ~ R, se tiene un ciclo que no es borde,
y esto modeliza con precisién el hecho que X’ posee un agujero, y X no.

Por otro lado tenemos que Ho(M) ~ Ho(M') ~ R, los 0—ésimos médulos de homologia miden el nimero de
componentes conexas de las figuras consideradas.

3.8. Proposicién. Si f : M — M’ es un morfismo de complejos, entonces tenemos morfismos inducidos en
homologia : Hy(f) : H;(M) — H;(M') definido, por x +Im d;j 1 — fi(x) +Im dj ;. Ademds se tiene que

(a) Sig: M — M’ entonces H;(f + g) = H;(f) + H;(g),

(b) Sig: M — M" entonces H;(gf) = H;(g)Hi(f).

3.9. Definicién. Sean f,g : M — M’ dos morfismos de complejos. Se dice que f y g son homotdpicos, en cuyo
caso se escribe f ~ g, si es que existe, para todo n € N, morfismos s, : M,, — M, |, tales que d;, 5, +5,—1dy, =
fn - gn

dnt1 dn
e ) Mn+1 Mn Mn—l
Int1 fysn/gn f7n41 Fro1
N Y i M
n+1 d n d n—1
n+1 n

en este caso, se dice que (s, )nen €s una homotopia entre f y g.
3.10. Lema. Sif ~ g, entonces H;(f) = H;(g), para todo i.

3.11. Definicion.

(a) Un morfismo de complejos f es un cuasi-isomorfismo si es que para todo %, el morfismo H;(f) es un ismor-
fismo.
(b) Una contraccion de homotopia es una homotopia entre Iy v Om

3.12. Observacion. Nétese que si existe una contraccion de homotopia en un complejo M, entonces éste es
exacto. En efecto, los morfismos inducidos en homologia por Ips y Op son el mismo morfismo, esto es :

O, () = Hi(Om) = Hi(Im) = 1w, (v
de donde sigue el resultado. Este es un método practico para demostrar que un complejo es exacto.

f g

Teorema. Si 0 L M N 0 es una sucesion exacta corta de complejos, entonces se tiene
una sucesion exacta larga de mddulos de homologia :

H; (f) Hi(g) di H;—1(f)

Los morfismos 6; son dados por el lema de la serpiente, y usualmente se llaman morfismos de conexién.

3.13. Ejemplo. Consideremos la divisién del tridggulo Y como reunién de dos pedazos, X; y Xg, cuya inter-
seccién U consta del segmento [a, b] por un lado, y del punto [¢] por otro Denotemos mediante U,X1,Xs vy Y

c c c
a b a b a b

X1 X1 Y

a los complejos de R—mddulos resultantes. Se tienes entonces una sucesion exacta corta de complejos

0—U—X; dXo0———Y—0



donde el primer morfismo estd dado por la inclusién. Esto da lugar a una sucesién exacta larga de homologia
§
Asi, el conocimiento de H;(X1),H;(X2) vy H;(U) permite determinar los H;(Y)

3.14. Observaciéon. En el ejemplo precedente, tenemos dos monomorfismos de complejos U — X; y U — X,
esto es, tanto X; y X tiene un sub-complejo comtin isomorfo a U. Se tiene que de hecho Y es la suma

amalgamada de los complejos X; v Xy (ver[l.21). Es mds, la figura Y se obtiene pegando las figuras X; y X5
identificando sus partes comunes,U (ver v [2.8))
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