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Resumen

El objetivo de este cursillo es el de introducir a los estudiantes interesados a la teoria
de representaciones. La via para esto serd la de la teoria de representaciones complejas de
grupos finitos. El cursillo constard de 4 sesiones: En la primera sesién se hablard de las
generalidades sobre representaciones de grupos finitos, tomando en cuenta cuestiones como
la semisimplicidad y culminando en el teorema de Maschke y el lema de Schur. La segunda
sesién se enfocard en las cuestiones basicas de la teoria de caracteres complejos. Esta es
una potente arma para el estudio de la teoria de representaciones y un area de estudio por
derecho propio. La tercera sesién sera sobre induccién y restriccién de representaciones. Se
presentara la reciprocidad de Frobenius y sus consecuencias. Finalmente la cuarta sesion
serd un compendio de ejemplos de grupos y sus representaciones. En esta sesién también
introduciremos las tablas de caracteres y estudiaremos sus propiedades méas elementales.

El enfoque es bastante introductorio, por lo que teoremas como el de Artin y el de Brauer,
propiedades de integridad de caracteres, entre otros, no sera tratados. Segtn la disponibilidad
de tiempo, posiblemente se presente el teorema de Frobenius como una de las aplicaciones
mas hermosas y elementales de la teoria de caracteres. En caso de no ser posible, este serd
incluido de todos modos en las notas escritas, para que el estudiante interesado pueda leerlo
a futuro.

Estas notas son mayoritariamente autocontenidas. Se demuestran todos los resultados,
dejando solamente los detalles méas sencillos como ejercicios, asi como ciertas verificaciones y
ejemplos. Eventualmente habra necesidad del uso del lenguaje de la teoria de categorias, pero
esto se hara como material suplementario o simplemente notas para despertar la curiosidad
de los estudiantes. Estas notas poseen méas contenido del realmente cubierto en el curso y
expande en gran detalle las ideas ahi presentadas.

Al final de estas notas se incluyen apéndices con breves exposiciones de temas prerrequi-
sito para un curso de teoria de representaciones. Algunos de estos apéndices seran abordados
parcialmente durante las sesiones, pero en general, su lectura quedard a cargo del estudiante.

Quiero agradecer a Stephen Griffeth, quien me motivé a adentrarme en el estudio de la
teoria de representaciones, y a Elizabeth Manosalva, quien ha sido un gran apoyo en este
trayecto, y quien ademés ha revisado estas, senalado varias correcciones y me ha sugerido
varias mejoras que han sido consideradas en este trabajo.

Finalmente, con mucha seguridad estas notas contendran errores, por lo que se agradece
informar de los mismos a mi correo electrénico carlosajila@inst-mat.utalca.cl

A. Categorias y funtores
A.1. Categorias
Una categoria C es una coleccién que consta de la siguiente informacion:
» Una clase Ob(C) cuyos elementos se llaman los objetos de la categoria C.

» Para cada par de objetos A, B € Ob(C) una clase (posiblemente vacia) Hom¢ (A, B) cuyos
elementos se llaman morfismos. Un elemento f € Hom¢ (A, B) se denota por f: A — B o
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» Para cada tres objetos A, B,C' € Ob(C) una funcién

o: Hom¢(A, B) x Hom¢(B,C) — Home(A,C)
(f.9) — gof

llamada composicion.
Ademsds esta informacion esta regida por los siguientes axiomas:

C1. La composicién es asociativa, es decir, si A, B,C, D son objetos de C y si f : A — B,
g:B—Cyh:C — D son morfismos, entonces

fo(goh)=(fog)oh.

C2. Para cada objeto A en la categoria C, existe 14 € Hom¢ (A, A) llamado el morfismo identi-
dad sobre A que satisface la siguiente propiedad: Si A, B,C son objetosde Cy f: A — B
y g : C — A son morfismos, entonces

foly=f y lpog=g.

Ejercicio A.1. Muestre que las identidades en una categoria son tnicas.

Ejemplo A.2. La categoria Sets es aquella cuyos objetos son los conjuntos y cuyos morfismos
son las funciones entre conjuntos. La composicién en esta categoria estd dada por la composicién
usual de funciones y las identidades por la funcién identidad de conjuntos.

Ejemplo A.3. Sea X un preorden, es decir, X es un conjunto equipado con una relacién <
reflexiva y transitiva (no necesariamente antisimétrica). Entonces X define una categoria X cuyos
objetos son los elementos de X y cuyos morfismos estan dados del siguiente modo: Si z,y € X,

entonces
0 siz Ly

Homx(z,4) = {{(ww)} si z < y.

Siz <y <z, se tiene la composicién

(y,2) o (2,y) = (z,2).
Las identidades estan dadas por los pares ordenados (z, z).

Ejemplo A.4. Si G es un grupo, este define una categoria G del siguiente modo: Ob(G) = {x}
(un conjunto de un elemento) y tal que

Homg(x, %) = G.

La composicién estd dada por la ley de composicién interna del grupo y la identidad es el neutro
del grupo.

Ejemplo A.5. La categoria Grp tiene como objetos a todos los grupos, como morfismos a
todos los homomorfismos de grupos, con la composicién usual de funciones.

Ejemplo A.6. La categoria Ab tiene como objetos a todos los grupos abelianos, como morfismos
a todos los homomorfismos de grupos, con la composicién usual de funciones.

Definicién. Sea f: A — B un morfismo en una categoria.



(i) f sedice un monomorfismo si para todo par de morfismos g, h : C' — A tales que fog = foh
se tiene que g = h.

(ii) f se dice un epimorfismo si para todo par de morfismos g, h : B — C tales que go f = ho f
se tiene que g = h.

(iii) f se dice un isomorfismo si existe un morfismo g : B — Atalque gof =14y fog=1p.

Ejercicio A.7. Pruebe que todo isomorfismo es un monomorfismo y un epimorfismo, pero que
un morfismo que es a la vez monomorfismo y epimorfismo no es necesariamente un isomorfismo.

Ejercicio A.8. Sea C una categoria con un sélo objeto *. Asuma que G := Homg(*, *) es un
conjunto y que todo elemento de G es un isomorfismo. Pruebe que G es un grupo.

A.2. Funtores

Sean C y D dos categorfas. Un funtor covariante es una funciéon 7' : Ob(C) — Ob(D) junto
con una coleccién de funciones

Tap: Home(A,B) — Homp(T(A),T(B))
f — T(f)

para cada par de objetos A, B en C que verifica las siguientes propiedades: Si f : A — By
g : B — C son morfismos en C, entonces

T(gof)=T(g) e T(f),
y para todo objeto A de C,
T(14) = 17(a)-
Andalogamente un funtor contravariante es una funcién 7' : Ob(C) — Ob(D) junto con una
coleccién de funciones
Typ: Home(A,B) — Homp(T(B),T(A))
f — T(f)

para cada par de objetos A, B en C que verifica las siguientes propiedades: Si f : A — By
g : B — C son morfismos en C, entonces

T(go f)=T(f)oT(g),

y para todo objeto A de C,
T(14) = 17a)-

Ejemplo A.9 (Funtores Hom). Sea C una categoria y sea A un objeto de C. Definimos el
funtor T = Hom¢(A,—) : C — Sets del siguiente modo: Si B es un objeto de C, entonces
T(B) = Hom¢(A,B) y si f: B— C es un morfismo en C, entonces T(f) = f. : Hom¢ (A, B) —
Hom¢ (A, C) es la funcién dada por

filg) = foy, para todo g € Home (A4, B).

Similarmente, se define el funtor S = Hom¢(—, A) : C — Sets para cada objeto B de C
mediante S(B) = Hom¢ (B, A) y para cada morfismo f : B — C, la funcién S(f) = f* :
Home(C, A) — Home (B, A) mediante

f*(g)=gof, para todo g € Home(C, A)



Ejercicio A.10. Pruebe que Hom¢ (A, —) es un funtor covariante y que Home(—, A) es un funtor
contravariante.

Ejercicio A.11. Sean X e Y dos pre-6rdenes. Explique por qué un funtor covariante 7' : X — Y
es “lo mismo” que una aplicacién creciente f : X — Y. Similarmente explique por qué un funtor
contravariante X — Y es lo mismo que una aplicacién decreciente X — Y.

B. Acciones de grupos
Sea G un grupo y X un conjunto. Una accidn (por izquierda) de G sobre X es una funcién

GxX — X
(,9) > g-x=gx

que verifica
(i) Para todo g,h € G y todo = € X, se tiene g - (h-x) = (gh) - x;
(ii) Para todo x € X se tiene 1 -z = x.

En este caso diremos que G actiia sobre X.

Equivalentemente, si S(X) representa el grupo simétrico en X, es decir, el conjunto de todas
las funciones biyectivas X — X equipado con la composicién, entonces una accién de G sobre
X es un homomorfismo

p:G— S(X).

En efecto, si G actiia sobre X, para cada g € G definimos la funcién p(g) : X — X mediante
p(g)(z) = g - x. Notemos que

plg Noplg))=g " (g-a)=(g"g) z=1-2=u,

y similarmente p(g) o p(g~!) = idx, por ende p(g) € S(X). Tenemos que p : G — S(X) es un
homomorfismo de grupos, pues

p(gh)(z) = (gh) -z =g (h-z) = p(g)(p(h)(z)) = p(g) o p(h)(z)

para todo g, h € G y todo = € X. Reciprocamente, dado un homomorfismo de grupos p : G —
S(X), definimos una accién de G sobre X mediante

g-z = p(g)(x).
Es inmediato del hecho de que p es un homomorfismo que se verifican (i) y (ii).

Ejemplo B.1. G actia sobre si mismo por multiplicacion a la izquierda: La aplicacion G x G —
G dada por (g, h) — gh es una acciéon de G sobre G.

Ejemplo B.2. Sea G un grupo y H < G un subgrupo. Entonces G actiia sobre G/H por
multiplicacién a izquieda: La aplicaciéon G x (G/H) — G/H dada por (g,9'H) +— g¢g'H define
una accién de G sobre G/H.

Ejemplo B.3. Sea G un grupo y H < G un subgrupo normal. Entonces G acttia sobre H por
conjugacién, es decir, la aplicacion G x H — H dada por (g, h) — ghg~! define una accién de
G sobre H. En particular, G acttia sobre s{ mismo por conjugacion.



Supongamos que G acttia sobre un conjunto X. Si x € X, la drbita de x bajo la accién de G
es el conjunto

G rz=Grx={g-z|geG}.
El estabilizador de x por GG es el conjunto
Stabg(z) = G = {9 € G | gz = z}.

Ejercicio B.4. Pruebe que la relacién x ~ y si existe g € G tal que y = g -« es una relacién de
equivalencia en X y que las clases de equivalencia son precisamente las 6rbitas de la accién de

G sobre X. Pruebe ademéds que para todo = € X el conjunto Stabg(z) = G es un subgrupo de
G.

Una accién se dice transitiva si posee una unica érbita. Es decir, si para todo x,y € X existe
g € G tal que y = g - z. La accién se dice fiel si para todo g # 1, existe x € X tal que =z # g - x.
Equivalentemente, si g - x = x para todo z € X implica que g =1

Ejercicio B.5. Pruebe que una accién de G sobre X es fiel si y s6lo si el homomorfismo asociado
G — S(X) es inyectivo.
Supongamos que G actta sobre X, y sea x € X. Existe una aplicacién natural

G/Stabg(x) — Gz
9gGy +— g-.

Esta aplicacién estd bien definida pues si gG, = hGy, entonces h~tg € G, = Stabg(z) y por
ende h™lg-z =z, de donde g-x = h-x. Notemos ademés que si g-x = h-x entonces h™lg-z =z
y por ende h~lg € G, de donde gG, = hG, y tal aplicacién es inyectiva. Finalmente dicha
aplicacién es claramente sobreyectiva. De este modo hemos probado el siguiente resultado:

Teorema B.6 (Orbita-estabilizador). La aplicacién G/G, — G -z construida arriba es
una biyeccion. En particular, si G es un grupo finito, entonces

PR €
Gl =16 Gl = g

Ejercicio B.7 (Teorema de Cauchy). Este teorema dice lo siguiente: Sea G un grupo finito y p
un nimero primo tal que p | |G|. Entonces existe g € G tal que gP = 1.

Nuestro objetivo sera demostrar el teorema de Cauchy usando el teorema érbita-estabilizador.
Para ello sea

X={(g91,---,9) €G" | g1---gp =1}

y sea Cp, = (o | o = 1) el grupo ciclico de orden p. Definimos una aplicacién Cp, x X — X como
sigue:
0(9179% ... agp) = (925 e 7gpvgl)'

(a) Pruebe que esta aplicacién define una accion de C, sobre X.

(b) Demuestre que |X| = |G|P™! y que por ende p | | X| (Ayuda: Use el pequerio teorema de
Fermat.)

(c¢) Usando el teorema drbita-estabilizador, muestre que toda 6rbita de G tiene 1 o p elementos.

(d) Pruebe que existe al menos una érbita de tamano 1 y concluya que deben existir al menos
p Orbitas de tamano 1.

(e) Concluya.



C. Mobébdulos sobre algebras y productos tensoriales

C.1. Moébdulos y bimédulos

Sea k un cuerpo. Una k-dlgebra es un espacio vectorial A que es a la vez un anillo, tal que
la multiplicacién es bilineal, es decir, si z,y € A v a € k, entonces

(az)y = z(ay) = azy.

Ejemplo C.1. Si n es un entero positivo, el espacio vectorial M, (k) formado por las matrices
cuadradas n X n es una k-algebra, donde la multiplicacién estd dada por el producto de matrices.

Un A-mddulo (por izquierda) es un espacio vectorial M junto con una aplicacién Ax M — M,
(a,x) — ax, que verifica

para todo xz,y € M, a,b € A. La nocién de médulo por derecha es andloga.

Si M es un A-médulo, un submédulo de M es un subespacio vectorial N tal que aN C N
para todo a € A. Si N es un submédulo de M, el espacio vectorial cociente M/N tiene una
estructura natural de A-médulo dada por

a(x + N) =ax + N.
Ejemplo C.2. Un k-médulo es lo mismo que un k-espacio vectorial.

Ejemplo C.3. El espacio vectorial £ es un M, (k)-m6dulo por izquierda (si consideramos a
los elementos de k™ como vectores columna) y por derecha (si consideramos a los elementos de
k™ como vectores fila).

Si A, B son dos k-algebras, un (A, B)-bimédulo es un espacio vectorial M que es a la vez un
A-médulo por izquierda y un B-médulo por derecha y tal que ambas estructuras son compatibles,
en el sentido que

a(xb) = (ax)b, para todo a € A,b € B,z € M.

Ejemplo C.4. Sea V un espacio vectorial y sea End(V') el espacio vectorial de aplicaciones li-
neales V' — V. Esta es una k-algebra done la multiplicacién estd dada por composiciéon. Entonces
V tiene una estructura de (End(V'), k)-bim6dulo dada por la estructura de k-espacio vectorial
por la derecha, y

T -v="T(v), para todo T' € End(V),v € V,

por la izquierda. De la linealidad de T se tiene que
T(vA) = (Tv)\

y por ende se tiene, en efecto, una estructura de bimdédulo.



Si M, N son dos A-médulos, un homomorfismo de A-médulos es un homomorfismo de grupos
abelianos f: M — N tal que

flaz) = af(x), para todo a € A,z € M.

El nticleo de f es un submédulo de M y su imagen es un submoédulo de N. Todo homomorfismo
de A-médulos f : M — N induce un isomorfismo M/Ker(f) — f(M) (Primer teorema de
isomorfia).

Una sucesién de A-mddulos y homomorfismos

ALBLC

se dice exacta en B si Ker(g) = Im(f). Una sucesién de A-médulos y homomorfismos

fn—l

An fn An+1 fn+1 An+2 fn+2

se dice exacta si es exacta en A, para todo n. Una sucesién exacta de la forma

0—sA-t B 9,050

se llama una sucesién exacta corta. Eso sucede si y sélo si f es inyectiva, g es sobreyectiva y

Ker(g) = Im(f).

C.2. Mobébdulos sobre anillos

Sea R un anillo (conmutativo, con 1). Las definiciones anteriores pueden generalizarse del
siguiente modo: Un R-moédulo por izquierda es un grupo abeliano M junto con una aplicacién
R x M — M que verifica

1) r(z+y) =rx+ry;

(1)
(2) (r+s)x=rx+rz;
(3) r(sz) = (rs)w;

(4)

4

lr ==z

para todo z,y € M, r,s € R. La nociéon de moédulo por derecha es andloga. Todas las demas
definiciones (submdédulo, médulo cociente, bimédulo, ete.) se trasladan mutatis mutandis a este
contexto.

Todas las construcciones clasicas para grupos abelianos, como sumas directas, productos
directos, etc., son analogas en el contexto de médulos.

A la categoria de R-moédulos y homomorfismos de R-moédulos la denotamos por R-mod.
Esta es una categoria abeliana.

C.3. Modbdulos libres

Sea R un anillo. Un R-moédulo M se dice libre si existe un subconjunto X C M tal que se
verifica la siguiente propiedad universal: Para todo R-médulo N y toda funcién f : X — N,
existe un tnico homomorfismo de R-médulos f' : M — N cuya restricciéon a X es f. En este
caso también decimos que M es libre sobre X y que X es una base de M.



Observacion. Para quienes conocen un poco de teoria de categorias, un moédulo libre puede
definirse equivalentemente de la siguiente manera: Primero, consideremos el funtor de olvido
R-mod — Sets que a cada R-moédulo M le asigna el conjunto subyacente de M. Este funtor
admite un funtor adjunto por izquierda F': Sets — R-mod. Entonces un R-mddulo libre con
base X es cualquier R-médulo isomorfo a F'(X).

Ejercicio C.5. Sea M un R-médulo y X C M. Pruebe que son equivalentes:
(i) M es libre con base X;

(ii) Todo elemento x de M puede escribirse de manera tnica en la forma

n
Z &
i=1
para ciertos 1; € R, r; 20y x; € X.
(iv) Existe un isomorfismo M = R®IXI,

Dado un conjunto X, podemos construir un moédulo libre con base X del siguiente modo:
Sea RX el conjunto de todas las funciones X — R. El soporte de una funcién f : X — R se
define como el conjunto {x € X | f(x) # 0}. Definimos el conjunto Fr(X) como el subconjunto
de RX de todas las funciones X — R cuyo soporte es finito. Este tiene una estructura obvia
de R-médulo. Para cada € X consideramos la funcién 6, : X — R dada por dz(x) =1y
0:(y) = 0 para todo y # z. Vemos entonces que para todo f € Fg(X) se tiene que

zeX

Esta suma tiene sentido pues solo un nimero finito de los f(z) es distinto de 0. Abusamos de
lenguaje y escribimos z en lugar de ¢,, de modo que asi podemos considerar X C Fr(X).

Ejercicio C.6. Pruebe que Fg(X) es un R-mdédulo libre con base X.

Note que si R = 7Z, entonces un Z-médulo libre es lo mismo que un grupo abeliano libre.

C.4. Producto tensorial

Sea k un cuerpo y A una k-algebra. Sea M un A-médulo izquierdo y NV un A-mdédulo derecho.
Una aplicaciéon f : M x N — P, donde P es k-espacio vectorial, se dice A-balanceada si

f(za,y) = f(x,ay), para todo a € A,x € M,y € N.

y si es k-bilineal.
Sea F' el k-médulo libre con base M x N. Definimos G como el submédulo de F' generado
por los elementos

(x—{—x’,y)—(:c,y)—(x,x/), (IE,y—}—y,)—(.ZE,y)—(l',y/), (xa,y)—(x,ay), (uxvy)_u(x’y)7 (x,uy)—u(ac,y),

donde z,2' € M, y,y' € N,a € Ay u € k. El cociente F/G es un grupo abeliano, denominado
el producto tensorial de M y N sobre A y denotado por M ®4 N. A la imagen de un elemento
(z,y) en M ®4 N la denotamos por z ® y. Existe una aplicaciéon natural ¢ : M x N — M @4 N
dada por (z,y) — = ® y. Es inmediato de la construccién que esta aplicacién es A-balanceada.



Proposicién C.7 (Propiedad universal). El producto tensorial verifica la siguiente pro-
piedad universal: Para cualquier aplicacion A-balanceada f : M x N — P, donde P es
un k-espacio vectorial, existe una tnica aplicacion lineal f' : M ®4 N — P tal que el
diagrama siguiente conmuta:

MxN —5 M®4N

'
\ |

P.

Demostracion. Sea f : M x N una aplicacién A-balanceada. La aplicacion f se extiende a
un tnico homomorfismo de k-médulos (es decir, de espacios vectoriales) f : F — P (por la
propiedad universal de los grupos libres). Como f es A-balanceada, es claro que G C Ker(f),
y por ende f induce una aplicacién k-lineal f': F/G — P. Esto prueba la existencia de f’. La
unicidad es trivial. [ |

Ejercicio C.8. Pruebe que todo elemento de M ®4 N puede escribirse (no inicamente) en la

forma
n
Z T @ Y
i=1
conx; € Myy; €N.
Ejercicio C.9. Sea T el subespacio vectorial de M ®j N generado por los elementos
Ta®y—TQ ay, a€Axe M,ye N.

Pruebe que
M®aN=(MepN)/T.

Ejercicio C.10. Sean V y W dos espacios vectoriales. Sea {v; | i € I} una base de V' y
{w; | j € J} una base de W. Pruebe que {v; ®w; | i € I,j € J} es una base de V ®; W. En
particular, pruebe que

dim(V @ W) = dim(V) dim(W).
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