AMARUN Comisién de Pedagogia - Carlos A. Ajila Loayza
www.amarun.org| Representaciones y caracteres de grupos finitos (Nivel 2)

Leccién n° 2 EPN, Octubre 2020

2. Teoria de Caracteres

Por simplicidad, en lo que sigue asumiremos que k = C, de modo que en particular C[G] es
semisimple, es decir, todas las representaciones de un grupo finito son completamente reducibles
y ademds una representacién es irreducible si y soélo si es indescomponible. Ademas todas las
representaciones consideradas seran de dimensién finita.

2.1. Definiciones y propiedades basicas

Antes de definir lo que es el caracter de una representaciéon, recordemos un poco de algebra
lineal: Sea V' un espacio vectorial complejo de dimensién finita y T : V' — V un operador lineal.
Dada cualquier base (ordenada) B de V, podemos definir la matriz [T|g asociada a esta base.
Notemos que si B’ es otra base, y si P denota la matriz de cambio de la base B a la base B/,
entonces

de modo que
Tv(([T]s) = Te(P[T)5P~") = Te(P~' P[T]5) = Tr([T]s).

En particular, el nimero complejo
Te(T) = Te([T]s)

es independiente de la eleccion de la base B. Este ntimero se llama la traza de T
Como el cuerpo de escalares es algebraicamente cerrado, existe una base B de V en la cual
T se representa por una matriz de Jordan

J)\l,nl
I\
[T]B — 2,12
J)\r'yn'r

donde J),, es la matriz n x n dada por
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0O X1 0 0
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Jy =
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Y A1, ..., Ar son los (no necesariamente distintos) valores propios de T'. De este modo, si A1, ..., A,

son todos los valores propios de T' (contando multiplicidades) tenemos que

Te(T) = > Aj

J=1



Ejercicio 2.1. Sean S,T : V — V operadores lineales, donde V es un espacio vectorial complejo
de dimension finita. Muestre que

(a) Si S € GL(V) entonces Tr(STS™!) = Tr(T). En particular, la funcién Tr : GL(V) — C es
una funcién de clases.

(b) Tr(idy) = dim(V)

(c) Si T™ = idy para algun entero no negativo n, entonces Tr(7) es una suma de raices
n-ésimas de la unidad.

Definicion. Sea G un grupo finito y V una representacién de G. El cardcter de V es la funcién
xv : G — C definida por
xv(g) = Try(g) = Tr(g [v).

Lema 2.2. SiV y W son representaciones de G tales que V=W, entonces xy = xw -

Demostracion. Sea f : V — W un isomorfismo de representaciones y g € G. Si A es un valor
propio de g |y asociado a un vector propio v, sea w = f(v). Tenemos que

gw = gf(v) = f(gv) = f(M) = Af(v) = A,

por ende A también es un valor propio de g | asociado al vector propio w. De este modo, todo
valor propio de ¢ |y es un valor propio de g |y . Invirtiendo los roles de V' 'y W concluimos que
g |v v g |w tienen los mismos valores propios, y por lo tanto tienen la misma traza, es decir

xv(g) =Tr(g lv) = Tr(g lw) = xw(g)-
Como g es arbitrario, se concluye que xy = xw. |

Observacion. Mas adelante probaremos un resultado atin mas fuerte: Dos representaciones son
isomorfas si y sélo si sus caracteres son iguales. Sin embargo el reciproco de este resultado debera
esperar a que dispongamos de un mayor nimero de herramientas.

Proposiciéon 2.3. Sea V una representacion de G. Entonces
(i) xv(1) = dim(V).
(ii) xv es una funcion de clases. Esto es, xy(hgh™') = xv(g) para todo g,h € G.

(iii) Para todo g € G, se tiene que xv (g~ !) = xv(9).

Demostracion. (i) y (ii) son triviales. Para probar (iii) notemos que si Aj,..., A, € C son los
valores propios de g |y (no necesariamente distintos), entonces )\1_1, ..., A1 son los valores
propios de ¢! |y/. Pero como g" = 1 para n = |G/, entonces A7 =1, lo que implica que |A;| =1
y por ende )\;1 = A, para todo j € {1,...,r}, lo que implica que

T

xvig™) = ET:)TJ => "N =xv(9)
=1

=1



Lema 2.4. Sea V' una representacion de G. Entonces existe una base de V tal que g |y estd
representado en dicha base por una matriz unitaria. En particular, g |y es diagonalizable.

Demostracién. Fijemos un producto interno (-,-) sobre V' que sea G-invariante, es decir, tal que
(gv, gw) = (v, w), para todo g € G,v,w € V.

Un tal producto interno existe (Ver Ejercicio 1.28 (a) y (b)). Sea B una base ortonormal de V'
para dicho producto interno y sea A = [g |y|g. Entonces tenemos que, para todo x,y € C", con
n = dim(V),

A" Ay = (Ax)* (Ay) = (gv, gw) = (v,w) = =™y

donde [v]g =z y [w]|g = y. De este modo A*A = I y consecuentemente AA* = I, lo que implica
que A es unitaria.

En particular, como A es unitaria, entonces es normal, y por lo tanto g |y es un operador
normal. Por el teorema espectral para operadores normales se sigue que g |y es (unitariamente)
diagonalizable. |

Proposicién 2.5. Sean V,W dos representaciones de G. Entonces

(iil) xs20)(9) = 3[xv(9)? + xv(9?)] para todo g € G.

(iv) X p21)(9) = 21xv (9)* = xv (9%)] para todo g € G.

(Vi) XHom(V,W) = XVXW -

Demostraciéon. Eligiendo bases para V' y W, podemos representar a ¢ |y y g |w por matrices A
y B, de modo que la matriz de g |ygw estd dada por

(05

xvaw (g9) = Tr(A) + Tr(B) = Tr(g [v) + Tr(g lw) = xv(9) + xw(9),

y por ende

lo que prueba (i).

Para probar (ii), notemos que si A1, ..., A, son los valores propios de g |y (contando multipli-
cidades) y p1, . . . ftm son los valores propios de g |y, entonces, por el lema anterior, (A;ft;)1<i<n,1<j<m
son los valores propios de g |ygw (contando multiplicidades), de modo que

weow(e) =33 Aty = (z &-) (i Mj) — (@) (g),
i=1 j=1

i=1j=1

lo que prueba (ii).



Para probar (iii), sea e1, ..., e, una base formada por vectores propios de ¢ |y (una tal base
existe, pues g |y es diagonalizable) y sea A; el valor propio asociado a e; (1 < j < n). La familia
de vectores e;e; con 1 <7 < j < n forma una base para S2(V)y e;ej es un vector propio de
g |s2(vy asociado a A;A;. Entonces tenemos que

2
“ 1 " " 1
X2y (9) = D AN =D N+ D A= 3 (E :)‘j) +Y X = 5[XV(9)2+XV(92)]-
i=1 j=1 j=1

1<i<j<n 1<i<j<n

Para probar (iv) podemos proceder de manera andloga a (iii) o usar el siguiente argumento:
Sabemos que V @V = S2(V) @ A2(V) (Ver el Ejercicio 1.20(b)) y por el Lema y la parte (i)

tenemos que

X%/ = XVveV = XSQ(V)EB/\Q(V) = Xs2(v) T X/\Q(V)’

de modo que

X (9) = Xv (9 = v (9 + xv(g)] = 5 hev (9)? — xv ()]

Ahora, notemos que

ve ) =Te("(g7 V) =Te(g " [v) = xv(g™") = xv(g),

xv+(g) = Tr(g

y esto demuestra (v).
Finalmente, por el isomorfismo de representaciones Hom(V, W) = V* @ W, (vi) es conse-
cuencia de (ii) y (v). [ |

2.2. Caracteres virtuales y representaciones virtuales

Observacion. Sea Classc(G) el conjunto de todas las funciones de clase G — C. Este es cla-
ramente un anillo conmutativo unitario con la suma y multiplicacién punto a punto. Por la
proposicién anterior, tenemos que la suma y el producto de caracteres también son caracteres,
por lo tanto el conjunto R*(G) formado por todos los caracteres de G forma un sub-semianillo
de Classc(G). El motivo por el que R*(G) es un semianillo y no un anillo, es que en general
si x es un caracter, no necesariamente —y lo es. De hecho, si V es una representaciéon, con

dim(V') # 0, entonces
xv(l) =dim(V) vy —xv(1)=—dim(V),
pero si —xy = xw para alguna representacién, deberiamos tener
—dim(V) = —xv (1) = xw(1) = dim(W),
lo que es absurdo.

Definicion. Un cardcter virtual de un grupo G es una combinacion lineal con coeficientes enteros
de caracteres de G. El conjunto formado por los caracteres virtuales de G lo denotaremos por
R(G). Este es claramente un subanillo de Classc(G) y es igual al subanillo de Classc(G)
generado por RT(G).

De manera maés general, si A es un anillo conmutativo con unidad, definimos

RA(G) = A®z R(G).



Antes de continuar, haremos una breve introduccién al grupo de Grothendieck. Nos enfocare-
mos solamente en la categoria Rep®(G), pero esta construcciéon puede ser ficilmente generalizada
a cualquier categoria abeliana.

La relacion de “ser isomorfos” es una relacién de equivalencia en la clase de todas las repre-
sentaciones de dimensién finita de un grupo G. Denotamos por [V] a la clase de equivalencia de
una representacién bajo esta relacién de equivalencia. Dicho de otro modo, una representaciéon
W pertenece a [V] siy sélo si V es isomorfa a W. Sea F(G) el Z-mo6dulo libre (i.e. grupo abeliano
libre) generado por la coleccién {[V] | Ves una representacién de G}. Sea F'(G) el submédulo
de F(G) generado por los elementos de la forma

U] =[VI+ W]
tales que existe una sucesién exacta (con morfismos de representaciones) corta

0 U v w 0.

Equivalentemente, F'(G) es el submédulo generado por los elementos de la forma
V] =[Ve W]+ [W]
donde V' y W son representaciones de G.

Ejercicio 2.6. Muestre que ambas descripciones de F'(G) son equivalentes. Es decir, pruebe
que una sucesion de representaciones y morfismos de representaciones

0 U |4 w 0.

es exacta si y sélo si existe un diagrama conmutativo de representaciones con filas exactas

0 U 1/ W 0
Oﬁl%U@W VU/ 0.

donde el morfismo U — U @ W es un isomorfismo (es decir, si y sélo si la sucesién exacta larga
anterior es escindida).

Definicién. El grupo de Grothendieck de la categoria Rep®(G) es el grupo K(G) definido por
K(G) = F(Q)/F(G).

Por un abuso de notacién, seguiremos escribiendo [V] para denotar a un elemento de K(G).
Entonces, en K(G) se tiene la relacién

VaeW]=[V]+[W].

Ahora equiparemos a K (G) con la estructura de un anillo conmutativo unitario: Si [V], [W] €
K (G), definimos
Viw]=[Vew].

Este producto esta bien definido:



Ejercicio 2.7. Pruebe que si V=V’ y W =2 W’ entonces V@ W = V' @ W’. Pruebe ademds
que para toda representaciéon V', se tiene que

1V=V=V®1,
donde 1 es la representacion trivial de G.

De este modo, el Ejercicio anterior muestra que [1] es un elemento neutro para el producto
de K(G). Més ain, con esto obtenemos la estructura de un anillo conmutativo:

Ejercicio 2.8. Sean U, V, W representaciones de G. Demuestre que
(a) WV 2VeW;
b)) Us(VeW)=2UaV)sUaW).
(c) Concluya que [U|([V]+ [W]) = [U][V] + [U][W] y por ende que K(G) es un anillo.

Elijamos un representante de cada clase de equivalencia de las representaciones irreducibles.
Es decir, sea {W; | ¢ € I} una coleccién de representaciones irreducibles de G tal que si V es
cualquier representacion irreducible de G, entonces V = W; para algtin ¢ € I y tal que W; 2 W;
si i # j. De este modo todo elemento de K (G) puede escribirse en la forma

Wil + -+ Wi, ]

para ciertos t1,...,i, € I y ciertos ny,...,n,, € Z. Por este motivo, sin riesgo de ambigiiedad,
escribiremos
n1Wil R anim

para los elementos de K(G).

Definicién. Los elementos niW;, + - - - +n,,, W, de K(G) se llaman representaciones virtuales
de G.

Notemos que la funcién [V] — xy se extiende a una tdnica funciéon K(G) — R(G). Es
claro que este es un homomorfismo de anillos y que ademas es sobreyectivo. El trabajo que
realizaremos en las secciones siguientes probara que este homomorfismo es inyectivo, y por ende
que los anillos K(G) y R(G) son isomorfos.

Esta discusiéon permite hacer uso de la teoria de anillos para el estudio de las representaciones
de grupos finitos, y por ende de la teoria grupos. Cabe recalcar que existen teoremas de la teoria
de grupos que dependen fuertemente de la teoria de caracteres. Por citar dos ejemplos:

» El teorema de Feit-Thompson (1963) que establece que todo grupo finito de orden impar es
soluble. Este teorema utiliza de manera esencial la teoria de caracteres. De hecho el libro
Character Theory for the odd order theorem de Peterfalvi (2000) desarrolla toda la parte de
teoria de caracteres necesaria para la demostracién del teorema de Feit-Thompson. Cabe
destacar que el articulo original de Feit y Thompson donde demuestran el teorema tiene
nada mas y nada menos que j255 paginas!

» El teorema de Frobenius (1901) dice que el nicleo de Frobenius de un grupo de Frobenius
es un subgrupo normal. Hasta la fecha no se conoce una demostracién de este teorema que
no haga uso de la teoria de caracteres. La aproximacién mas cercana a una demostracion
del teorema que no hace uso de la teorfa de caracteres es debida a Terence Tao (2013) (j112
anos después!), que hace una demostracion de este teorema usando Andlisis de Fourier y
debilitando (pero no eliminando completamente) la dependencia en la teorfa de caracteres.



2.3. Relaciones de ortogonalidad de caracteres

El conjunto Classc(G) es un anillo y ademds es un espacio vectorial complejo (de hecho es
una C-algebra). Definimos en Classc(G) un producto interno como sigue:

(x| v) = Z x(9)¥(g),  x, ¢ € Classc(G).

gEG

Notemos que si ¢ € R*(G), entonces (g) = ¥ (g~ ') y por lo tanto podemos escribir
(X | 1/} ‘G| Z ) X € ClaSSC(G)7¢ S R+(G)
geG

Definiciéon. Sea x = xy el cardcter de una representacion V. Diremos que x es un cardcter
irreducible si V' es una representacién irreducible.

Nuestro objetivo en esta subseccién y la siguiente serda probar que la coleccién de todos los
caracteres irreducibles constituye una base ortonormal para el espacio vectorial Classc(G).
Si V es una representacién de G, definimos

={v eV |gv=wv, para todo g € G}.

VE se llama el subespacio estable de V por G. Notemos que V& es una subrepresentacién de
V:Siv e VE entonces gv = v € VY para todo g € G, de donde g(V®) C V&, Més atin, si
m = dim(VG), sea eq,...,em una base de V¢, ademés Ce; es una subrepresentacion de VE para

cada j y
m
=D Ce,
j=1

por lo que V& es irreducible si y s6lo si dim(VG) = 1 y esto a su vez equivale a que V& es
la representacion trivial. En particular, si V es una representacion irreducible distinta de la
representacion trivial, entonces V¢ = 0.

Ahora, si V, W son dos representaciones de GG, consideramos la representacién Hom(V, W).
Recordemos que habiamos denotado por Homg(V, W) al espacio vectorial de morfismos de re-
presentaciones V' — W. Si f € Homg(V, W), entonces para todo g € G tenemos que

(9f)(v) = gf(g'v) =gg ' f(v) = f(v), wvEV,

de modo que gf = f para todo g € G. Esto significa que Homg (V, W) C Hom(V, W)&. Recipro-
camente, tenemos que si f € Hom(V, W)G, entonces para todo g € G,

flgv) =997 f(gv) = g(g~ f(v)) = gf(v), weV,
por lo que f € Homg(V, W) y asi

Homeg(V, W) = Hom(V, W)€, (1)

Proposicién 2.9 (La primera férmula de proyeccién). La aplicacion lineal ¢ : V — V
definida por
Z glv

gEG




es un morfismo de representaciones y ademds es una proyeccion de V sobre VE. Mds atn,
tenemos que

dim(VY) = Tr(p) = 1 G| > xvlg
geG

Demostracion. La demostracién de esta proposicién consiste en simplemente verificar lo que
esta dice (no hay trampas): Sea h € G y v € V, entonces

o(hv) ‘G|Zghv ]G|ng_

geG e

o(v) ‘G‘Zhgv \G!ng_

geG geG
lo que prueba que
¢(hv) = he(v) = ¢(v).

Esto prueba que ¢ es un morfismo de representaciones y también que ¢(V) C Ve,
Sea ahora v € V©, entonces gv = v para todo g € G, de modo que

U ng Z'U
| ‘gGG geG

y asi v € p(V), por lo que (V) = VC.
A continuacién, notamos que si v € V, entonces ¢(v) € V¢, de donde gp(v) = ¢(v) para

todo g € G y asi
Z ge(v Z (v
QGG gGG

de donde ¢? = ¢ y por ende ¢ es una proyeccién.
Finalmente, si W = Ker(y) tenemos que V = V& @ W y ¢ admite una representacién

matricial de la forma
I, 0
0 0

donde m = dim V¢, con lo cual dim(V¥) = Tr(¢) y con esto

dim(V) = \G|Z r(g|v) = ‘G|ZXV

geG geG

Teorema 2.10 (Relaciones de ortogonalidad de caracteres). Los caracteres irreducibles
de un grupo G constituyen una familia ortonormal en el espacio vectorial Classc(G). Mds
especificamente:

(i) Si x es un cardcter irreducible, entonces (x | x) = 1.

(ii) Si x y ¥ son caracteres irreducibles asociados a representaciones que no son iso-
morfas, entonces (x | ¢¥) = 0.




Demostracion. Esta serd nuestra primera aplicacién del lema de Schur.
Sean V' y W dos representaciones irreducibles. Notemos que

1 sive
dim Homg(vV,w) = 4 - SV =W 2)
0 siVZW

En efecto, si V' 2 W, como V' y W son irreducibles, el lema de Schur implica que Homg (V, W) =
0. Si en cambio V=2 W, sea f : V — W un isomorfismo y sea h € Homg(V, W), entonces
f~toh:V — V es un elemento de Homg(V, V). Por el lema de Schur, existe A € C tal que
f~Yoh = Xidy, de donde h = Af y asi Homg(V, W) = Cf, de donde dim(Homg(V,W)) = 1.
Con esto, por la primera formula de proyeccion, tenemos que

> xv(@)xw(g)

geG

(XV|XW):‘1’

1
= @ Z XHom (V,W) (9)
geG
= dim Hom(V, W)“

Entonces por tenemos que

1 sivVvEWw

(XV\Xw)—{O SV EW

Que es lo que desedbamos probar. |

Ejercicio 2.11. Generalice la férmula : Si V es irreducible y W es arbitraria, pruebe que
dim Hom(V, W) es la multiplicidad de V' en W. Similarmente pruebe que si V' es arbitraria y
W es irreducible, entonces dim Hom(V, W) es la multiplicidad de W en V. Ayuda: Obviamente
debe usar el lema de Schur, jno lo piense dos veces!

Corolario 2.12. El nimero de representaciones irreducibles (mddulo isomorfismo) de
G es menor o tgual al nimero de clases de conjugacion en G. En particular, existe un
numero finito de representaciones irreducibles de un grupo finito.

Demostracion. El nimero de representaciones irreducibles es igual al nimero de caracteres irre-
ducibles. Por la proposicién anterior, los caracteres irreducibles son linealmente independientes
en Classc(G) y este espacio es de dimensién finita: Si Cy,...,C, es la coleccién de todas las
clases de conjugacién en G, las funciones u; que toman el valor 1 sobre C; y 0 fuera de esta
clase forman una base para este espacio. De este modo dim Classc(G) = r y por ende a lo més
pueden haber r caracteres irreducibles. |

Corolario 2.13. Sea V' una representacion irreducible y W una representacion cualquiera.
Entonces (xv | xw) es igual a la multiplicidad de V- en W. En particular, la multiplicidad
de V en W no depende de la descomposicion de W en subrepresentaciones irreducibles.

Demostracion. Escribamos W = Vfam G- BVIMm con V3 2V y V; 2V para2 < j<m,de
este modo la multiplicidad de V en W es n; (para esta descomposicién). Luego, tenemos que

XW = NiXv + neXv, + -+ Nm XV,



y asi
(xv [ xw) =ni(xv | xv) +ne(xv | xva) + - nm(xv | xvi) = 1.

Ademas, (xv | xw) no depende de la descomposicién escogida para WW. |

Corolario 2.14. Una representacion xv es irreducible si y sélo si (xv | xv) = 1.

Demostracion. Una direcciéon ya es conocida. Supongamos que (xy | xy) = 1. Escribamos
V =m Vi +® + ny Vi, con V; irreducible de multiplicidad m; en V. Entonces

m m m
L= (xv|xv) :Zznmj(xw ’XVJ-) = 27%27
=1

i=1j=1
pero n? son enteros positivos cuya suma es 1, lo que es posible solamente si n; =1y n; =0
para cierto ¢ y para todo j # i. De este modo V = V; es irreducible. ]

Teorema 2.15. Dos representaciones V. y W son isomorfas si y solo si xy = xw -

Demostracion. Ya sabemos que si dos representaciones son isomorfas, entonces sus caracteres son
iguales (Ver Lema [2.2). Reciprocamente, supongamos que xy = xw. Sea V; una representacién
irreducible que ocurre con multiplicidad n; en V. Entonces el Corolario nos dice que n; =
(xv | xv;) = (xw | xv;), de modo que V; tiene también multiplicidad n; en W. De este modo

Corolario 2.16. El homomorfismo de anillos K(G) — R(G) es inyectivo, y por ende un
isomorfismo.

Demostracion. Sea Y a;[V;] un elemento en el nicleo de este homomorfismo, con a; € Z y V;
representaciones irreducibles dos a dos no isomorfas de G. Esto significa que }  a;xy; = 0 y como
los caracteres v, son linealmente independientes, se sigue que a; = 0, es decir, Y a;[V;]=0. W

2.4. Teorema fundamental de la teoria de caracteres

Hasta este punto hemos probado que los caracteres irreducibles constituyen un conjunto
ortonormal en Classc(G) y que ademds el ntimero de tales caracteres es a lo mas el ntimero
de clases de conjugacién en G. En esta subseccién vamos a refinar considerablemente estos
resultados. Para hacer esto, daremos una mirada més cercana a la representacion regular R =
C[@G] de G. Denotaremos por r¢ al cardcter de la representacién regular.

Sabemos que dim R = |G| y de este modo r¢(1) = |G|. Si g # 1, la matriz de g |r en la base
G tiene 0’s en la diagonal, pues gh # h para todo h € G y por ende r¢(g) = 0. De este modo

G| sig=1,
0 sig# 1.

Ejercicio 2.17. Generalice la ecuacion del siguiente modo: Sea X un conjunto sobre el cual
G actiia y sea V la representacién de permutacién asociada a esta accion. Muestre que xy(g)
es el nimero de elementos x € X tales que gr = x. Deduzca la férmula a partir de este
resultado.

Td@Z{ 3)

10



Sean Wy, ..., W, todas las distintas representaciones irreducibles de G. Escribamos n; =
dim(W;) = xw; (1). Sabemos que (xw; | rq) es la multiplicidad de W; en Ry ademaés

1 n;|G|
X rG) X = —xw;(1)rg(l) = =n,;.

De este modo hemos probado:

Proposicién 2.18. Cada representacion irreducible W; de G ocurre en la representacion
regular C[G] con multiplicidad igual a su dimension. Es decir

ClG) 2wy g . g W dimWn)

Corolario 2.19. Sea n; = dim(W;), entonces

m
an =|G|.
i=1

Si g€ G con g# 1, entonces

m
Z i XW; (9) =
=1

Demostracion. Tenemos que

|G| = dim(C[G]) = dim(WP™ @ - @ WE™) = ny dim(Wy) + - - - + 1y, dim(W,,) = irﬂ
i=1
Si g # 1 es un elemento de G, tenemos que
0= rols) = 3 nixe o)
Esto completa la demostracion. |

Lema 2.20. Sea o : G — C una funcion (no necesariamente una funcion de clases) y V'
una representacion de G. Definimos la aplicacion lineal pov : V — V mediante

Vv Z 99 lv -

gEG
FEntonces

(i) @a,v es un morfismo de representaciones para toda representacion V' si y sélo si
a € Classc(G).

(ii) St o € Classc(G) y V es irreducible de dimension n, entonces

1 .
Pa = (| XPidy.
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Demostracién. Supongamos primero que o € Classc(G), es decir, a(hgh™) = a(g) para todo
g,h € G, y sea V una representacion de G. Entonces, si h € Gy v € V, tenemos que

an'hv 2:
—h )(h~Lgh)
i@ 2o )
—h a(hgh™!
@ 2 )
h| o Y alg) )
= A a(g)gu
::hwayiv%

y por ende ¢, v es un morfismo de representaciones. Reciprocamente, supongamos que ¢, €s
morfismo de representaciones para toda representacion V de G. Tomemos V = R = C[G]. Si
h,h' € G C R, entonces

Pa,r(hh') Z (9)ghh’ = Z g(hh')~
QGG geG

hoa r(h Z (9)hgh' = Z (R tg(R))g.

QGG gEG

Como ¢q r(hh') = ha r(h') y G es linealmente idependiente en R, entonces
alg(hh )™ = a(h tg(W)™h), para todo g, h,h' € G.

Tomando h' = h~! obtenemos a(h~'gh) = a(g) para todo g,h € G, lo que significa que
a € Classc(G). Esto prueba (i).

Ahora para probar (ii) supongamos que a € Classc(G). Por la parte (i) tenemos que ¢, 1 €s
un morfismo de representaciones, y si asumimos que V es irreducible, el lema de Schur implica
que o v = Mdy para cierto A € C. Sea n = dim(V), entonces

nA = Tr(Aidy)
_iﬁ(WaV)

Z 9)Tr(g | V)

gEG

Z

gEG
= (04 | XVv),

de donde se sigue el resultado. |

Teorema 2.21 (Teorema fundamental de la teoria de caracteres). Los caracteres irredu-
cibles forman una base ortonormal de Classc(G).
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Demostracion. Por las relaciones de ortogonalidad de los caracteres, sabemos que los caracteres
irreducibles son una familia ortonormal en Classc(G). Lo que hace falta es probar que estos
generan a Classc(G). Sabemos que esto es equivalente a probar que si (« | xw) = 0 para todo
a € Classc(G) y toda representacion irreducible W de G, entonces o = 0.

Sea o € Classc(G) y tal que (a | xw;) = 0 para todo ¢ = 1,...,m. Sea R = C[G] la
representacion regular de G, y consideremos el homomorfismo ¢z ., como en el lema anterior.
Entonces como W; es irreducible, '

e R S v v
SOOcaXW,L - dlm(‘/VZ) (a ’ XWi) - dlm(WZ) (Oc ‘ XWi) =0.

Ahora, consideremos el operador g r. Si v € R, escribimos v = wy + - - - +wy, con w; € er”i y
n; = dim(W;). Similarmente, escribimos w; = w;; + - - - + w; », con w;; € W;. Con esto, tenemos
que
1
va,r(Wij) = @l > a9)g(wig) = axw, (wij) =0,
geG
de modo que yg r(v) = 0 para todo v € R, es decir, pzr = 0. Pero entonces tenemos que
> geca(g9)g = 0y como G es una base de R, esto implica que a(g) = 0 para todo g € G, es
decir, a = 0. |

Corolario 2.22. El nidmero de representaciones irreducibles de un grupo finito G es igual
al numero de clases de conjugacion de G.

Demostracion. Ya hemos visto que la dimension de Classc(G) es igual al nimero de clases de
conjugacion de G. El nimero de representaciones irreducibles es igual al niimero de caracte-
res irreducibles. Dado que estos ultimos forman una base ortonormal de Classc(G), se sigue
que el nimero de representaciones irreducibles es igual a la dimensién de Classc(G), que es
precisamente el nimero de clases de conjugacion de G. |

2.5. Descomposicion isotipica de una representacion

Definicién. Sea V una representacion de G. Diremos que V' es isotipica si existe una represen-
tacion irreducible W tal que toda subrepresentacion irreducible de V' es isomorfa a W.

Dos representaciones V' 'y W de G se dicen disjuntas si ninguna subrepresentacion de V es
isomorfa a alguna subrepresentaciéon de W. Equivalentemente, Homg(V, W) = 0.

Ejercicio 2.23. Pruebe que las dos definiciones dada de representaciones disjuntas son equiva-
lentes, es decir: Si V' y W son representaciones de G, entonces V' 'y W no tienen subrepresenta-
ciones isomorfas si y s6lo si Homg(V, W) = 0. Ayuda: De nuevo, use el lema de Schur.

Sea V una representacién cualquiera. Escribamos
V=U®---aU,

donde Uy, ..., U, son subrepresentaciones irreducibles de V. Sean Wi, ..., W, las representacio-
nes irreducibles de G y definimos
Vi= D U
U, =W,

Dado que toda subrepresentaciéon U; es isomorfa a alguna de las W;, se tiene que

V=mo --oV.
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Note que es posible que V; = 0 para algin i. Es inmediato de esto que las representaciones V;
son isotipicas.

En general, la descomposicién de una representacion en suma directa de subrepresentaciones
irreducibles no es tnica:

Ejemplo 2.24. Sea G un grupo cualquiera y sea V la representaciéon dada por g(v) = v.
Entonces para cualquier base eq,...,e, tenemos que

V:@(Cen

es una descomposicién en representaciones irreducibles de V. De este modo, para V hay tantas
descomposiciones en subrepresentaciones irreducibles como elecciones de bases para V' (salvo el
orden).

De este modo, podriamos elegir una nueva descomposicién
V=U®- --oU,

y definiendo como antes

D

Ui=w;
obtenemos

V=Vie --aV.

Lo (quiza no tan sorprendente) que veremos a continuacién es que en efecto V; = V;/ para todo
1, es decir, que la descomposicién de V' en subrepresentaciones isotipicas dos a dos disjuntas es
Unica.

Definiciéon. La descomposicion

se llama la descomposicion isotipica de V', y las subrepresentaciones isotipicas V; se llaman las
componentes isotipicas de V.

Proposicién 2.25. La aplicacion lineal p; : V — V' definida por

dim (W,
=G Ehw (99 lv
geG

es un morfismo de representaciones y es una proyeccion de V. sobre V;.

Demostracion. Sea U una subrepresentacién de V. Notemos que

dlm
pi lu= Gl Z xw; (9)9 lu= dim(W;) s v,
geG

donde esta ultima es la aplicacién definida en el Lema Tomando U =V se tiene que, como
Xw, es una funcién de clases, entonces p; es un morfismo de representaciones. Ahora, si U es
una representacion irreducible, entonces

1 d1m(W)

(xv | xw;)idy.
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De este modo, tenemos que para toda subrepresentacién irreducible U de V,

’ . idU SiUgI/VZ‘,
PHU=%0  svzw,.

De esto es inmediato que p; | V; =idy; y que p; | V; = 0 para todo j # i. Consecuentemente p;
es la proyeccién de V sobre V;, como se deseaba. |

Corolario 2.26. La descomposicion isotipica de una representacion es unica.

Demostracion. Basta notar que en la férmula de la proyeccién
dim(W;) —_—
bi = Tﬁ Z xw;(9)g v

geG

el lado derecho no depende de la descomposicién de V' en subrepresentaciones irreducibles. W
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