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3. Induccién y restricciéon de representaciones

Dada una representacién p : G — GL(V) de un grupo G en un espacio vectorial V' y un
subgrupo H < G se obtiene facilmente una representaciéon de H restringiendo p a H, esto es
p lm: H— GL(V) es trivialmente una representacién de H en V. Esta representacién de H serd
llamada la restriccion de V a H. Sin embargo, el problema inverso es méas delicado: Nos gustaria,
dada una representacién de H, obtener una representacion de G que, en cierto modo, surja
naturalmente a partir de la representaciéon de H. El proceso de construir estas representaciones
es lo que llamaremos induccion de representaciones, y al resultado representacion inducida.

3.1. Restriccion de representaciones

Sea G un grupo finito y H < G un subgrupo. Dada una representaciéon p : G — GL(V) de
G en V| la restriccién p | H — GL(V') es una representaciéon de H en V. La denotaremos por
Resg(p). Como es usual en nuestro abuso de lenguaje, si miramos a V' como la representacién,
entonces escribiremos Res% (V) para la restriccién de la representacion V a H. Si f : V — W
es un morfismo de representaciones de G, entonces Res%(f) := f : Res@ (V) — ResG (W) es
también un morfismo de representaciones (jverifiquelo!) y por ende obtenemos un funtor

Res% : Rep®(G) — Rep’(H).

Cuando no haya riesgo de ambigiiedad, escribiremos Res o Resy en lugar de Resg.
En el contexto de mdédulos sobre el algebra de grupo, tenemos una descripcién muy limpia
del funtor de restriccién. En este caso el funtor

Res% : C[G]-mod — C[H]-mod

es simplemente el funtor de restriccién de escalares: Dado un C[G]-mddulo, lo consideramos
como un C[H]-moédulo restrigiendo los escalares al dlgebra C[H].

Ejercicio 3.1 (Para quienes saben un poco de teoria de categorias). Pruebe que el funtor
Res% : Rep’(G) — Rep’(H) (o similarmente que el funtor Res$ : C[G]-mod — C[H]-mod)
es un funtor aditivo entre categorias abelianas.

Observacion. Si V' es una representacién irreducible de GG, entonces ResV no necesariamente es
una representacién irreducible de H. Para ilustrar esto, consideremos la representacion

V:{(Zl,ZQ,Zg) €C3‘21+22+Z3:0}

del grupo simétrico S3. Tenemos que As, el grupo alternante, es un subgrupo (normal) de S3
(recordemos que en general A, es el nicleo del morfismo de signatura S, — {1, —1} que asigna 1
a las permutaciones pares y —1 a las permutaciones impares). En el ejemplo 1.14 vimos que V es
una representacion irreducible de S3 de dimensién 2 (note que char (C) = 0 # 2, 3). Restrigiendo
V' a una representacion de Asz, veremos que V no es irreducible. Tenemos que

Az ={(1),(123),(132)} = ((123))



Sean
Vi=C(lww?) vy Va=C(l,u*w)

donde w = 27/3 =

—% + @z Notemos que
(123)(1,w,w?) = (W 1,w) = w?(1,w,w?),

y por ende V; es una subrepresentacién de V para el grupo As. Similarmente lo es V5. Ademés,
tenemos que V = Vi @ V5, y consecuentemente V' no es una representaciéon irreducible de As.

Proposicién 3.2. La restriccion es transitiva. Es decir, si K < H < G, entonces, para
toda representacion V. de G se tiene que

RGS%V = Res%ResgV.
Dicho de otro modo, tenemos una composicion de funtores

Res%’; = Resf o Resg.

Demostracion. Esto es trivial de las definiciones. [ |

Sea V una representaciéon de Gy xy : G — C su caracter. Recordemos que yy es una funcién
de clase, es decir,
xv(hgh™) =xv(g),  paratodo g,h € G.

En particular, la restriccién xy |g: H — C también es una funcién de clase sobre H, pues la
igualdad anterior sigue siendo vélida para todo g,h € H. Més aun, el caracter de ResV estd
dado por

XResv (R) = Tr(h [Resv) = Tr(h [v) = xv |u (h),
de modo que xy |g es precisamente el cardcter de ResV. De este modo, obtenemos una aplicacién
RT(G) — R*(H) dada por ¢ — 1 | que claramente se extiende a un homomorfismo de anillos

Res% : R(G) — R(H).

Este homomorfismo es la restriccién del homomorfismo Res$; : Classc(G) — Classc(H) dado
por 1) — 1 | . Cabe recalcar que ninguno de los dos homomorfismos es, en general, sobreyectivo.
Esto se debe a que las clases de conjugacién en H, si bien estdn contenidas en las clases de
conjugacién de GG, pueden ser estrictamente mas pequenas.

Observacidon. Se debe ser (aunque realmente no) muy cuidadoso con el uso de Res, pues depen-
diendo del contexto puede denotar al funtor de restriccién o al homomorfismo de restriccién. En
cualquier caso, su significado siempre sera claro para el contexto.

3.2. Representaciones inducidas

Durante esta subseccién, G denotard un grupo y H < G un subgrupo. Recordemos que el
conjunto G /H formado por todas las clases laterales izquierdas de H en G no es necesariamente
un grupo (a menos que H < G es un subgrupo normal). Si g € G, la clase lateral izquierda gH

es el conjunto
gH={gh|hecH}={hcG|g 'heH},

y tenemos que

G = UgH.

geG



Maés atn, dado que la relacién g ~ h < hg~! € H es una relacién de equivalencia, las clases
laterales gH son precisamente las clases de equivalencia para esta relacién, es decir, G/H =
G/ ~. Luego, un conjunto ' C G que contiene exactamente un representante de cada clase
lateral izquierda se denomina una transversal de H en G (algunos también lo llaman un sistema
de representantes o una seccion cruzada), y tenemos que

G=|]gH,

geT
donde U indica que la unién es disjunta, es decir, gH N ¢g’H = () para todo g,¢' € T con g # ¢'.
Ejercicio 3.3. Pruebe que para todo g € G existen tinicos t € T'y h € H tales que g = th.

Al ntimero de elementos del conjunto G/H, o, lo que es lo mismo, al niimero de elementos de
T se lo llama el indice de H en G y se lo denota por [G : H| (algunos autores prefieren (G : H)
o |G : H|. Para estos ultimos, ;todo bien en casa?) Es un teorema muy famoso (y en extremo
sencillo de demostrar), debido a Lagrange, que

G| =[G H|H].

En lo que sigue, T representard siempre una transversal de H en G tal que el representante
de la clase lateral H = 1H en T es 1.

Sea ahora p : G — GL(V) una representacién de G en V y sea W C Res% (V) una subrepre-
sentacién de Res(V') (es decir, W es una representacion de H). Recordemos que esto significa
que para todo h € H se tiene que h(W) C W.

Lema 3.4. Con la notacién anterior, si g,g' € tH para cierto t € T, entonces

Demostracion. Sean g,g' € tH, cont € T, entonces g~ '¢g' € H y por ende existe h € H tal que
g’ = gh. Tenemos entonces que

pues h(W) = W para todo h € H. [ |
Por el lema anterior podemos definir, para cada o € G/H el espacio
Wo =g(W)
donde g es cualquier elemento de . Notemos que en particular
W, =t(W)

donde 0 =tH,cont €T.

Lema 3.5. La aplicacion

Gx{W,|oceG/H} — {W,|oceG/H}
(9:Wo) — g(Wo)

estd bien definida y es una accién del grupo G sobre el conjunto {W, |oc € G/H}.




Demostracion. Para probar que esta aplicacion estd bien definida, debemos probar que si g € G
y 0 € G/H, entonces g(W,) = W, para cierto 7 € G/H. En efecto, sea t € T tal que 0 = tH,
entonces

g(Ws) = g(tW) = (gt)(W),

y si 7 = (gt)H € G/H tenemos que g(W,) = W, . Ahora, es claro que 1(W,) = W, y que si
9,9 € G entonces (gg")(W) = g(¢'(W)), por ende obtenemos una acciéon de G sobre {W, | o €
G/H}. [ |

Lema 3.6. El subespacio

> W,CV
ceG/H

es una subrepresentacion de V' (i.e. una representacion de G).

Demostracion. Sea g € G, entonces
g Z Wy | = Z Q(Wa) - Z W,
ceG/H ceG/H ceG/H
donde en la ultima inclusion utilizamos el lema precedente. |

Definicién. La representacién V' de G se dice que es inducida por la representacion W de H si

V=P W,

ceG/H

En este caso, escribiremos
V = IndGW.

Ejercicio 3.7. Pruebe que las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) V es inducida por W;

(ii) Todo v € V puede escribirse de manera tnica en la forma

v:EwU

oceG/H
con w, € W, para cada 0 € G/H

(iii) Para cualquier transversal de H en G,

V= tw).

teT

Ayuda: Utilice el lema de Sc... jah, no!l, esta vez no debe usar el lema de Schur. Sin embargo el
resultado es trivial. Su trabajo es darse cuenta de por qué esto es trivial.

Proposicién 3.8. Si V es la representacion de G inducida por la representacion W de
H, entonces

dim(V) = [G : H] dim(W).




Demostracion. Esto es una simple verificacién: Como

V=P W,

ceG/H

tenemos que
dim(V) = Y dim(W,
ceG/H

pero W, = g(W) para cualquier ¢ € G y como g |y es un isomorfismo de V, se tiene que
dim(W,) = dim(W) para todo o € G/H y de este modo

dim(V) = > dim(W) = |G/H|dim(W) = [G : H] dim(W).
ceG/H

Ejemplo 3.9. Sea V = C|G] la representacién regular de G y W = C[H] la representacién
regular de H, entonces
V = IndGW.

En efecto, recordemos que V' tiene una base (e4)4eq indexada por los elementos de Gy el conjunto
(en)nem es una base de W. Sea T una transversal de H en G, entonces, para o = tH € G/H
tenemos que

Wy = @ Cewn
heH

y de este modo, dado que todo g € G se escribe de manera unica en la forma th con t € T y

h € H, tenemos que
V:@Ceg:@@Ceth: @ W,
geG teT he H ceG/H

Ejemplo 3.10. Sea X = G/H, sobre el cual G acttia por multiplicaciéon a la izquierda, es
decir, si 0 € G/H con o = tH, entonces go = 7 con 7 = (gt)H. Sea V la representacién de
permutacién asociada a esta accién de G sobre G/H, de modo que V' tiene una base (€5)seq/H
indexada por los elementos de G/H y ge, = e4o. Consideremos el subespacio de dimension 1
generado por ep, es decir W = Cep. Esta es claramente (isomorfa a) la representacién trivial

de H. Veamos que
V = IndGW.

En efecto, si T' es una transversal de H en G con 1 € T', entonces

V= @ CeU:@CetH:@ (Cep) = @ W,.

c€G/H teT teT 0c€G/H

Dicho de otro modo, la representacién de permutaciéon de la accién de G sobre G/H es
inducida por la representacién trivial de H.

Dada una representaciéon V' de G inducida por una representaciéon W de H, tenemos por
definicién que
O W

ceG/H

Cuando o = H, tenemos que W, = W de modo que W C V. De este modo existe una aplicacién
lineal canénica ¢ : W — V = Ind% (W), que es simplemente la inclusién de W en V. De manera
similar, la aplicacién identidad V — Res% (V) (y Res% (V) — V) es una aplicacién lineal, pero



no un morfismo de representaciones (obviamente, pues V es una representacién de G mientras
que Res(V') es una representacién de H. Lo sé, es un comentario esttipido, pero a veces es bueno
aclarar las cosas).

Teorema 3.11 (Propiedad universal). Sean V,V' dos representaciones de G tal que V
es inducida por una representacion W de H. Entonces para cualquier morfismo de repre-
sentaciones f: W — Res§ (V') existe un tdnico morfismo de representaciones f :V — V'
tal que el siguiente diagrama conmuta:

Demostracion. Escribamos

Por ende, basta definir f en cada sumando W,. Sea v € W, y sea g € 0 = gH. Notemos que
v = gw para cierto w € W, y de este modo g~'v = w € W. Asi, definimos

fv) = gf(g™"v).

Notemos que f(v) estd bien definido, es decir, no depende de la eleccién de g € o. En efecto,
sea ¢’ € o, de modo que g~ '¢g’ € H y asi ¢’ = gh para cierto h € H, con lo cual tenemos que

g f((¢) ") = ghf(h g~ v) = g(hf(h (g7 0))) = gf (hh ™" (gv)) = gf (g~ "),

onde hemos usado el hecho de que f es un morfismo de representaciones de H. Esto implica
donde h do el hecho d fi d taci de H. Esto impli
que la definicién de f : W, — V' depende tinicamente de o y no de los representantes de o. En
general, si v € V podemos escribir v = Z w, para unicos w, € W, y de este modo

ceG/H

define completamente a f : V — V’. Claramente fv es lineal, por lo que debemos probar que es

un morfismo de representaciones: Sea g € G y sea v = Z wy € V con w, € W,. Entonces,
oceG/H

tenemos que gw, € go y si escogemos g, € go, tenemos que

Flgo)= 3" flows) = > goflg5'gws) =9 > 9 90f(95 " gwo)

oc€G/H ceG/H ceG/H

Ahora, tenemos que g 'g, € 0 € G/H y escribiendo g/, = g~'g, para cada ¢ € G/H tenemos
que

flgv)=g > g f((dy)  wo) = gf(v),

ceG/H

por lo que f es un morfismo de representaciones.
Para probar que el diagrama conmuta, sea w € W, entonces como 1 € H,

flw) =1f(17"w) = f(w),



de donde

fouw) = f(z) = f(w) = idys o f(w).
Esto completa la demostracion de la existencia.

Para la unicidad, sea f : V — V' un morfismo de representaciones que también hace conmu-
tar al diagrama. Sea v € W, y sea g € o, entonces tenemos que g~ 'w € W y asi

F) = flgg™v) = gf(g7"v) = gf(g"v) = f(v).

De este modo las restricciones de f y f a cada sumando directo W, coinciden, por lo que

f=1r [ ]

Corolario 3.12. Sean V y V' representaciones de G inducidas por representaciones W
y W' de H, respectivamente. Si W = W' entonces V=V’

Demostracién. Sea f : W — W’ un isomorfismo de representaciones de H. La inclusién i’ : W’/ —
Res% (V') es un morfismo de representaciones (verificarlo) y por ende i’ o f : W — Res(V’) es
un morfismo de representaciones de H. La propiedad universal establece que existe un tinico
morfismo de representaciones de G, f: V — V' cuya restricciéon a W coincide con i’ o f. El
mismo argumento con f ~!en lugar de f muestra que existe un morfismo de representaciones de
G, f~1: V' = V cuya restriccién a W’ es la composicion W — W — Res(V). Es inmediato que
fo fl=idy y f1 of: idy, por lo que f: V — V' es un isomorfismo de representaciones. W

Ejercicio 3.13. Pruebe que, en la demostracién anterior, efectivamente se tiene que fof-1l=
idV/ y fﬁl o] f = idv.

Proposiciéon 3.14. Sean Vi y Vo dos representaciones de G inducidas por representacio-
nes W1 y Wa de H, respectivamente. Entonces

Vi @ Vo = IndG (W) @ Wh).
Dicho de otro modo,
Ind$G (W, & W) = IndG (W) & Ind$ (Ws),

es decir (el funtor) Ind$ conmuta con las sumas directas.

Demostracion. Escribimos

Vi= @ (W) y Vo= @ (W2)o,

ceG/H ceG/H

de modo que

VieVa= @ W)e® D Wa)o= B (W) & (Wa)o).

ceG/H ceG/H ceG/H

Probemos que para todo o € G/H se tiene que (W &Wa), = (W1),® (Wa),. Esto es inmediato:
sea t € T, con T una transversal de H en G, tal que 0 = tH, entonces

(W1 @ Wa)e = t(W1 @ Wa) = t(W1) @t(W2) = (W1)s © (Wa),.



De este modo

VieVa= P W)e® (Wa)o= P (W1 &Ws), =Indf(W; & Wa).
oceG/H o€G/H

Proposicién 3.15. Sea V una representacion de G inducida por una representacion W
de H. Sea W' C W wuna subrepresentacién de W de H y sea

Vi= ) Wo=) W),

ceG/H teT

donde T es una transversal de H en G. Entonces V' es una subrepresentacion de V de G
y ademds
V' = IndG W’

Demostracion. Para cada o € G/H tenemos que W, C W,, de modo que la suma Z W/ es
ceG/H
directa. El hecho de que V' es una subrepresentacién de V' se sigue del Lema |

Proposicién 3.16. Sean U y V representaciones de G tal que V' es inducida por una
representacion W de H. Entonces la representacion U RV de G es inducida por la repre-
sentacion Res%(U) @ W de H. Dicho de otro modo,

U @ Ind% (W) = Ind$% (Res$ (U) @ W).

Demostracion. Escribamos

V=& W,

oceG/H

entonces tenemos que

UaV=U P W= P UaW,).
oceG/H geG/H

Probemos que
(U W,) = (Res(U) @ W),, para todo o € G/H.

Sea T una transversal de H en G y sea 0 = tH con t € T. Entonces t(Res(U)) = U y asi
(Res(U) @ W), = t(Res(U) @ W) = t(Res(U)) @ t(W) =U @ Wy,

lo que completa la demostracién. |

Corolario 3.17. Sea U una representacion de G. Entonces, si V es la representacion de
permutacion de la accion de G en G/H, tenemos que

Ind% (ResG(U)) =X U @ V.

Demostracion. Recordemos que, por el Ejemplo V =Ind%(1) donde 1 es la representacién
trivial de H. Ademds, por el Ejercicio 2.7 sabemos que Res(U) ® 1 = Res(U), y por el Corolario



se tiene que Ind% (Res% (U)) = Ind% (Res%(U) @ 1). De este modo, por la proposicién
anterior,
d% (Res%(U)) = nd% (ResG(U) ©1) 2 U @ nd2 (1) 2 U oV,

como se deseaba probar. |

Teorema 3.18. Dada una representacion W de H, existe una dnica (salvo isomorfismo)
representacion V de G tal que V = Ind§(W).

Demostracion. La unicidad es precisamente el contenido del Corolario Para probar la
existencia supongamos primero que W es irreducible. Por la Proposiciéon 2.18 sabemos que W
es isomorfa a una subrepresentacién W’ de la representacion regular C[H]. Pero por el Ejemplo
[3.9, tenemos que
C[G] = Ind% (C[H]).
Sea V' = Z W!. Por la Proposicién |3.15 tenemos que V' es una representaciéon de G, que es
ceG/H

una subrepresentacion de C[G] y que es inducida por W’. De este modo V' es una representacién
de G inducida por W.

Si W no es irreducible, podemos descomponerla en una suma directa de representaciones
irreducibles W = Wy & --- @ W,., y para cada i existe una representacion V; de G inducida por
W;. De este modo, por la Proposicién tenemos que

Vie---aV, :Indg(WlEB"'@Wr) :Indg(W)7

lo que completa la demostracion. |

Observacion. La proposicion anterior proporciona un método para inducir representaciones. Sin
embargo, a primera vista, esta construccién parece no ser funtorial: Dada una representacién
W de H, estamos obteniendo una representacion V de G que contiene una subrepresentacién
W' de H isomorfa a W tal que V = Ind(W’) y a esta representacién la consideramos como la
representacién inducida por W. En la siguiente secciéon probaremos que, en efecto, Indf] define
un funtor, y daremos una demostracién mucho mas transparente del teorema anterior.

3.3. Induccién de representaciones: La reciprocidad de Frobenius

Igual que antes, sea G un grupo finito y H < G un subgrupo. El élgebra de grupo C[G] tiene
una estructura natural de (C[G], C[H])-bimddulo dada por multiplicacién.

Lema 3.19. C[G]| es un C[H|-mddulo derecho libre. Si T es una transversal de H en G,
entonces T' es una base de C|[G| sobre C[H]

Demostracion. Sean oy = Z atph € C[H], con ayp, € C para cadat € T'y h € H, tales que

heH
0= Ztat = Z Z ag pth.
teT teT heH
Dado que todo elemento de G se escribe de manera tnica en la forma thcont € Ty he H'y
que G es linealmente independiente sobre C, se sigue que a; ;, = 0 para todot € Ty todo h € H,
de donde a; = 0 para todo t € H. De este modo el conjunto 7" es linealmente independiente por
la derecha sobre C[H]. Si g € G, existen tnicos t € T'y h € H tales que g = th, de modo que
todos los generadores de C[G] estén en el C[H]-submddulo derecho de C[G] generado por 7. W



De este modo, dado un C[H]-médulo (o, lo que es lo mismo, una representacién de H) W,
entonces

ClG] ®cim W

es un C[G]-médulo. Asumamos ahora que W es una subrepresentacién de Res% (V) para cierta
representacion V' de G. Entonces V' es un C[G]-médulo. Mas ain, vemos que

Vi= Y W,CV
oceG/H

es una subrepresentacion de V' (ver el Lema y por ende un C[G]-submédulo de V. Conside-
remos la aplicacion
ClGlxW — V
(g,w) — guw.

Esta aplicacién es C[H]-balanceada, pues si g € G, h € H y w € W, tenemos que
(gh)w = g(hw),
y de este modo induce un morfismo de grupos abelianos

v (C[G]@(C[H]W — V
g w — gw

que es claramente un morfismo de C[G]-mddulos.

Lema 3.20. EI homomorfismo v construido anteriormente es inyectivo y su imagen es

V.

Demostracion. Por el Lema dada una base wy, ..., w,, de W, todo elemento de C[G] Qc[H]

m m
W puede escribirse en la forma Z Z atit ® w;. Sea entonces r = Z Z at it @ w; € Ker(y),
teT i=1 teT i=1

Z Z amtwi =0.

teT i=1

esto significa que

Pero los vectores tw; son linealmente idependientes en V' (;Por qué?), de modo que todo a;; = 0
y por ende z = 0. Que la imagen de v es V' es inmediato de las definiciones, ya que todo
elemento de V'’ es combinacién lineal de vectores de la forma tw; cont € Tei=1,...,m. N

Proposicién 3.21. La representacion V' es inducida por W si y sélo si el homomorfismo
v: ClGl®@cim W — V

es un isomorfismo de C[G]-mddulos.

Demostracion. V es inducida por W si y s6lo si V. = V', pero V' es la imagen de ~, por ende
V es inducida por W si y sélo si 7y es sobreyectiva. Como +y es inyectiva por el lema anterior, se
sigue el resultado. |

Motivados por la proposicién anterior, definimos el funtor

Ind% : C[H]-mod — C[G]-mod

10



por
Ind (W) = C[G] ®cpm W

para cada C[H]-médulo W. Si f: W — W' es un morfismo de C[H|-mé6dulos, definimos
Indg(f) = idgiq ® f : C[G] @cim W — C[G] ®cpa w'.

Ejercicio 3.22. (De teoria de categorias) Verifique que este es efectivamente un funtor. Mas
aun, es un funtor aditivo entre las categorias abelianas de C[G]-médulos y C[H]-médulos.

La ventaja de esta nueva definicién es la siguiente:

Otra demostracion del Teorema[318. La existencia viene de la definicién del funtor Ind%. La
unicidad es simple: Si W =2 W’ como C[H]-médulos, entonces

Indf (W) = C[G] ®cym W = C[G] ®cimy W = Ind% (W).

Sean V un C[G]-médulo y W un C[H]-médulo. Definimos aplicaciones

¢ =Py : Homcgyg (Ind%(W), V) — Hom@[m(ﬂ/, Resg(V))

U =Wy, : Homgcpy (W, Res% (V) — Homgyg(IndG (W), V)

del siguiente modo: Si f : (Ind% (W) — V es un morfismo de C[G]-médulos, entonces ®(f) :
W — Res% (V) es el morfismo de C[H]-médulos definido por

O(f)(w)=flow), para todo w € W.

En cambio, si h : W — Res%(V), la aplicacién b’ : C[G] x W — V dada por h'(g,w) = gh(w)
es claramente C[H|-balanceada y por ende induce un tinico homomorfismo de grupos abelianos
W(h) : C[G] ®cimy W — V, que consideramos como definicién de W. Notemos que, de esta
definicién,

U(h)(g ®w) = gh(w), para todo g € G,w € W.

Teorema 3.23 (Reciprocidad de Frobenius). Las aplicaciones ® y ¥ son mutuamente
inversas, es decir
®oW =1id Y Uod =id

Mds ain, si o : V. — V' es un homomorfismo de C[G]-mddulos y 5 : W — W' es un
homomorfismo de C[H]-mddulos, entonces el diagrama

Homeyg) (nd% (W), V) 2225 Homeyg (IndG (W), V) —2 Home(g (Ind§ (W), V')

(PW/’VJ, J{@W’V J/CPW’V/

HomC[H](W’,Resg(V)) —5 Homgyq) (W, Res% (V) Restal. Homg (W, Res% (V).

conmuta.
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Observacion. Dados un anillo A y un A-médulo P, entonces todo homomorfismo de A-médulos
a : M — N induce una aplicacién (de conjuntos) o* : Hom(N, P) — Hom(M, P) que a cada
f: N — P aplica en o*(f) = foa : M — P. Similarmente todo morfismo 8 : M — N
induce una aplicaciéon g, : Hom(P, M) — Hom(P, N) que a cada h : P — M aplica en .(h) =
foh:P — N.Dicho de otro modo, Hom(—, P) es un funtor contravariante de la categoria de
A-médulos en la categoria de conjuntos y Hom(P, —) es un funtor covariante de la categoria de
A-médulos en la categoria de conjuntos.

Demostracion. Esta es una simple verificaciéon: Con la notaciéon anterior, si w € W'y g € G
tenemos que
(® o W) (h)(w) = ®(¥(h))(w) =V(h)(1®w)=1h(w) = h(w)

(Tod)(f)lg@w)=V(2(f))(g®w) =g®(f)(w) =gf(1®w) = flg(l®w)) = flg®w)

donde en la pentltima igualdad hemos usado el hecho de que f es un morfismo de C[G]-mddulos.
[ |

Ejercicio 3.24. Complete la demostracion verificando que el diagrama dado es conmutativo.
Ayuda: Esto es una simple verificacion, no hay ningun tipo de trampa.

Observacion. Al estudiante aventajado, el teorema anterior le puede resultar muy familiar: Lo
que establece es que precisamente Indf] es el funtor adjunto por izquierda del funtor Res% (v al
revés, que Resg es el funtor adjunto por derecha de Indg). En particular esto implica que Resg
es exacto por izquierda y que Ind% es exacto por derecha.

Ejercicio 3.25 (Un ejercicio que toda persona interesada en teoria de representaciones debe
hacer al menos una vez en su vida, pero por ahora, destinado a quienes conocen un poco mas
de categorfas). Definimos un funtor Coind% : C[H]-mod — C[G]-mod del siguiente modo: Si
W es un C[H]-mé6dulo, entonces

Coind% (W) = Homg ) (C[G], W),

en donde, como C[G] es un (C[G], C[H])-bimédulo, tenemos que Coind% (W) es un C[G]-médu-
lo. Si f : W — W’ es un homomorfismo de C[H]-médulos, definimos Coind%(f) = f. :
Homgq)(CIG], W) — Homgg](C[G], W').

(a) Describa la estructura de C[G]-médulo sobre Coind% (W) y pruebe que f, es un homo-
morfismo de C[G]-médulos.

(b) Pruebe que Coind% (W) es un funtor adjunto por derecha del funtor Res%.
(c) Pruebe que los funtores Coind$ (W) y Ind% (W) son naturalmente isomorfos.

(d) Concluya que los funtores Indg y Resg son un par de funtores biadjuntos y, en particular,
que ambos funtores son exactos.
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3.4. Induccién de caracteres: La reciprocidad de Frobenius clasica

La versién original del teorema de reciprocidad de Frobenius es un poco diferente a como la
enunciamos en la seccién anterior. Esta versién original hace referencia a caracteres. Pero antes
de aventurarnos a ella, es necesario estudiar cémo se comportan los caracteres bajo el proceso
de induccién. Vimos anteriormente que el caracter de la restriccion de una representacion es
precisamente la restriccion del caracter. Sin embargo, para el caso de la induccion el asunto
no es tan simple. En lo que sigue, denotaremos por (- | )¢ al producto interno del espacio
Classc(G) y por (- | -)g al producto interno del espacio Classc(H).

Recordemos que tenemos un homomorfismo de C-algebras Res% : Classc(G) — Classc(H)
que en consecuencia es una aplicacién C-lineal entre espacios con producto interno. Cabe enton-
ces preguntarse cudl es operador adjunto (Res%)* : Classc(H) — Classc(G), es decir, el tinico
operador que verifica la igualdad

(¢ | Res(¥) i = ((Resf)*(¢) | ¢)a,  para todo ¢ € Classc(H),1) € Classc(G).

Sean ¢ € Classc(H) y 1 € Classc(G), y escribamos ¢’ = (Res%)*(p). Entonces debemos tener

Zso ,G|Z¢

hEH geG

Fijemos gy € G y sea C la clase de conjugacion de gy en G. Elijamos v como la funcién que
toma el valor de 1 en C'y 0 fuera de C. Como ¢’ es una funcién de clases, ¢’ es constante en C,
con valor ¢'(gg) y de este modo obtenemos

l,
G F ) =y 2 el

hEHﬁC’

Notemos que h € HNC siy sélosi h € Hy h = ggog~ " para algin g € G. Ahora, notemos
que la expresién de un elemento h € H en la forma ggog~! con g € G no es tnica: Si g1, g2 € G
son tales que gigog; ' = gagogy " entonces (g5 'g1)go(g; '91) ™t = go, lo que significa que g, g1
pertenecen al estabilizador Stabg(go) de go por la acciéon de G sobre si mismo por conjugacién.
Por el teorema orbita-estabilizador, sabemos que existe una biyeccién G/Stabg(go) — C pues
C es la 6rbita de gy bajo esta accién; por ende

|C’| 1 1 _1 1 1 -1
¢'(90) = e (99097 ") = T TATAT ©(9909™ ),
61 ) = T Sanalm)] 2 e 2
ggog~'€H 9909~ '€H
de donde 1
¢ (90) = T > wlggg ).
geG
9909~ '€H
Dado que go € G es arbitrario, obtenemos que
* 1 —
(Res%)*(0)(g) = Il Z o(hgh™1), para todo g € G, ¢ € Classc(G).
heG
hghgleH

Este calculo, a mas de ser interesante por derecho propio, resulta que nos da la férmula para el
caracter de una representacion inducida:
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Teorema 3.26. Sea W una representacion de H y V = Ind% (W), entonces

xv = (Res§)* (xw),

es decir,

xv(g) = T > xw(hgh™),  para todo g € G.

heG
hgh—leH

Demostracion. Escribamos V = @ We. Si g € G tenemos que g(W,) = Wy, y por ende los
o€G/H

sumandos que contribuyen a la traza de g |y son aquellos tales que go = 0. Sea t € o, entonces

go = o siy sélosit gt € H, de modo que, si T es una transversal de H en G

xvig)= Y. Tr(g lyw))-

teT
t~lgtcH

Probaremos que para todo g € Gy todo t € T tal que t~'gt € H se verifica
Tr(g lyw)) = xw(t ™ gt).
Para esto, basta notar que para tales t y g se tiene que
tlw ot gt) lw= g lsw) ot lw,

y por ende
" gt) lw=(t lw) " o g luw) ot lw,
de donde

Tr(g lwy) = Te((t lw) " o g Ly ot [w) = Te((t gt) lw) = xw(t™'gt).

Con esto tenemos que

_ 1 _
xvig)= Y. xw(t'gt)= Il > xw(hgh™),
teT hed

t~lgtcH hgh—leH
pues |G| = |T||H]|. Esto completa la demostracion. [ |

Este teorema motiva la siguiente definicién

Definicién. Definimos el operador Ind$ : Classc(H) — Classc(G) como el operador Ind§ =
(Res$)*, es decir,

1
Ind%(¢)(g) = 7l Z o(hgh™), para todo g € G, ¢ € Classc(G).

Hl e
hgh—leH

Si xw es el cardcter de una representacién W de H y si V = Ind$ (W), diremos que el caracter
xv = Ind% (xw) es el cardcter inducido por Yy .
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Teorema 3.27 (Reciprocidad de Frobenius clésica). Sean V' una representacion de G y
W una representacion de H, entonces

(Ind(xw) | xv)a = (xw | Res(xv))u-

Demostracion. Esto es inmediato del hecho de que Ind es el operador adjunto de Res. |

Ejercicio 3.28 (Una demostracién directa de la reciprocidad de Frobenius clésica). Si Vi, Vs
son dos C[G]-médulos (o, equivalentemente, dos representaciones de GG), definimos

<V17 VY2>G = dlm HOHIG(‘/l, ‘/2)

(a) Muestre que (V1,Va)a = (xv; | xw)a-

(b) Sea W una representaciéon de H y V una representaciéon de G. Usando la reciprocidad de
Frobenius (no clasica) pruebe que

(IndG (W), V)g = (W,Res (V) .
(¢) Deduzca la reciprocidad de Frobenius clasica de (a) y (b).

3.5. El teorema de Wedderburn-Artin y la transformada de Fourier

El teorema de Maschke implica que todo C|[G]-médulo puede descomponerse en una suma
directa de C[G]-médulos simples. En el lenguaje de la teoria de anillos, esto significa que el
algebra de grupo C[G] es una C-dlgebra semisimple. Recordemos el teorema de Wedderburn-
Artin para algebras semisimples:

Teorema 3.29 (Wedderburn-Artin). Sea R una k-dlgebra semisimple de dimension finita.
Entonces R es isomorfa a un producto directo de dlgebras de matrices

R=M,, (A1) x -+ x My, (4p)

donde n; son enteros positivos y A; son k-dlgebras de division de dimension finita para
todo 1 <1 < p.

Para una demostracién de este teorema en el caso de anillos, se sugiere el libro de T. Y. Lam,
A first course in noncommutative rings. Omitiremos la demostracién en este cursillo pues esta
no se enmarca en la visién del mismo.

Notese que como C es algebraicamente cerrado, toda C-algebra de divisién de dimension
finita sobre C es igual a C, de modo, que para el caso del dlgebra de grupo se tiene que

ClG] =M, (C) x --- x M, (C)

para ciertos enteros positivos ni,...,ny.

Sin embargo, disponer de un teorema asi y no demostrarlo deja un sinsabor y una mala
imagen del tutor de este curso. Por ende, en lo que sigue, presentaremos una demostracién de
este teorema que hace uso de la teoria de representaciones para el caso particular del algebra

C[al.
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Sea r el niimero de clases de conjugaciéon de G, entonces existen exactamente r representa-
ciones irreducibles de G (salvo isomorfismo) Wi,..., W, o lo que es lo mismo, r C[G]-mddulos
simples. Si n; = dim W;, la descomposicién regular admite la siguiente descomposicion:

ClG] = Wl@"l DD Wr@”r.

Pero dim(W;2™) = n? = dim End(W;) donde End(W;) es el espacio vectorial de endomorfismos
lineales W; — W,. Esto sugiere que podemos pensar en una descomposicion mas natural en la

forma .
G] = @ End(W;)
i=1

En efecto, escribamos p; : G — GL(W;) para la representacién de G en W;. Por linealidad este
homomorfismo de grupos se extiende a un homomorfismo de C-algebras p; : C[G] — End(W;)
de modo que

Z agg | = Z agpi(g)

geG geG

Esta familia de homomorfismos de algebras inducen un homomorfimo de C-algebras

G] — € End(W;
i=1
dado por

o(g)(wy, ..., wy) = (p1(g9)(w1),- .., pr(g)(w:)), para todo g € G, w; € W;.

Teorema 3.30 (Wedderburn-Artin para el algebra de grupo). El homomorfismo de dlge-
bras ¢ construido arriba es un isomorfismo.

Demostracion. Sea x = Z aqg € Ker(yp), entonces para cada 1 <1i < r, sea w; € W;, de modo

geG
que tenemos

Zaggwizo, 1< <n.
geG

Esto implica que Z aqgg |w,= 0 para todo i y por ende que z = 0. Asi ¢ es inyectiva. Dado que
geG

dimC[G] = |G| = Zn —dlm@End

se sigue que ¢ es un isomorfismo. |

A continuacién veremos que, en cierto sentido, el isomorfismo ¢ puede pensarse como la
transformada de Fourier sobre C[G]. Previo a ello, haremos algunas consideraciones:

Sea C el espacio vectorial de todas las funciones G — C. Claramente C¢ es una C-algebra
con la suma y producto usual de funciones. Sin embargo existe otro producto sobre CE:

Definiciéon. Dadas dos funciones u,v : G — C, se define su convolucién como

(wxv)(g) =D u(h)o(h™'g),  geq.

heG
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Ejercicio 3.31. Pruebe que C% es una C-4lgebra asociativa cuando se la equipa con el producto
de convolucién.

En lo que sigue, consideraremos a C& como una C-algebra con el producto de convolucién.

Lema 3.32. La aplicacion v : C¢ — C[G] definida por

es un isomorfismo de dlgebras.

Demostracion. ¢ es C-lineal y sobreyectiva por definicién y claramente
dim C[G] = |G| = dim CY

(una base de C% est4 dada por las funciones ug que toman el valor 1 sobre g y 0 sobre cualquier
otro elemento de G). Por ende, basta probar que v es un morfismo de algebras. Sean u,v : G — C
funciones, entonces

Y(uxv) = (uxv)(g)g

geG

= Z Z w(h)v(h™!
geG heG

= ( > U(h)v(h')) g
geG \hh'=g

= (Z U(g)g> (Z v(g)g)

geG geqG
= P(u)Y(v).

Definicién. Sea p : G — GL(V) una representacion de G y v : G — C una funcién. La
transformada de Fourier de u relativa a p es

u(p) =Y u(g)p(g) € End(V).

geG

Teorema 3.33. Sea p : G — GL(V) una representacion de G y sean p; : G — GL(W;)
las representaciones irreducibles de G, con 1 < i < r. Entonces

(i) Para todo par de funciones u,v : G — C se tiene que

—

uxv(p) =1u(p)v(p).

(ii) Férmula de inversiéon de Fourier. Siu: G — C es una funcion, entonces

u(g) |G‘Zdlm D Te(pi(g™a(pi))-
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(iii) Férmula de Plancherel. Sean u,v : G — C funciones, entonces

_ 1 &G PO
> ulg)o(g™) = al > dim(Wy) Te(a(p)o(p)-
geCG =1
Demostracion. La demostracién se deja como ejercicio. |

Ejercicio 3.34. Usando la férmula de inversién de Fourier, encuentre explicitamente la inversa
del isomorfismo ¢ : C[G] — @ End(W;). Explique después por qué ¢ puede interpretarse como
la transformada de Fourier.

18



	Inducción y restricción de representaciones
	Restricción de representaciones
	Representaciones inducidas
	Inducción de representaciones: La reciprocidad de Frobenius
	Inducción de caracteres: La reciprocidad de Frobenius clásica
	El teorema de Wedderburn-Artin y la transformada de Fourier


