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4. Tablas de caracteres; Ejemplos; Teorema de Frobenius

4.1. Tablas de caracteres

Dado un grupo finito G, recordemos que el caracter xy de una representacion V de G es
una funcién de clases, por ende basta conocer sus valores sobre un representante de cada clase
de conjugacién de G. Supongamos que G tiene r clases de conjugacién C1,...,C, y sea g; un
representante de la clase C;. Recordemos ademds que el nimero de caracteres irreducibles de
un grupo G estd dado por r. Denotaremos por Wi,..., W, a las representaciones irreducibles
(médulo isomorfismo) de G.

Definicion. La tabla de caracteres del grupo G es la matriz

Oxw; (95))1<ij<n-

Siendo fieles al nombre tabla de caracteres, para escribir una tabla de caracteres lo haremos en
forma de una tabla, donde las etiquetas de las columnas seran los representantes de las clases de
conjugacion y las etiquetas de las filas seran los nombres de los caracteres. Siempre escribiremos
los valores del caracter de la representacién trivial en la primera fila. Ademés agregaremos una
fila de etiquetas sobre la fila que contiene a los representantes de las clases de conjugacion,
indicando el niimero de elementos en cada clase de conjugacion.

Ejemplo 4.1. Consideremos el grupo simétrico S3. Ya conocemos al menos dos de sus subre-
presentaciones irreducibles, la subrepresentacién

W:{(Zl,z2,23)€C3|2,’1:,22:z3}g1

V= {(Z17Z27Z3) € (Cg ‘ 21+ 29+ 23 = 0}

La primera es de dimensién 1 y la segunda es de dimension 2 y ambas son subrepresentaciones
de C? tales que C? = W @ V. Ademas, tenemos la representacién signo: sign : S3 — C* que a
cada o € S3 le asigna el signo de o y que denotaremos por U.

Ahora, notemos que |S3| = 6 y que S3 tiene 3 clases de conjugacion:

= La clase C; que consta solamente del elemento identidad;
» La clase Cy que consta de todas las transposiciones, es decir Co = {(1 2), (1 3),(2 3)};
» La clase C3 que consta de los 3-ciclos, es decir, C5 = {(123),(132)}.
En la representacién trivial, todos los elementos de S3 actiian por la identidad en C y asi
x1(o) =1, para todo o € Ss.
Ahora, observemos que los elementos 0 = (1 2 3) y 7 = (1 2) estén representados en la base

{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}



de C? por las matrices

oo+
o= o
«
)
Il
o= o

de modo que
xc3(0) =0 vy xes(r) =1

Con esto, dado que xc3 = xv + xw ¥ Xw = X1 obtenemos que

xve()=1, xvl@)=1, 'y xulr)=-L

Dado que xy # x1 se sigue que las representaciones de dimensién 1 dadas por U y 1 no son
isomorfas. Como S3 tiene tres clases de conjugacién, tenemos que estas tres representaciones son
todas las representaciones irreducibles de S3 (médulo isomorfismo), y tenemos la siguiente tabla
de caracteresp para Ss:

1 3 2

1 (12) (123)
i |1 1 1
o |1l -1 1
vwl2 0 -1

4.2. Grupos abelianos y grupos ciclicos

Los grupos mas sencillos que podemos estudiar (y que conocemos mejor) son los grupos
abelianos finitos (en general, finitamente generados). Su teoria de representaciones resulta ser
muy sencilla:

Proposiciéon 4.2. Sea A un grupo abeliano finito. Entonces toda representacion irredu-
cible de A es de dimension 1.

Demostracién. Como A es abeliano, A tiene precisamente |A| clases de conjugacién (pues
bab~! = a para todo a,b € A) y por ende tiene |A| representaciones irreducibles (médulo
isomorfismo). La representacién regular R = C[A] de A es de dimensién |A| y contiene a cada
representacion irreducible W de A exactamente dim(W) veces. Sean W7, ..., Wy las represen-
taciones irreducibles de A, y sea n; = dim(Wj;), entonces tenemos que

|A]
4] = dim(R) = 3 n?,
i=1
y como cada n; > 1, esto implica que n; = 1 para todo i = 1,...,|A]|. [ |

Los ejemplos prototipicos de grupos abelianos son los grupos ciclicos. Denotemos por C,, =
(o0 | o™ = 1) al grupo ciclico de orden n. Sea (, una raiz n-ésima primitiva de la unidad, es



decir, ¢, = e2kmi/n para, algtin entero k relativamente primo a n. Para cada k =0,1,...,n—1

definimos la representacién py : C,, — GL(W}), donde W), = C para todo k& mediante

pi(o) = (.

Por definicién tenemos que xw, (o) = ¢F y por ende estas representaciones son dos a dos disjun-
tas y por ende forman una familia completa de representaciones irreducibles de C,,. Con esto,
obtenemos la siguiente tabla de caracteres para Cy:

11 1 1

1 o o2 o1
xw, |1 1 1 1
XW1 1 Cn Cﬁ 77;71
w, [1¢ b gy
XWa |1 QLD

Ejercicio 4.3. (a) Muestre que la entrada (i,j)-ésima de la tabla de caracteres de C), es
(i-1)(j-1)
Cn :

(b) Muestre que si elegimos una raiz primitiva de la unidad distinta (/,, las representaciones
W/ definidas por o + (¢},)* son las mismas que las representaciones W, pero en orden
distinto, es decir, que existe una permutacién n € S,, tal que W], = W, x) para todo k.

(c) Escriba explicitamente la tabla de caracteres para Cy, C3y Cy.
(d) Escriba la tabla de caracteres para el grupo alternante As.

Es un resultado muy bien conocido que todo grupo abeliano finito es una suma directa
(o producto directo, que en este caso es lo mismo) de grupos ciclicos finitos: Para todo grupo
abeliano finito A, existe una dnica familia de enteros positivos ny, ..., ny tales que n; | n,11 para
i=1,...,k—1 (lamados factores invariantes, igual que los polinomios divisores fundamentales
que aparecen en el estudio de las formas canoénicas racional y de Jordan. De hecho, ambas cosas
son casos particulares de una teoria general, la teoria de mdédulos finitamente generados sobre
dominios de ideales principales) y tales que

A=Cpy X% Cp,,

0, en notacion aditiva,

A=Z/ny & - B L/ny.

Este es el famoso teorema de estructura de grupos abelianos finitos y puede ser encontrado en
cualquier libro decente de élgebra, por ejemplo en Algebra de Serge Lang (Teorema 8.2, Capitulo
1). Este es un caso particular del teorema de estructura de grupos abelianos finitamente generados
que a su vez es un caso particular del teorema de estructura de mddulos finitamente generados
sobre un PID.

Este teorema permite determinar la teoria de representaciones de un grupo abeliano por
completo:

Sean G, H dos grupos (no necesariamente abelianos) y sea G x H su producto directo. Si
p: G — GL(V)yn: H — GL(W) son representaciones, entonces definimos su producto



tensom’aﬂ p®n:Gx H— GL(V ® W) como la representacion

(p@n)(g,h)(v@w) = p(g)(v) @n(h)(w), veVweWgeG hecH.

Proposicién 4.4. Sean p: G — GL(V) yn: H — GL(W) representaciones de G y H,
respectivamente. Entonces

(i) El cardcter de p @ n estd dado por
xvew (g, h) = xv(g)xw(h), para todo g € G,h € H.

(i) Si V y W son irreducibles, entonces V@ W es una representacion irreducible de
G x H.

(iii) Si k : G x H — GL(U) es una representacion irreducible de G x H, entonces
existen representaciones irreducibles p: G — GL(V) yn: H — GL(W) de G y H,
respectivamente, tales que (k,U) = (p@n,V @ W).

Demostracién. (i) es un calculo directo. Para (ii) observe que si V'y W son irreducibles, entonces
(xv|Ixv)a=1y (xw | xw)m =1y tenemos que

(xvew | xvew)axu = (xv | xv)a(xw | xw)a =1

de modo que V ® W es una representacion irreducible de G x H.

Finalmente si G tiene 1 clases de conjugacién y H tiene s clases de conjugacién, entonces
G x H tiene rs clases de conjugacién. Dado que existen rs caracteres irreducibles de la forma
Xvew dos a dos distintos, entonces estos forman una familia completa de caracteres irreducibles
y por ende toda representacién irreducible de G x H es del tipo mostrado en (ii). Esto prueba
(iii). [ |

Ejercicio 4.5. Si la anterior demostracién fue oscura para usted, aclarela completando todos
los detalles de la misma.

Por el teorema anterior, dado un grupo abeliano A, podemos descomponerlo en el producto
de grupos ciclicos. Ya que conocemos todas las representaciones irreducibles de grupos ciclicos,
entonces calculando los produtos tensoriales, podemos determinar todas las representaciones
irreducibles de A y sus caracteres.

Ejercicio 4.6. (a) Calcule la tabla de caracteres del grupo de 4 de Klein, Vj.

(b) Sean p y ¢ dos enteros positivos coprimos. Calcule de dos maneras distintas la tabla de
caracteres de C,4: directamente y usando el isomorfismo Cpy = C), x C,.

4.3. Grupos dihedros

Sea n un numero entero positivo, n > 3. Denotamos por Do, al grupo dihedro de orden 2n
(algunos autores lo denotan por D,,), es decir, al grupo

Dy, = (r,s|rm"=s*=1, srs =r 1),

No debe confundir esto con la definicién de producto tensorial de dos representaciones de G. Este es el
producto tensorial de dos representaciones, una de G y otra de H.



Recordemos que una lista completa de los elementos de Do, estd dada por

2 n—1 —2 n—1
Dop ={1,r,re, ..o 0" s sy s L s T}

v que todos los elementos sr* son reflexiones, es decir, (sr¥)? = 1 (verifiquelo) y por ende, en

particular s~! = s. Ademas, se verifican las siguientes igualdades:
srfs =7k, s(sr¥)s = srFs, rrfr=l =k, y r(srF)r = sr
Con esto podemos probar:
Ejercicio 4.7. Pruebe que el grupo dihedro D5, tiene las siguientes clases de conjugacion:
(i) Sin es par:
= 2 clases de un sélo elemento: {1} y {r"/?};

» 2 — 1 clases de dos elementos: {r,r~'},{r?,r72},..., {rz=1 r2tly,

2 clases de 2 elementos: {sr% [0 <j <2 —1}y {sr¥T]0<j <% -1}

(ii) Sin es impar:

» Una clase de un sélo elemento: {1};

n—1 n+1
= 221 clases de dos elementos: {r,r '}, {r®,r=2},... {r'z ;r'2 }
» Una clase de n elementos (las reflexiones): {s, sr,...,sr" 1}

Dado el ejercicio anterior, vemos que es necesario considerar separadamente los casos cuando
n es par o impar para poder estudiar sus representaciones y caracteres.

Representaciones y caracteres irreducibles de D,,, cuando n es par: En este caso, existen
5 + 3 representaciones irreducibles. Consideremos las siguientes representaciones: x; : Do, — C*
dadas por

xo(r) =xo(s) =1, xa(r)=—xa(s) =1, xo(r) = —xa(s) = =1, x3(r) = xs(s) = —1.

Es facil verificar (por ejemplo, usando el teorema de von Dyck) que x; estdn bien definidas y que
al considerar ; : Do, — C, entonces x; es su propio cardcter. Estas representaciones son dos a
dos disjuntas pues sus caracteres son dos a dos distintos. Para cada j = 0,...,n — 1 definimos
representaciones p; : Do, — GL(C?) mediante

ik —jk
pj<r’f>—<<g Cn“jk) y m(srk)—(cgk o )

donde ¢, = €2™/™ es una raiz n-ésima primitiva de la unidad.
Ejercicio 4.8. Denotamos por W; = C? al espacio de representacién de la representacion pj-

(a) Calcule los caracteres de las representaciones p; para obtener
, , 2mik
() = G G = 2c0s () (o) =0

(b) Pruebe que las representaciones p; y pn—; son isomorfas.



(c) Pruebe que las representaciones py y py,j2 no son irreducibles. Ayuda: pruebe que sus
caracteres verifican

XWo = X0 + X2 y XW, 2 = X2+ X3-

d) Pruebe que las representaciones p; con 1 < § < 2 — 1 son irreducibles.
q P Py J 2

(e) Concluya que la familia de representaciones xo,X1,x2,X3 ¥ pi, (1 < j < § —1) es la

coleccién de todas las representaciones irreducibles de Do,,.

(f) El subgrupo C,, = (r) es un grupo ciclico de orden n. Sea U; la representacién dada por
r — (). Pruebe que W; = Indgj” Uj. Ayuda: Use la férmula para los caracteres inducidos.

Representaciones y caracteres irreducibles de Ds, cuando n es impar: En este caso,

existen ”TH representaciones irreducibles.

Ejercicio 4.9. Pruebe que en este caso
(a) xo0 y X1 son representaciones de Dagy,.

(b) Las representaciones p; definidas anteriormente verifican que pg no es irreducible y que p;
Y pn—j son isomorfas.

(c) Las representaciones p; para 1 < j < ”T_l son irreducibles.

(d) Las representaciones xo, x1 ¥ pj, (1 <j < "T_l) son todas las representaciones irreducibles
de Dgn.

Ejemplo 4.10. La tabla de caracteres del grupo Dg es

1 2 3
1 T s
xo |1 1 1
X1 1 1 -1
wy, |2 wHw? 0
donde w = e2™/3,
Ejemplo 4.11. La tabla de caracteres del grupo Dg es
1 1 2 2 2
1 r sr
xo |1 1 1 1 1
x1 |1 1 1 -1 -1
x2 |1 1 -1 1 1
x3 |1 1 -1 -1 -1
xw, |2 -2 0 0 0




4.4. Grupos alternante A, y simétrico S,
Sabemos que |A4| = 12 y |Sy| = 24. Ademés Ay < Sy.
Ejercicio 4.12. Pruebe que A4 tiene 4 clases de conjugacion:

» O = {1};

= Cr={(12)(34),(13)(24),(14)(23)};
» C3={(123),(134),(243),(142)};y
s Oy ={(132),(234),(124),(143)}.
Maés atn, escribiendo o1 = (12)(34), 02 = (13)(24), 03 =(14)(23) y 0 = (1 2 3) pruebe que

Cs = {001,009,003} y Cy = {0%01,0%02,0%03}.

Para esto, puede resultar util probar primero las relaciones
-1 _ -1 _ -1 _
0010 =03, o090 =01, y o030 = 09.
Ejercicio 4.13. Mantenemos la notaciéon del ejercicio anterior.

(a) Pruebe que C3 = {1,0,03} es un subgrupo ciclico de A4 y que H = {1,01,02,03} es un
subgrupo normal de A4. Mas atn, pruebe que A4 = H x C35 (es decir, que Ay = HC3 y que
H N Cs = {1} o, equivalentemente, que todo elemento de A4 puede escribirse de manera
unica en la forma uv con u € C3, v € H).

(b) Sea f:C5 — C* un homomorfismo de grupos. Demuestre que existe una unica extensiéon
a un homomorfismo [’ : Ay — C* descrita del siguiente modo: Si o € A4, podemos escribir
o=wuv con u € C3y v € H unicamente determinados por o y con esto f'(o) = f(u).

Dado que el subgrupo C3 es un grupo ciclico de orden 3, posee tres caracteres irreducibles:

Xo(o®) =1, Xl(Uk) =wb y xa(0") =w*
para k € {0,1,2}, donde w = e2mi/3 — \[z Por el ejercicio anterior estos caracteres pueden
extenderse a caracteres de Ay, denotados con los mismos nombres,

k k k k
xo(c"oj) =1, x1(c"0j) =w y x2(0"0j) =w
para todo k € {0,1,2} y j € {0,1,2,3}, donde o := 1.
Como Ay tiene solamente 4 clases de conjugacion, sélo hace falta calcular un caracter irre-
ducible, al que denotaremos por xs. Si este cardcter proviene de una representacién irreducible
W, entonces debemos tener

2k

12 = |Ay] = 1+ 14 1+ dim(W;)?,

de donde dim(W3) = 3. Lo interesante es que podemos calcular el caricter restante sin conocer
la representaciéon Ws: Usando la relacion

3
> nix;(9)
=0

para todo g € Ay, g # 1, donde n; es la dimensién de la representacion asociada al cardcter x;,
tenemos que
1+w? +w

=0, X3(02) :_# =0, x3(o1) = —5 = —L

14w+ w?
3

Con esto, se obtiene la siguiente tabla de caracteres:

x3(o) = —



1 3 4 4

1 o1 o o2
xo |1l 1 1 1
x1 |1 1 w o w?
2|1 1 w? w
x3/3 -1 0 0

Ejercicio 4.14. Considere la representacién de S; en C* dada por
o(z1,29,23,24) = (20—1(1),za—l(g),zg—l(g),20—1(4)> .
Sea V C C* la subrepresentacion
V ={(21, 22, 23,24) € c? | 21 4+ 22 + 23 + 24 = 0}.

Finalmente, sea W = Resi‘i (V). Pruebe que W es la tnica (médulo isomorfismo) representacion
irreducible de A4 de dimension 3.

Ejercicio 4.15. (a) Sea V una representacion de G y H < G un subgrupo. Pruebe que
si Res% (V) es una representacién irreducible de H, entonces V es una representacién
irreducible de G.

(b) Concluya de lo anterior que la representacién V' de Sy, construida en el ejercicio anterior,
es irreducible.

Ejercicio 4.16. Pruebe que Sy tiene las siguientes clases de conjugacion:
= Kl tnico 1-ciclo: 1;
» Seis transposiciones: (12), (13), (14), (23), (24), (34);
= Ocho ciclos de largo 3: (123), (132),(124),(142),(134),(143),(224), (143);
» Tres productos de 2-ciclos disjuntos: o1 = (12)(34), 02 = (13)(24), o3 = (1 4)(2 3);
» Seis ciclos de largo 4: (1234),(1243),(1324),(1342),(1423),(1432).

Ejercicio 4.17. Sea H = {1,01,02,03}. Pruebe que H es un subgrupo normal de S;. Sea

ademas
K={oce€S;|o(4) =4}.

Pruebe que K es un subgrupo de Sy, que Sy = H x K y que K = S5.

Sabemos que S3 posee dos representaciones irreducibles x(, : S5 — GL(Wy) v X} : S5 —
GL(W7) de dimension 1 (la representacion trivial y la representacion signo) y una representacion
irreducible W de dimensién 2 (a la que anteriormente llamabamos V'), dada por

W = {(21722723) S C3 ’ 21+ 29 + 23 :O}

Compuestas con el isomorfismo K — S3 estas pueden considerarse como representaciones irre-
ducibles de K y pueden extenderse a representaciones de Sy del siguiente modo: Todo elemento
o € Sy se escribe de manera tnica en la forma o = uv con v € K, v € H, entonces la extensién
p de p’ estd dada por



De este modo obtenemos cuatro representaciones irreducibles de Sy: La representacion V' del
Ejercicio y las tres anteriormente descritas. Sin embargo, como Ay tiene cinco clases de
conjugacién, hace falta una representacion irreducible més, a la que llamamos U. Denotemos a su
caracter por xy, entonces podemos calcularlo conociendo los otros cuatro caracteres irreducibles
y obtener la siguiente tabla de caracteres:

1 6 8 3 6
1 (12) (123) (12)(34) (1234)
Yo |1 1 1 1 1
yi |1 -1 1 1 ~1
xw |2 0 2 -1 0
xv |3 1 ~1 0 1
xv |3 -1 -1 0 ~1

De esta tabla de caracteres se ve que xy = X1Xv, lo que implica que U = W; ® V', y de este
modo hemos obtenido también todas las representaciones irreducibles de Sy.

4.5. Teorema de Frobenius

Finalizamos esta exposicion con una presentacién de un resultado bellisimo de la teoria de
grupos, cuya demostracion depende fuertemente (al menos hasta el dia de hoy) de la teoria de
caracteres.

Definicién. Sea G un grupo y H un subgrupo propio no trivial (i.e. 1 < H < G). Decimos que
H es un subgrupo de Frobenius o un complemento de Frobenius si

HnNngHg t=1, para todo g € G — H.

El grupo G se dice un grupo de Frobenius si posee un subgrupo de Frobenius. Finalmente,
definimos

N =|G- U gHg™!
geG

y N = N'U{1}. El conjunto N se llama el nicleo de Frobenius de G.

Observaciones. (1) Note que N’ es el conjunto de todos los elementos de G que no son conju-
gados a ningun elemento de H.

(2) Un subgrupo H de un grupo G se dice un subgrupo malnormal si H N gHg™' = 1 para

todo g € G — H. Entonces un grupo de Frobenius es un grupo que posee un subgrupo
malnormal propio no trivial.

En la bibliografia suele darse otra definicién de grupo de Frobenius, que es equivalente a la
que hemos dado aqui.

Proposicién 4.18. Sea G un grupo finito que actia transitivamente sobre un conjunto
X con |X|>1 y tal que verifica

(i) Para cada g € G, g # 1, el elemento g fija a lo mds un punto de X. Es decir,
Hre X |gz=x} <1.

(ii) Ewxiste un elemento xo € X cuyo estabilizador es no trivial, es decir: Stabg(zo) # 1.

Entonces, si H = Stabg(x0), tenemos que H es un subgrupo de Frobenius y por ende G




es un grupo de Frobenius.
Reciprocamente, si G es un grupo de Frobenius, la accion transitiva de G en G/H wverifica
(i) y (ii), con xo = H € G/H.

Demostracion. Por (ii) tenemos que 1 < H. Si H = G, entonces grg = z¢ para todo g € G, lo
que es absurdo pues la accién de G en X es transitiva y |X| > 1. Asi 1 < H < G. Sea ahora
g € G — H, entonces gxg # xo. Sea h € HN gHg™ ', entonces h € H y existe h/ € H tal que
h = gh’g~'. Entonces tenemos que

xo = hxo = gh'g ‘o,

de donde h/(g~txg) = g~ 2o, pero gtz # xo y (i) implica que ' = 1, de donde h = gg~! = 1.

Por lo tanto H N gHg~' = 1 para todo g € G — H, lo que prueba que H es un subgrupo de
Frobenius y que G es un grupo de Frobenius.

Para el reciproco, notemos que la accién de G en G/H es transitiva y que como H < G, se
tiene que |G/H| > 1. Para cada g € G tenemos que

Stabg(gH) ={t € G |tgH = gH} ={t € G | g 'tgc H}y = gHg™*.

En particular Stabg(H) = H # 1, por lo que se verifica (ii). Ahora, si g € Gy g # 1 es tal que
g(tH) =tH y g(sH) = sH para ciertos t,s € G, tenemos que g € Stabg(tH) y g € Stabg(sH),
de donde

1#tgte Hnt 'sHs "t =HN (t ') H(t's)™,

lo que, como H es un subgrupo de Frobenius, implica que t~'s € H, es decir, tH = sH. Por
ende se cumple (i). [ |

Noétese que de la definicién del nicleo de Frobenius no es para nada claro que N tenga
algina estructura. En primera instancia es simplemente un subconjunto de G' que contiene a 1.
Sin embargo, el siguiente (excepcional) resultado nos da considerablemente mas informacion:

Teorema 4.19 (Frobenius). Sea G un grupo de Frobenius, H un subgrupo de Frobenius
y N el nicleo de Frobenius. Entonces N es un subgrupo normal de G y G = N x H.

Note que en el enunciado del teorema no existe ninguna referencia a la teoria de caracteres. A
continuacién presentaremos una serie de resultados previos con miras a demostrar este teorema.

Lema 4.20. Sea G un grupo finito arbitrario (no necesariamente de Frobenius) y p: G —
GL(V') una representacion irreducible de G, con dim(V') = n. Entonces para todo g € G
se tiene que |xv(g)| < n y la igualdad se cumple si y sélo si p(g) es una homotecia. En
particular xv(g) =n si y sélo si p(g) = 1.

Demostracion. Dado que g™ = 1 para algtiin m, entonces los valores propios A1, ..., A\, de p(g)
verifican A" = 1y en particular, |Aj| = 1. Se sigue que

n n

(gl = DN < Dol =n (1)

j=1 j=1

Si p(g) es una homotecia, entonces p(g) = Al para cierto A € C y |\| = 1, de donde claramente
Ixv(g9)] = n|\| = n. Reciprocamente, supongamos que |xy(g)| = n, entonces la desigualdad en

10



debe ser una igualdad, es decir,

n n
dox =D Il
j=1 j=1
Es bien sabido (y si no lo es para usted, demuéstrelo) que esto implica que existen ntimeros
reales aq,...,a,_1 tales que
)\j:aj)\n, 1§j§n—1

y tomando médulos, vemos que |aj| = 1. Se sigue que necesariamente a; = 1 para todo j (caso
contrario) la desigualdad en serfa estricta, y por lo tanto A\; = --- = Ay, lo que implica que
p(g) es una homotecia.

Finalmente, notemos que xy(g) = n si y sélo si p(g) = Al para cierto A con nA = n, lo que
equivale a que A = 1. [ |

Lema 4.21. Sea G un grupo finito arbitrario (no necesariamente de Frobenius) y H un
subgrupo. Sea P la representacion de permutacion asociada a la accion de G sobre G/H.
Entonces xp = Ind%()(l) y ademds ¥ := xp — 1 es un cardcter de G.

Demostracion. Por el Ejercicio 2.17 sabemos que si g € G, entonces xp(g) es el nimero de clases
o € G/H fijadas por g, es decir

1 _ 1
xr(g) =o€ G/H | go=0c}| = ﬁl{t €GlgetHt '} = Il Y. 1=Indf(x1)(9):
G
iglthH

Sea ahora (es),cq/m la base de V' tal que ge, = ey, para todo g € Gy 0 € G/H. Sea

W():C Z €o.
ceG/H

Entonces, como la accién de G en G/H es transitiva, tenemos que g(Wy) = Wy para todo g € G
y por ende Wy es una subrepresentacion de P. Luego, existe una representacion W de G tal que
P =Wy@ W, y tenemos entonces que

XP = Xwo + XW;
pero claramente Wy es (isomorfa a) la representacién trivial 1 por lo tanto
Xw = XP = X1 =19,
de donde v es un caracter. |

Ejercicio 4.22. Mantenemos la notacién como en la demostracién anterior. Use la reciprocidad
de Frobenius (cldsica) para probar que la representacién W de G es irreducible si y sélo si
Resg(W) contiene exactamente una vez a la representacion trivial de H.

Con esto, estamos en capacidad de demostrar el teorema de Frobenius.

Demostracion del teorema de Frobenius. Esta demostracién es un poco extensa, por lo que pro-
cederemos en varias etapas:

Paso 1. |[N'| =[G : H] — 1, y por ende |[N| =[G : HJ.
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En efecto, notemos que para g € G, el conjunto gHg™ ' depende tinicamente de la clase
lateral gH € G//H y no en g. Para esto notemos que si gH = ¢’H entonces Hg~! = H(g')™",
con lo cual

JH(¢) ' =gHH(¢) ' =gHHg ' = gHg .

Ademss, para g,h € G, si gHg~' = hHh™!, entonces (h~g)H(h~'g)~! = H, de donde, como
H es un subgrupo de Frobenius, necesariamente h~'g € H y asi gH = hH. De este modo, como
gHg 'NhHg ' =1si gHg™' # hHh™!, tenemos que

N’:G—( | | (gHg_l—{l})'—'{l}>,

gHeG/H

y ademas, dado que la aplicacién H — gHg~' dada por h +— ghg™!

IN'[=1G] = > (gHg™'|-1)~1

es una biyeccién, obtenemos

gHeG/H

=|Gl- > (H|-1)-1
gHeG/H

= |G| - |G/H|(|H|=1) =1
G|

=Gl-—=(H|l-1) -1

61~ (1] -

_lel

|H|

Lo que implica el resultado.

Paso 2. Dada f € Classc(H), existe una tnica extension de f a una funcion f € Classc(G)
tal que f(g) = f(1) para todo g € N. B
En efecto, probemos primero la unicidad: Si f es una tal extension, entonces

fy=fh) vy flg99=f(1), paratodohe H,geN.

Sea g € G, g# 1.Si g &€ N, entonces g = tht~! para algtin h € H, y como fes una funcién de
clases, tenemos

Flg) = f(tht™") = f(h) = f(h).
Asi f estd univocamente determinada por f.
Ahora probaremos la existencia de f. Para ello, primero notemos que si tht~! = sh’s~! para
ciertos s,t € G, h,h’ € H, entonces tenemos que s~ 'th(s~'t)~! = h’. Pero H es un subgrupo de

Frobenius, por ende esto significa que s~'¢ € H. De este modo h’ es un conjugado de h en H, y
como f es una funcién de clase sobre H, tenemos que

F(') = f(s7th(s')™h) = f(h).

Con esto, podemos definir f del siguiente modo: Si g € N, f(g) = 1. Si g € N, escribimos

g=tht L cont € Gy he H,y definimos f(g) = f(h). Por el razonamiento precedente, vemos
que f estd bien definida, es decir, el valor de f(g) para g ¢ N no depende de la escritura de g
en la forma tht~! cont € Gy h € H.

Queda probar que fes una funcién de clase. Para ello, sean g,t € G y supongamos que g # 1

(la clase de conjugacién de 1 es {1} y en este caso no hay nada que probar). Si g € N entonces
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tgt—' € N, pues caso contrario, tendriamos tgt~—' = shs™! para ciertos s € G, h € H de donde
g = (t7ts)h(t71s)L, lo que contradice que g € N. De este modo f(g) = f(1) = f(tgt™!). Si
g & N, escribimos g = shs™! con s € Gy h € H y tenemos que tgt—! = tsh(ts)~! de donde

f(9) = f(h) = fltgt™").

Paso 3. Si f € Classc(H), entonces f = Ind%(f) — f(1)¢, donde ¢ = xp — 1 es el cardcter
definido en el Lema|].21].

Recordemos que P es la representacién de permutacién asociada a la accién de G sobre G/H
y que xp = Ind%(x1). Sea F = Ind%(f) — f(1)(xp — 1). Si g € N’ tenemos que tgt—' ¢ H para
todo t € G, de modo que

1

o) - 1| =1 = f(1) = f(g).
F(g) |H| t% fltgt™) — f(1) ] tez(:; f(1) = flg)
tgt—lcH tgt—lcH

Sig & N', entonces g = shs™! para ciertos s € G, g € H, y tenemos que, como H es un subgrupo
de Frobenius y f es una funcién de clase

1

figt™) = f) || == -1
-7 Z A Z

tgt—leH tgt—leH
i 5 0~ g 10

teG teG

steH steH

= f(h) = F(1) + £(1) = f(9)-

De este modo, F' = f, que es lo que se deseaba.

Paso 4. Si f1, fo € Classc(H), entonces (3‘; | E)G ={(fi| fo)m
En el Paso 1 probamos que gHg~! depende tinicamente de la clase gH. Con esto, tenemos
que

(fil f2)a |G| 3" filg)

geG
1 o~ P ———_—
= 1al AL+ Y Fi(ghg™") falghg™) + > filg
heH—{1} gEN'
gHeG/H

Por el Paso 1, sabemos que N’ tiene [G : H] — 1 elementos, y dado que fi(ghg™) = fi(h) (y
similarmente para fo2) tenemos que

(R R = g [AORD + 6 0] Y AR + (G : 7= 1) AR
| | he H—{1}
_[GGH] AORD+ Y A fa(h)
|G| heH—{1}
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- ‘;‘ S (W) fa(h)

heH

=(fil f2)m

Paso 5. Si x es un cardcter irreducible de H, entonces (X | X)a = 1, X(1) > 0 y X es un cardcter
irreducible de G.

Sea x un caracter irreducible de H. Por el Paso 4 tenemos que

XIX)e=Xlxu=1

Ahora, tenemos que Y (1) = x(1) = deg(x) > 0 (donde deg(x) es la dimension, al que también
llamamos grado, de la representacién asociada a ).

Por el Paso 3 tenemos que Y = Ind%(x) — x(1)t, y como Ind%(x) € R(G), x(1) = deg(x) vy
¥ € R(G), se sigue que X € R(G) es un caracter virtual de G, pues es una combinacién lineal con

coeficientes enteros de caracteres de GG. Sea x1, ..., X, los caracteres irreducibles de GG, entonces
T
X=2_ 4%
Jj=1
para ciertos ai,...,a, € Z, con lo cual obtenemos que

-
By 2
1= (X[ Xa=_lal,
j=1
lo que implica que a; = 0 para todo salvo un tnico i € {1,...,r}. Para tal j tenemos que
aj = 1. Pero dado que
0 < X(1) = xi(1) = a; deg(xi)

concluimos que a; = 1 y asi X = x;, de donde X es un carécter irreducible de G.
Paso 6. Toda representacion p : H — GL(V) se extiende a una representacién p: G — GL(V)
tal que N < Ker(p).

Supongamos primero que p : H — GL(V) es una representacién irreducible de H. Por el
Paso 5, el cardcter irreducible xy se extiende a un tnico cardcter irreducible xy de G tal que
xv(g9) = xv(1) para todo g € N. Sea p : G — GL(V) la representacion irreducible asociada al
caracter Yy de G. Entonces, notemos que

dim(V) = xv (1) = xv (1),

y por lo tanto, para todo g € N

xv(g) = xv(1) = dim(V).

Por el Lema se sigue que p(g) = 1 para todo g € N, es decir, que N < Ker(p).

Sea ahora V' una representacioén arbitraria de H y sea V = Vi @ --- @ V), una descomposicién
de V en suma directa de subrepresentaciones irreducibles y escribimos p; : H — GL(V}) para las
correspondientes representaciones de H en Vj. Por lo anterior, para cada 1 < j < p tenemos una
representacion irreducible p; : G — GL(fV?) de G tal que N < Ker(p;). Entonces p := p1®---®p,
es una representaciéon de G que extiende a p y tal que

N < () Ker(p;) = Ker(p).
j=1
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Paso 7. N es un subgrupo normal de G.
Sean p; : H — GL(W;) las representaciones irreducibles de H. Sea

M = ﬂ Ker(p;)
j=1

Entonces claramente N < M < G. Notemos que si g € M N H, entonces
xw; (9) = xw; (9) = xw; (1) = xw; (1).

Por el Lema se sigue que p;(g) = 1, para todo 1 < j < p. Por el teorema de Wedderburn-
Artin, tenemos que la aplicacion

¢:C[H] — éEnd(Wj).
j=1

es un isomorfismo de C-algebras. Por lo anterior, tenemos que ¢(g) = 1 de modo que g = 1. Asi
M N H = 1. Entonces, para todo g € G se sigue que

l=g(MNH)g'=gMg*ngHg ' =MngHg .

Esto implica que
M-{1}CG-JgHg ' =N,
geG
y por ende M < N. Concluimos entonces que M = N y por ende N es un subgrupo normal de

G.

Paso 8. G=N x H.
Por construccién es claro que H N N = 1. Ademas tenemos la férmula bien conocida

[H||N]

NH| = —F—

de donde, como |N| =[G : H] (por el Paso 1), se tiene que
INH| = |H||G : H] = |G,
lo que implica que G = N H. Esto completa la demostracién. |

Observacion. Hagamos un resumen de las ideas claves en la demostracién anterior: Lo realmente
complicado es probar que N < (5. Para esto la estrategia fue probar que N es igual a la intersec-
cién de una familia de grupos normales. ;Cudles grupos normales? Precisamente los niicleos de
ciertas representaciones irreducibles de G. En la construccién de estas representaciones irreduci-
bles apropiadas es donde juega un rol fundamental la teoria de caracteres: Si nos fijamos, nunca
construimos explicitamente tales representaciones, jlo que hicimos fue construir sus caracteres!

Ejercicio 4.23 (Reciproco al teorema de Frobenius). Suponga que G = N x H. Pruebe que G
es un grupo de Frobenius si y sélo si la accién por conjugacién de H sobre N — {1} es libre, es
decir, si para todo h € H'y g € N con g,h # 1 se tiene que hgh™! # g.
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Observacion (Algunos comentarios finales). Thompson prob6é que para H # 1, todo grupo
G = N x H de Frobenius verifica que N es un grupo nilpotente. Esto constituye uno de los
primeros pasos hacia la demostracién del afamado teorema de Feit-Thompson y para el teorema

de clasificacion de grupos simples finitos.
El teorema de Frobenius fue generalizado por Suzuki: Todo CA-grupo finito de orden impar

es soluble. un CA-grupo es un grupo G tal que para todo x € G, el centralizador C(z) = {g €

G | gx = zg} es abeliano.
Para una muy bonita discusion sobre estos topicos, se sugiere leer el blog de Terence Tao:

The theorems of Frobenius and Suzuki on finite groups.
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