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3. El monoide plaxico

3.1. La palabra fila de un tableau

Definicién. Una palabra es una sucesion finita w = (1, 9,...,2,) de nimeros enteros positi-

vos. A las entradas z; se las llama las letras de w. Dadas dos palabras w = (x1,29,...,2,) ¥

w = (2,7, ...,2) ) su yuztaposicion, denotada por ww' o w - w' se define como la sucesiéon

(x1, T2, ..., xp, &Y, ..., 20). El largo de la palabra w = z; ...z, se define como {(w) = n.

Para aligerar la escritura, escribiremos x ...z, para denotar a la palabra (xy,...,x,).
Sea A = (Aq,..., ;) una particién y sea T' € SSYT(A), entonces, definimos la palabra de la
i-ésima fila de T, denotada por w'(T') como la palabra

w'(T) =T(i,1)T(i,2)...T(i, \),
y definimos la palabra fila de T, denotada por w(T) 0 wyey(T), por

Ejemplo 3.1. Si T es tableau

1|1 303
2|3 5
4|4
5|6

entonces
w'(T) = 11233
w?(T) = 2335
w*(T) = 44
w*(T) = 56

y tenemos que
w(T) = 5644233511233.

La palabra de un tableau de Young semi-estandar sobre un skew-diagrama se define de manera
similar: Sean A, 1 dos particiones con A C py sea T' € SSYT (i \ ), entonces definimos la palabra
de la i-ésima fila de T por

w(T) =T, + DT, N +2) - T, ), 1<i<r

donde r = {(u), y la palabra fila de T como



Ejemplo 3.2. Consideremos el tableau 7" dado por

Entonces tenemos que
w(T) = 231121246133,

Observaciones.

1. Si w = w(T) es la palabra obtenida a partir de un tableau de forma A € Par, es facil recuperar
T a partir de w. Simplemente rompemos la palabra donde suceden dos letras consecutivas en
orden decreciente de izquierda a derecha. Esto nos dara las palabras de las filas de T', de abajo
hacia arriba. En el Ejemplo tenemos

56]44/2335/11233,

que corresponde a las palabras de las filas de T'. Notemos que las subpalabra&ﬂ siempre tienen
largo débilmente creciente.

2. No toda palabra w es la palabra de un tableau de forma A\ € Par. Por ejemplo, no existe una
particién v y un tableau U € SSYT(v) tal que w(U) = 231121246133. De haberla, al romper
la palabra como en el inciso anterior, obtendriamos

23[112]1246133

y las subpalabras no tienen largo creciente.

3. Incluso si las subpalabras de w obtenidas como en el inciso 1 tienen largo creciente, podria no
existir un tableau T' cuya palabra sea w. Por ejemplo, la palabra w = 1212 no proviene de un
tableau. En efecto, de ser asi, al romper la palabra, tendriamos w = 12|22 y al reconstruir el
posible tableau, tendriamos el arreglo

que no es un tableau de Young semi-estandar.

4. Toda palabra es la palabra de al menos un tableau sobre un skew-diagrama. En efecto, sea
w una palabra arbitraria, y la rompemos como en el inciso 1, obteniendo subpalabras w =
Wy |wy_1| - - Jwy. Definimos las particiones A y u por

n

pi=> lw) y N= > Llw), paral<i<n.

Jj=t J=i+1

'Pienso que es claro por contexto el significado de subpalabra, sin embargo, dejaré al lector la tarea de formular
una definicién rigurosa de este concepto.



Es claro que A C p. Escribamos w; = a{ah - - - 2y, ¥ definimos un tableau T' € SSYT(u \ A)
como sigue. Para cada 1 <7 <nycada X\, +1<j <y,

T(i,j) = a}_y,.

Entonces tenemos que w = w(T’). Por ejemplo, consideremos la palabra w = 231121246133,
entonces al romper la palabra obtenemos w = 23|112]1246|133, las particiones descritas son
A=(8,5,2) y u=(11,8,5,2) y el tableau T" descrito aqui es

5. Sin embargo, a una palabra se le puede asociar mas de un tableau sobre un skew-diagrama.
Compare el ejemplo en el inciso anterior con el Ejemplo [3.2] Ambos tableaux tienen la misma
palabra.

3.2. Transformaciones de Knuth

Vamos a estudiar cudl es el efecto de aplicar el algoritmo de insercién por filas a un tableau
en su palabra fila. Sea T" un tableau de forma A y sean wq,...,w, las palabras de las filas de T.
Supongamos que en cierta iteracion del algoritmo de inserciéon de filas vamos a insertar la letra x en
la fila 7. Para hacer esto, lo que hacemos identificar la letra 2’ mas izquierda en la palabra w; con la
propiedad de que x < 2’. Esto significa descomponer a la palabra w; en la forma w; = u -2’ - v, donde
todas las entradas de u son no mayores a x, ademas ' > x y todas las letras de v son no menores a
x’. Entonces en el nuevo tableau, la nueva palabra de la i-ésima fila se vuelve w) ;= u-x-vy 2’ es
expulsado hacia la palabra de la siguiente fila.

De este modo, podemos escribir el proceso como sigue:

!/ / / /
wn.wn_l ..... wi+1.wi.m.wi_1 ..... lewn.wn_l ..... wi+1.x .w..w._l ..... wl

Para escribir esto de manera mas compacta, dada una palabra w y una letra  decimos que v < x si
cada letra de v es mas no mayor que x. De manera similar se definen v < x, v > x y v > x. Entonces,
la operacién basica del algoritmo de Schensted se lee como

(w-2"-v) x—=a (u-z-v), uz<a <o,

Podemos refinar ain mas este proceso. Escribamos v = uy ... u, y v = vy - - - v,. La idea consiste
en agregar « al final de la palabra ux’v y compararla con la dltima letra de v, que es v,. Si z es
nO menor a vy, simplemente la agregamos al final, caso contrario, intercambiamos sus posiciones y
repetimos el proceso con = y v,_1. Asi:

UX'vT = uz'vy -+ Vg2V UG > UL VY - VgV 1TV T < V41 < U,
/

= ULV - - Vg 2XTVg—104 T < Vg—2 < Vg1

Uz U LU - Vg1V, T < v < vy



/ /
= UL TU1V -+ - Vg—1Uqg r<x <.

Llegados a este punto, x ocupara la posicion de ' y ahora x’ se empezara a mover hacia la izquierda,
comparandola con la tltima letra de u, que es u,, estds se intercambiaran y luego 2’ se intercambiara
con u,_; y asi sucesivamente hasta que 2’ se encuentre a la izquierda de u;. Asi:

!/ / / /
UT TV = Up -+ Up—2Up_1UpT TV > Ug * * * Up_2Up_1T UpLV u, <r<zx
/ /

> Uy Uy Up 1 UHTV Up1 Sup < T

> U T Ul ¢ - Uy UpTV Uy <uz <’

/ /

= T U U - Up—1Up TV U < Uy < T

Notamos que en cada etapa, sélo hay tres letras involucradas, y las demas mantienen su posicion.
Esto motiva la siguiente definicion

Definicién. Una transformacion elemental de Knuth es la aplicacién, a una palabra w, de una de
las siguiente reglas o sus inversas a tres letras consecutivas de la palabra w:

(K1) yzz — yzz, siz <y < z;
(K2) zzy — zay,siz <y < z.

Mnemotécnicamente, podemos recordar estas reglas del siguiente modo: (K1) equivale a obtener
la palabra del tableau

x|z
Yylz|<—x= r<y<z,
Y
mientras que (K2) corresponde a
z |y
T|z|+—y= r<y<z,
2

Definicién. Dos palabras w y w’ se dicen Knuth-equivalentes si existe una sucesién finita w =
wp, Wy, . . ., w, = w' tales que cada w; se obtiene de w;_; aplicando una transformacién elemental de
Knuth, para 1 < i < r. En este caso escribimos w = w'.

Observacion. Es claro de la definicién que = es una relacion de equivalencia en el conjunto de todas
las palabras. La relacién es claramente reflexiva y transitiva, y es simétrica pues cada operacion
elemental de Knuth tiene su inversa.

Todo lo que hemos hecho hasta el momento, tiene la siguiente consecuencia.

Teorema 3.3. Sea T' € SSY'T un tableau y x un entero positivo. Entonces

w(T < z) =w(T) - x.




3.3. Monoides

Para esto, vamos a recordar primero lo que es un monoide.

Definicién. Un monoide es un conjunto M equipado con una ley de composicion interna, es decir,

una operacion
MxM — M

(z,y) — wy

que verifica las siguientes propiedades:

s Asociatividad: Para todo x,y,z € M se tiene
(zy)z = 2(yz).
= Fristencia del neutro: Existe un elemento e € M tal que para todo z € M se tiene

Er = e = X.

Por ejemplo, todo grupo es un monoide. Si R es un anillo conmutativo con unidad, entonces (R, -)
es un monoide. Al igual que en el caso de grupos, el neutro es tnico: Si e,¢’ € M son dos neutros,
entonces

e=-ce =¢.

Sea X un conjunto cualquiera. Podemos asociar a X un monoide, llamado el monoide libre sobre

X y denotado por Fy, como sigue: Sus elementos son sucesiones finitas (z1,...,2,), con n € N
arbitrario, de elementos z; € X (en particular, si n = 0 obtenemos la sucesion vacia). Para ahorrar
escritura, denotaremos por - - - z,, a la sucesiéon (zy,...,z,). La operacion de Fx es yuxtaposicion,
es decir

(@1 @) (Y1 Ym) = T2 Ty - Y-

Esta operacion es manifiestamente asociativa y tiene como neutro a la palabra vacia, de modo que
Fx es un monoide.

Es claro que si Y C X, entonces Fy C Fx y ademéas que la ley de composicién interna en Fy es
heredada por la de F'y (ambas son yuxtaposicién).

Dado un monoide M, una relaciéon de equivalencia ~ sobre M se dice una congruencia si verifica
la siguiente propiedad: Para todo t,u,v,w € M,

(t~u y vvy) = (lo~uy vy ot ~yu).

Si ~ es una congruencia sobre M, el conjunto cociente M/ ~ tiene una estructura natural de monoide:
Si [x] denota a la clase de equivalencia representada por z, entonces

[z]ly] = [zy], para todo z,y € M.

Ademés, en este caso, la aplicaciéon canénica m: M — M/ ~ dada por n(x) = [z] para todo = € M,
es un homomorfismo de monoides, lo que significa que, para todo =,y € M, se verifica

m(zy) = 7(2)7(Y).

Mas adn, tenemos la siguiente propiedad universal: Si N es otro monoide y f : M — N es un
homomorfismo de monoides tal que para todo x,y € M se verifica

v~y = f(z) = f(y),

bt



entonces existe un tinico homomorfismo de monoides f : M/ ~— N tal que fom = f. En efecto,
claramente f estd definido por f([z]) = f(x). Los detalles de que f esté bien definido y satisface las
propiedades mencionadas es un ejercicio sencillo que dejo al lector.
Dado un monoide M, sea ZM el grupo abeliano libre con base M. Sus elementos son sumas
formales finitas .
Z a;T;
i=1

donde a; € Z y x; € M. El grupo ZM tiene una estructura natural de anillo con unidad, dada por
<Z aﬂz‘) (Z bjyj) =D aibriy;.
i=1 j=1 i=1j=1

A este anillo lo denotamos por Z[M] y lo llamamos el anillo de monoide sobre M.

3.4. El monoide plaxico

El conjunto W de palabras es un monoide libre sobre Z-,. La relacion de equivalencia de Knuth

= es claramente una congruencia: Si u = v’ y v = ¢/, existen sucesiones u = ug, Uy,...,U, = 'y
vV = v, V1...,0, = U tales que u; (resp. v;) se obtiene a partir de u;_ 1 (res. v;_;) mediante una
transformaciéon elemental de Knuth, para todo i. Entonces la sucesion

[
UV = UpVg, UQU1, UV, . . . UgUmy U1 U, U2V, « - -, UpUpy = UV

muestra que uv = u'v’. Similarmente tenemos que vu = v'u’, lo que prueba que = es una congruencia

sobre W.

Definicién (Lascoux-Schiitzenberger). El monoide pldzico es el monoide definido por el cociente
M=W/=

Abusando de lenguaje, escribiremos w para la clase de equivalencia en M = W/ = representada
por w € W. Dada una palabra w = z1---x, € W, definimos

mi(w) = #{j | x; = i},

es decir, m;(w) es el nimero de veces que aparece la letra i en w. Si w = w(7T) para un tableau de
Young semi-estandar 7', entonces es claro que

m;(w) = m;(T), paratodoi=1,2....

Ademas, claramente las transformaxiones de Knuth sélo tienen el efecto de una permutaciéon en las
letras de una palabra, lo que significa que si w = w’, entonces

m;(w) = m;(w'), paratodoi=1,2,....
Con esto en mente, consideremos la aplicacién

w: ZIM] — Zlxy,za,...]
H

my (w)

donde 2% = a7 (w)

xy " ... Esta aplicacién estd bien definida por el razonamiento precedente.



3.5. Swucesiones crecientes

Sea w = x1T9---x, una palabra. Definimos el nimero L(w, 1) como el entero positivo ¢ més
grande con la siguiente propiedad: Existen indices 1 <14y < iy < --- < iy < n tales que

legnggéxw

Mas coloquialmente, L(w, 1) es el mayor largo de una sucesién (débilmente) creciente maximal con-
tenida en w.

De manera més general, definimos L(w, k) como el niimero entero més grande que puede escribirse
como suma de los largos de k sucesiones disjuntas débilmente crecientes contenidas en w.

Ejemplo 3.4. Consideremos la palabra

w = 12434122423.

En la siguiente tabla mostramos los nimeros L(w, k) asociados a esta palabra, junto con ejemplos
de sucesiones usadas para obtener dichos niimeros.

L(w,1) =6 D@ 4 3 41
L(w,2) = 10 D@ 43Da
L(w,3) =11 OIOIOISION!

Ademés, L(w, k) = 11 para k > 3 (tomando sucesiones vacias, por ejemplo).
Notemos que existe méas de una manera de obtener las sucesiones que realizan a los ntimeros
L(w, k). Por ejemplo, el nimero L(w, 1) = 6 también puede obtenerse tomando la sucesion

2431400210200

Proposiciéon 3.5. Sea A = (A > Xg > - > X\, > ANy = 0 = --+) una particion y sea
T € SSYT(A). St w=w(T), entonces

@G

@@ 4
22 @2 3
22 @2 3

L(w,k):A1+)\2++)\k

para todo k > 1.

Demostracién. Notemos que las palabras filas w'(T) para i = 1,.. .,k forman k sucesiones crecientes
disjuntas en w, de modo que
L(w,k:) Z )\1+/\2+"'+)\k.

Recordemos que w = w"(T)w" (T - --w!(T). Ahora, supongamos que extraemos k sucesiones cre-
cientes disjuntas de w. Esto corresponde a seleccionar k£ subconjuntos disjuntos del conjunto de cajas
de A, donde en cada subconjunto no pueden existir dos cajas en la misma columna. En efecto, si
para cierto tal subconjunto hubiesen dos cajas en la misma columna, digamos, en la columna j, en
filas ¢ < ¢'. Entonces T'(4,j) < T(',j) pues T es estrictamente creciente por columnas, y 7(i,7) es
una letra en w'(T) y T(i', j) es una letra en w® (T), pero w' (T) aparece a la izquierda de w'(T) en
w, lo que implica que la sucesién asociada a este subconjunto no puede ser creciente. Luego, cada
columna de A\ contiene a lo mas k£ cajas de algunos de a union de estos subconjuntos. Estas cajas
pueden inyectarse en las primeras k filas de \. Entonces, si estas k sucesiones crecientes realizan a
L(w, k), tenemos que
L(w, k) < A+ X+ -+ Mg,

lo que completa la demostracion. O

De hecho el argumento de esta demostracion muestra algo mas:
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Porisma 3.6. Sea A una particion y T € SSYT. Si w = w(T) y k es un entero positivo, las
k sucesiones crecientes disjuntas que realizan al nimero L(w, k) se obtienen como las palabras
de las k primeras filas en T.

Proposicién 3.7. Si dos palabras w y w' son Knuth-equivalentes, entonces, para todo k > 1
tenemos

L(w, k) = L(w', k).

Demostracion. Por induccién, basta probar el caso cuando w’ se obtiene de w a partir de una trans-
formacién elemental de Knuth. Existen dos casos a considerar:

l.w=u-yrz-vyw =u-yzr-v,conx <y<z0
2. w=u-zzy-vyw =u-zry-v,conzr <y <z,

donde u, v son palabras, posiblemente vacias. Si una sucesién es creciente en w’, la sucesiéon formada
por las mismas letras es también creciente en w. En efecto, si esta sucesion contiene a x pero no a z
o viceversa, esto es obvio, y no puede contener a ambas pues zx no es creciente. Esto prueba que

L(w, k) > L(w', k).

Para probar la otra desigualdad, supongamos que extraemos k sucesiones disjuntas crecientes de w.
Si ninguna de estas sucesiones contiene simultaneamente a x y a z, entonces las mismas sucesiones
forman una familia de k& sucesiones disjuntas en w’. Entonces supongamos una de las sucesiones
crecientes es de la forma v’ - zz-v" donde u' y v’ contienen letras de u y v, respectivamente. Notemos
que tal sucesion claramente no puede contener a y. Existen dos posibilidades:

= y no aparece en ninguna otra de las k sucesiones. En este caso, reemplazamos la sucesion
u' - xz - v por la sucesion u' - yz - v' en el caso 1 o por ' - xy - v’ en el caso 2, y dejamos las
sucesiones restantes inalteradas, con lo que obtenemos £ sucesiones crecientes disjuntas con los
mismos largos para w’.

= y aparece en otra sucesion creciente u” -y - v”. En el caso 1 sustituimos las dos sucesiones
u'-xz-v' yu-y-v" por las sucesiones v’ - x-v” y u” - yz-v'. En cambio, en el caso 2, sustituimos
las dos sucesiones v’ - zy - v" y u” - z - v'. Las deméas k — 2 sucesiones permanecen inalteradas.
Entonces obtenemos nuevamente k sucesiones crecientes disjuntas en la palabra w’, y la suma
de sus largos es la misma que dicha suma en las sucesiones de la palabra w.

Concluimos entonces que

L(w, k) < L(w', k),

lo que completa la demostracion. O

3.6. El teorema fundamental

Con lo que hemos visto hasta este momento, estamos en capacidad de enunciar y demostrar el
primer teorema profundo en este curso.
Primero, recordemos que si T" es un tableau de Young semi-estandar y si x es un entero no
negativo, entonces
w(T +—z)=w(T) - . (1)

oo



Sea w = x1Z2--- T, una palabra y definamos por induccién Ty = 0 y Tj41 = T; « ;41 para
1 <5 <n—1. Entonces, aplicado repetidamente para obtener

w(T,) =w(Th_q + ) = w(Ty_1) - Ty

:w<Tn72 A xnfl) Ty = w(Tn72> *Tp—1Tp

=w(Ty + x1) - x9- -2 = w(T) - T122 -+ - T
:w,
lo que muestra que w = w(7,,). Esto prueba que toda palabra es Knuth-equivalente a la palabra de

un tableau de Young semi-estdndar sobre una particién (no un skew-diagrama).
Lo sorprendente, es que el tableau T' = T,, esta completamente determinado por w:

Teorema 3.8. Toda palabra es Knuth-equivalente a la palabra de un unico tableau de Young
semi-estandar.

Demostracion. Sea w una palabra y sean T'y U dos tableaux semi-estandar tales que w(7T) = w =
w(U). Probaremos que T" = U procediendo por induccién sobre ¢(w). Si w es una sola letra, la
conclusion es obvia. Supongamos entonces que w tiene mas de una letra. Primero, notemos que si
T € SSYT(N) y U € SSYT (), tenemos que

Ak

I
&~

(w(T), k) = L(w(T), k — 1)
(w, k) — L(w, k —1)
(w(U), k) = L(w(U), k = 1)

ks

I
&~ ™~

I
=

para todo k > 1, por lo que A = oy asi Ty U tienen la misma forma.

Para cualquier palabra v, sea v’ la palabra que resulta de eliminar la ocurrencia més derecha de
la letra mas grande de v. Sean 7" u U’ los tableaux obtenidos a partir de Ty U, respectivamente, al
eliminar la ocurrencia més derecha de la caja con mayor contenido en cada uno. Es claro entonces
que w(T") = w(T) y w(U") = w(U)'. Probaremos que w(1") = w' = w(U’). Para esto, basta probar
lo siguiente: Si dos palabras u y v son Knuth-equivalentes, entonces v’ y v' son Knuth equivalentes,
y esto es trivial. Asi, por hipdtesis de induccién tenemos que U’ = T" y dado que U y T tienen la
misma forma y difieren de U’ y T’ por exactamente una caja con la misma entrada, se sigue que
T=U. O

4. Una aplicacion: El teorema de Erdos-Szekeres

Vamos a presentar una aplicacion de la teoria desarrollada hasta el momento. Se trata del famoso
teorema de Erdés-Szekered?

Teorema 4.1 (Erdés-Szekeres). Sean n un entero positivo. Toda palabra de largo n*+1 contiene
una sucesion creciente de largo n+ 1 o una sucesion estrictamente decreciente de largo n + 1.

2En serio es un teorema muy famoso, si no ha escuchado de él, deberia cuestionarse seriamente lo que ha hecho de
su vida hasta este momento (jnah!, es broma XD).



Necesitaremos varios resultados preliminares. Primero, si w es una palabra, sea R(w, k) el ma-
yor numero entero que puede realizarse como la suma de los largos de k sucesiones estrictamente
decrecientes disjuntas construidas con las letras de w. Entonces tenemos

Lema 4.2. §i T € SSYT()\) para cierta particion A y w = w(T), entonces
R(w, k) =N + X+ -+ A

Mas atin, los nimeros R(w, k) se realizan como la suma de los largos de las sucesiones corres-
pondientes a las primeras k columnas de T'.

Demostracion. Anéloga a la de su contraparte para los nimeros L(w, k), por lo que se deja como
ejercicio para el lector. O]

Lema 4.3. Si dos palabras w y w' son Knuth-equivalentes, entonces
R(w, k) = R(w', k)

para todo k > 1.

Demostracion. Analoga a su contraparte para los nimeros L(w, k), por lo que también se deja como
ejercicio para el lector. O

Demostracion del teorema de Erdds-Szekeres. Supongamos que m y n son enteros positivos y que w
es una palabra de largo mn + 1. Sea T el tnico tableau tal que w = w(7T) y sea A la forma de T.

Entonces
Lw, 1) =X\ y R(w,1) =\ ={(}\)

Si Ay <my A} <n, dado que el diagrama de A tiene a lo més A\; - | cajas, se sigue que w debe
tener a lo méas A\ - \| < mmn letras, lo que es contrario a la condiciéon de que w tiene mn + 1 letras.
Por lo tanto A\; > m+1 0 A} > n+ 1, lo que significa que o bien w contiene una sucesién creciente
de largo m + 1 o una sucesion estrictamente decreciente de largo n + 1.

El teorema se sigue al considerar m = n. O]

Notemos que el argumento de la demostraciéon de hecho prueba algo mas general:

Porisma 4.4. Si m y n son enteros positivos y w es una palabra de largo mn + 1, entonces
w contiene una sucesion creciente de largo m + 1 o una sucesion estrictamente decreciente de
largo n + 1.

Observacion. El teorema de Erdés-Szekeres es justo para todo n, es decir, no se puede mejorar el
largo de la palabra a un nimero menor a n? + 1 para obtener una sucesién creciente o estrictamente
decreciente de largo n + 1. Para mostrar esto, consideremos las palabras

w; = (in)(in—1)(in—2)---(in—n+1), 1<i<n

y sea w = wy - wy - -+ - - Wy. Toda sucesion creciente en w no puede contener dos letras de la misma
w;, pues cada w; es decreciente, de modo que toda sucesién creciente en w contiene a lo mas una
letra de cada w; y por ende tiene largo a lo méas n, asi la sucesion creciente de mayor largo, tendra
largo no mayor a n. Ahora, ninguna sucesion estrictamente decreciente de w puede contener letras
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de dos w;’s distintas, pues todas las letras de w;,; son estrictamente mayores a las de w;, de modo
que el largo de una sucesion estrictamente decreciente no puede exceder al largo de una subpalabra
w;, que es n.

En el caso anterior, w tiene largo n? y no tiene sucesiones crecientes ni estrictamente decrecientes
de largo n + 1, asi que el teorema de Erdés-Szekeres es éptimo.
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