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5. Algoritmo de Schiitzenberger: jeu de taquin

5.1. El algoritmo

Presentaremos otro algoritmo, que inicia con un skew-tableau y produce un tableau de Young
semi-estandar. Para esto, necesitamos un par de definiciones.

Definicién. Sea A\ p un skew-diagrama. Una caja (i, j) € p se dice una esquina interior si (i+1,j) &
py (i,j+1) & p. Una caja (i,7) € A se dice una esquina exterior si (i +1,5) € Ay (1,5 + 1) € A

Ejemplo 5.1. Consideremos el skew-diagrama A \ p, con A = (7,6,3,2) y u = (4,4,3,1):
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Las cajas marcadas con e son esquinas interiores; las cajas marcadas con o son esquinas exteriores;
y la caja marcada con % es a la vez esquina interior y exterior.

Definicién. Sea A \ p un skew-diagrama y sea A C A\ p un conjunto de cajas en A\ p. Sea
T : A — Z-o una funcion. Sea (7, j) una caja en A\ A. Definimos el vecino mds pequerio de (i, 7) del
siguiente modo:

» Silas cajas (i +1,7) y (i,7 + 1) estdn ambas en A, y T'(i + 1,5) > T'(i,j + 1), el vecino més
pequeno de (7,7) es (4,7 + 1).
(i
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» Silas cajas (i +1,7) y (i,7+ 1) estan ambas en A, y T'(i + 1,5) < T'(¢,j + 1), el vecino més
pequeno de (i,7) es (i +1,7).

» Sila caja (i+1,7) estd en A pero no (i, + 1), el vecino méas pequeno de (i,7) es (i + 1,7).
» Sila caja (i,7 + 1) estd en A pero no (i + 1, j), el vecino méas pequeno de (i,7) es (¢, + 1).

» Si ninguna de las cajas (i +1,j) y (¢,j + 1) estdn en A, entonces (7, j) no tiene un vecino mas
pequeno.

Con esto, podemos presentar el algoritmo principal de esta seccion, que se conoce como algoritmo
de Schiitzenberger o también deslizamiento.

Algoritmo 5.2 (Algoritmo de Schiitzenberger). Sea T' € SSYT(A \ 1) con p C A particiones.

1. Seleccione una esquina interior, a la que llamaremos caja vacia o agujero.

2. Removemos la entrada del vecino mas pequeno de la caja vacia y lo colocamos en esta.



El vecino méas pequeno sera la nueva caja vacia.
3. Repetimos el paso 2 hasta que la caja vacia no tenga vecinos mas pequenos.

4. Cuando la caja vacia no tenga vecino mas pequefios, eliminamos la caja vacia del diagra-
ma.

Observacion. Si una caja no tiene vecino mas pequeno en alguna etapa del algoritmo de Schiitzen-
berger, es porque es una esquina exterior. Reciprocamente, toda esquina exterior carece de un vecino
mas pequeno.

Ejemplo 5.3. Consideremos el tableaux
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Las esquinas interiores en este caso estdn en las posiciones (2,3) y (3,1). Si aplicamos el algoritmo
de Schiitzenberger a la esquina interior (2,3), tenemos
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También podemos aplicar el algoritmo de Schiitzenberger iniciando en la esquima interior (3, 1),
en cuyo caso obtenemos
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Observacion. El algoritmo de Schiitzenberger es reversible: Si conocemos el resultado del mismo,
junto con la caja que fue removida, podemos realizar el proceso hacia atras para obtener el tableaux
original junto la esquina interior con la que inici6 el proceso.

Proposicion 5.4. El resultado de aplicar el algoritmo de Schiitzenberger a un tableau T €
SSYT(A\ 1) es un tableau de Young semi-estandar sobre un skew-diagrama.

Demostracion. Dado que el proceso inicia en una esquina interior y termina removiendo una esquina
exterior, es claro que al final obtendremos un skew-diagrama. Lo que debemos hacer es probar que en
cada etapa del algoritmo, las filas se mantienen débilmente crecientes y las columnas estrictamente
crecientes. Consideremos la porcion del diagrama donde sucede la accion. Es posible que algunas de
estas cajas no aparezcan en el diagrama, pero necesariamente z y/o w lo hacen.
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Entonces dos cosas pueden ocurrir:

= Si z < w o sino existe w. En este caso, el algortimo de Schiitzenberger produce

IS
Sl |8

Las palabras de cada fila permanencen inalteradas, por lo que el diagrama tiene filas débilmen-
te crecientes. La tercerca columna en esta porcion claramente continia siendo estrictamente
creciente, al igual que la primera. Debemos analizar lo que sucede en la columna del centro.
Notemos que en el diagrama original tenemos x < y < z, de donde x < z y por hipétesis z < w
o no existe w, de modo que la columna del centro es estrictamente creciente.

s Siw < z o no existe z. En este caso obtenemos
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Las palabras de cada columna (pienso que es obvio lo que entendemos por palabra de una
columna en este caso) se mantienen inalteradas, por lo que las columnas siguen estrictamente
crecientes. La primera y tercera fila claramente permanecen débilmente crecientes, por lo que
so0lo debemos analizar lo que sucede en la fila central. En el diagrama original tenemos que

u<v < wyporende u < w < zsiexiste 2 0u < w en caso contrario y tenemos que la
segunda fila es débilmente creciente.

Asi, en cualquier etapa del algoritmo, las filas se mantienen débilmente crecientes y las columnas
estrictamente crecientes, como se deseaba. O

5.2. Equivalencia de Knuth y deslizamientos

Ahora probaremos el resultado central de esta seccién:

Teorema 5.5. Sea T' € SSYT(A\ p) y sea U el tableau resultante al aplicar el algoritmo de
Schiitzenberger a T iniciando en alguna esquina interior. Entonces las palabras w(T) y w(U)
son Knuth-equivalentes.

Demostracion. Dado un skew-diagrama A \ g y un subconjunto de cajas A C A\ u, definimos la
palabra de un “tableau” T': A — Z-y de manera analoga al caso de un tableau: en este caso si una
caja no posee ninguna entrada, la interpretamos como una palabra vacia y concatenamos de manera
usual.

Establecida esta convencion, lo que debemos probar es que en cada etapa del algortimoﬂ de
Schiitzenberger las palabras se mantienen Knuth-equivalentes. Si el deslizamiento es horizontal, no
hay nada que probar, pues en este caso la palabra se mantiene inalterada. Por lo tanto, debemos
preocuparnos de cuando se produce un deslizamiento vertical. En este caso el deslizamiento se rea-
lizard desde una fila ¢ hacia la fila ¢ + 1, y en las filas restantes la palabra de cada una de éstas se
mantendra inalterada. Dado que la relacion de equivalencia de Knuth es una congruencia sobe el
monoide de palabras W, basta analizar lo que sucede en estas dos filas. Lo que sucede en estas dos
filas esta representado en el diagrama

ul DY PR up.yl PR DY yq al PR DY a/T’

bl .. o .. bS Ul .. o .. ’Uq x Zl o .. .. zq

a partir del cual obtenemos

ul DY .« .. up x yl PR DY yq al PR DY ar

Dado que el deslizamiento se realiza verticalmente, tenemos que x < y;.

1Ok, esta vez si fue intencional.



Escribamos
U=y Uy Y=Y Yg G=0Q1- A, b=Dbr---by V=010, 2=z 2,
de modo que lo que necesitamos probar es que
bvxzuya = bvzuxya.
Nuevamente, dado que la equivalencia de Knuth es una congruencia, basta probar que
VTZUY = VZUTY. (1)
Para probar esta relacion, procederemos por induccién sobre p. Para p = 0, debemos probar que
2rYy = 12Y.

Si insertamos y; en la fila con entradas x, 21, . .., 24, es decir,

xT 21| 22 || Zq | £ Y,

entonces y; expulsa a z; (pues ¢ < y; y y1 < 21), y dado que el algoritmo de insercién preserva la
equivalencia de Knuth, obtenemos

TZ1Zy 2 = Z21XY122 0 2
Insertamos 1, en esta tltima palabra, lo que produce que 2z sea expulsado y obtenemos la equivalencia
TZ122 - ZqY1Y2 = 2122XY1Y2%3 * * * 24
Procediendo recursivamente tenemos que
T2Y = T2 2l Yg = 21 ZgTYL - Yg = 2TY,

lo que prueba el caso p = 0. Supongamos ahora que p > 1 y que el resultado es valido para valores
menores a p. Sean ' = uy---u, y V' = vy --vp, de modo que u = uyu’ y v = vv’. Consideramos la
palabra

vrzuy = v zzuuy.

Insertando wu; en la fila con palabra v;v'zz, tenemos que u; expulsa a vy, lo que nos da
vrzuy = viugv' zzu'y. (2)
Por hipétesis de induccién tenemos que v'zzu'y = v'zu'ry, de donde
/ !/ i !/ /
viuv' zzu'y = viu v 2u vy, (3)

Finalmente, al insertar u; en la fila con palabra v,v'z este expulsa a v; obteniendo viu1v'z = v1v'2uy
y por ende
v zu vy = v’ 2uu’ Ty = vzuaxy.

Esta ltima relacion, junto con las relaciones y (3) prueban ({1). m

Este teorema, junto con el teorema fundamental en la secciéon anterior, tienen consecuencias
impresionantes, como veremos mas adelante.



5.3. Jeu de taquin

Cuando aplicamos el algortimo de Schiitzenberger a un tableau sobre un skew-diagrama A \ p,
obtenemos un nuevo tableau sobre un nuevo skew-diagrama A \ fi con el mismo nimero total de
cajas, pero con |fi| = |u| — 1. Entonces podriamos aplicar nuevamente el algoritmo de Schiitzenberger,
repitiendo esto hasta que al final obtenemos un tableau de Young semi-estandar sobre una particion.
Este proceso se conoce como jeu de taquin. El nombre proviene de la expresion francesa para el juego
del 15 o taken.

Definicién. Dado T € SSYT(A \ u) el tableau de Young semi-estandar obtenido por aplicacion del
jeu de taquin a T se llama la rectificacion de T y se denota por Rec(T).

Por ahora tenemos un problema: No sabemos si el orden en el que se eligen las esquinas interiores
lleva a producir tableaux distintos tras la aplicacion del jeu de taquin. Esto implicaria que la elecciéon
de la notacién Rec(T') no es apropiada. Sin embargo, este no es el caso:

Teorema 5.6. Para todo T' € SSYT (A \ u), el tableau Rec(T) estd bien definido, es decir, no
depende de la eleccion de las esquinas interiores.

Demostracion. Sean U y U’ dos rectificaciones de T', es decir, dos tableaux obtenidos a partir de T
aplicando el jeu de taquin. Entonces tenemos que

w(U) =w(T) = w(U).

Pero sabemos que una palabra es Knuth equivalente a la palabra de un tnico tableau de Young-
semiestandar sobre una particién, lo que implica que U = U’. O

Ejemplo 5.7. Consideremos el tableau

1
212

El siguiente proceso indica el jeu de taquin, donde las cajas negras son las esquinas interiores elegidas
en cada aplicacién del algoritmo de Schiitzenberger:
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Con esto, tenemos que

Rec(T) =

=l Wl N -

6. El monoide de tableaux

6.1. Producto de tableaux via el algoritmo de Schensted
Definimos el conjunto de tableaux de Young semiestandard como el conjunto

SSYT = |J SSYT().

AePar

Nuestro objetivo sera el de equipar a SSY'T con la estructura de un monoide. Para esto, sean T, U €
SSYT, y sea w(U) = x125 - - - z,, la palabra fila de U. Entonces, definimos recursivamente

To =T, 1—}'+1:7}(—l‘j.
Entonces:

Definicién. Con la notacion anterior el producto T - U se define por

T-U=T,.
Ejemplo 6.1. Consideremos los tableaux
112121213
21313 21313
T = y U= )
41415
516
entonces la palabra de U es w(U) = 34233 y procedemos: Ty = T,
112121233
21313
T = T() — 3=
41415
516
112 213134
Ty =1T; 4 213
= < =
2 1 1
516




112 2134
Ty =T+ 2 = 219
414
516
112 213|3
Ty=1T;++ 3= 213 1
41415
516
112 31313
213
T5=T,+ 3= 112
516
De este modo
11212 213133
U= 213
414
516
El lector puede verificar que
11212
U.T— 2133
31414
4156

lo que muestra que en general T-U # U - T.

Gran parte de los esfuerzos depositados en este curso han estado orientados a demostrar el
siguiente (maravillosdf) teorema

Teorema 6.2. El conjunto SSY'T con la operacion - descrita anteriormente es un monoide. Fl
neutro de este monoide es el tableau vacio ().

6.2. Producto de tableaux via jeu de taquin

Para demostrar este teorema, reuniremos todos los conocimientos adquiridos a lo largo de estos
dias. Primero, dados T,U € SSY'T, definimos un skew tableau 7" x U del siguiente modo: Sea A la
forma de T'y p la forma de U. Entonces la forma de T« U esta dada por el skew-diagrama v \ p
donde p = ()\f(“ Ny
A+ paral <i < (),

DN para £(p) +1 <0 <L)+ L(p).

2Este teorema es maravilloso, si después de todo lo visto hasta el dia de hoy no le parece algo maravilloso, deberia
seriamente reconsiderar lo que ha hecho de su vida los tltimos dias.
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Entonces el skew-tableau 1" x U esta dado por

U(i,j— A1) para 1l <i</{(u),

(T« U),5) = {T(z — (), 7) para f(p) +1 <L)+ L(u).

Teorema 6.3. SiT,U € SSYT, entonces
T-U=Rec(T*U).

Mas aun, T - U es el unico tableau de Young semi-estandar cuya palabra es Knuth-equivalente
aw(T) - w().

Demostracion. En este punto esto es practicamente trivial. Sin embargo, haré un esfuerzo por escribir
una demostracién. Recordemos que si x es un entero positivo, entonces

w(T < z) =w(T) - x.
Aplicando recursivamente esto a las letras de w(U), obtenemos que
w(T-U)=w(T)-w).

Entonces claramente 7" - U es el tunico tableau de Young semi-estandar cuya palabra es Knuth-
equivalente a w(7T) - w(U). Ahora, es claro que

w(T«U) =w(T)-w(U),

y sabemos que
w(Rec(T'xU)) = w(T xU),

de modo que
w(Rec(T'xU)) =w(T - U),

y dado que existe un unico tableaux semi-estandar asociado a cada palabra, se sigue que Rec(T'*U) =
T - U, como se deseaba. O

Demostracion del teorema maravilloso. Para probar este teorema, necesitamos probar dos afirmacio-
nes:

1. La operacion - es asociativa. Es decir, si T, U,V € SSYT son tres tableaux, entonces
T-(U-V)=(T-U)-V.
2. El tableau vacio () es el neutro de esta operacién, es decir, para todo tableau T' € SSYT,
T-0=0-T=T.

Para demostrar 1, basta notar que T« () =T = () x T' y por ende
T = Rec(T) = Rec(T x0) =T -0,

y similarmente () - 7' = T.



Ahora, notemos que si T, U, V' son tres tableaux semi-estandar, entonces T'- U es el tnico tableau
de Young semi-estandar cuya palabra es Knuth-equivalente a w(7) - w(U) y por ende (T-U) -V es el
tnico tableau de Young semi-estandar cuya palabra es Knuth-equivalente a (w(7T) - w(U)) - w(V) =
w(T) - (w(U)-w(V)), y esta dltima palabra es equivalente a la palabra de un tnico tableau de Young
semi-estandar, el mismo que es T+ (U - V). De este modo

(T-U)-V=T-(U-V),

lo que completa la demostracion. O

Corolario 6.4. El monoide plazico M es isomorfo al monoide de tableauxr SSYT.

Demostracion. La aplicacion w : SSYT — M dada por T'+— w(7T) es un homomorfismo de monoides
pues w(T'-U) = w(T) - w(U). Es una biyeccién pues toda palabra es Knuth equivalente a la palabra
de un tnico tableau de Young semi-estandar. O]
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