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Capitulo 2

Acciones de Grupos

2.1. Accién de un Grupo sobre un Conjunto

Consideraremos S un conjunto, G un grupo y Sym(S) el grupo de permutaciones de S.

Definicién. Decimos que G es un grupo de permutaciones sobre S si existe un homomorfismo
¢: G — Sym(S).
Es decir, para cada z € G, ¢(x) € Sym(S). Asi

o(x): S =S (¢ es una biyecion),
p(x)(s) e S Vseb,
¢(zy)(s) = o(x)(o(y)s) Va,ye G, VseS.

Esto se puede interpretar de una forma equivalente a través de la siguiente nocion.
Decimos que G opera sobre S si se tiene una aplicaciéon, llamada una accion de G sobre S,

GxS — S
(r,8) —> x-s

tal que
(1) 1-s=s VseS.
(2) Va,ye G,VseS, (zy)-s=x-(y-s).

Observacion. Ambas definiciones son equivalentes. En efecto, sea ¢: G — Sym(S) un homomorfimo.
Definamos la accion de G sobre S

GxS — S
(x,s) — x-s=0¢(z)(s).

Entonces



(1) 1-s=¢(1)s=idg(s) =s VseS.
(2) Sean z,y € Gy s € S, asi

(zy) - s = d(zy)s = d(z)(d(y)s) =z - (y - 5).

Inversamente, sea G x .S — S una accion de GG sobre S. Luego, para cada x € GG, las dos propiedades
de accion nos permiten deducir que

¢(x): S

— S
— ¢(r)s=ux-s,

es una biyeccién, y asi
¢: G — Sym(S5)
r — P(x),

esta bien definida, Ademas, estas mismas propiedades implican que ¢ es un homomorfismo de grupos.
Ejemplo 2.1. Sea G un grupo y S = G. Se define una accién de G sobre G

GxG — G
(9,2) — gz

Esta accién define un homomorfismo

¢: G — Sym(G)
g — g-

el cual se denomina accion reqular por la izquierda de G sobre GG. Notemos que

ker(p) ={g € G|lgr =z, Vz e G} = {1}.
Por tanto, G es isomorfo a un subgrupo de Sym(G). En particular, si |G| = n, tenemos que G < S,,.
Observaciones.

(1) Todo grupo se puede representar como un subgrupo de un grupo de permutaciones.
(2) Si |G| = n, entonces G — S,,.

Ejemplo 2.2. Nuevamente, sea G un grupo y N < G, definimos la accion de G sobre N por
conjugacion como

¢ L Sym(N) donde I,: N — N

g — I, r — grg L.

Notemos que la accién definida a través de I es
GxN — N
(g,2) — g-x=1I,(x)=gxg".
Ademas, tenemos que
ker(I) ={g € G|I, =idn}
={ge€Glgrg =z, Ve N}
={9€Glgr=uxg, Ve N}
=Z(G).



Definicién. Una accién G x S — S es fiel si y solo si para cada g € G se verifica que
g-x=x VreS=g=1
Ejemplos 2.3. En todos los ejemplos consideraremos GG un grupo y S un conjunto no vacio.
(1) La accion trivial no es fiel, es decir, la accién definida como

g-s=s VseS Vred.

(2) La accién regular de G sobre G por izquierda, o representacion regular por izquierda,

GxG — G
(z,y) — xy

es fiel.

Definicién. Sea G x S — S una accion. Esta accion es transitiva si para todo par s,t € S, existe
un r € G tal que
r-s=1t.

O equivalentemente, si para todo s € S se verifica que
S={z-s|lreG}=G-s.

Ejercicio 2.4. Sea n > 2. Consideremos el grupo ortogonal O(n) y S = {z € R"|||z| = a}, con a
fijo y a # 0. Demostrar que la aplicacién

es una accién transitiva de O(n) sobre S.

Teorema 2.5. Sean z,y € R\ {0}. Si ||z|| = ||y||, entonces eziste A € O(n) tal que Ax = y.

Definicién. Sean GG un grupo, S un conjunto, y G x § — S una accién. Dado s € S, definimos la
orbita de s bajo G por
Orbg(s) =G-s={z-s|z € G}.

Esta accién define una relacion de equivalencia: Dados ¢, s € S

s~t<=dreG talquex-s=t.

Ejercicio 2.6. Comprobar que ~ es una relacién de equivalencia.

Las orbitas de los elementos de S son exactamente las clases de equivalencia de la relaciéon ~. Y,
dados s,t € S, las orbitas G - s y G - t satisfacen solo una de las dos siguientes afirmaciones:

» Orbg(s) = Orbg(1).
L] Ol"bg(s) N Orbg(t) = @



Asi
S = |_| Orbg(s;),

il
donde I recorre todas las drbitas distintas de los elementos de S bajo G. Es decir que {s; |i € I} es
un sistema de representantes.

Observacion. Para todo x € G, la familia {x - s; |7 € I} también es un sistema de representantes.

Definicién. Sean GG un grupo, S un conjunto, y s € S, el estabilizador de s bajo G por
Stabg(s): ={r € G|z -s=s}
Ejercicio 2.7. Probar que Stabg(s) < G.

El conjunto cociente de S mddulo G es el conjunto de todas las clases de equivalencia de la accién
de G sobre S.
S/IG={G-s|se S}t ={G-s;|i eI}

Ademas, la funcién
Orbg: S — S/G
s = Orbg(s) =G -s

es sobreyectiva. Se puede ver también que G opera transitivamente sobre S siy sélo si S/G = {G - s},
Vs e S.

Ejemplo 2.8. Sea GG un grupo. Notemos por x al conjunto conformado por los subgrupos de G, y
consideramos el operador

GXxXxy —¥x

(v,H) —x-H=xHz '

Veamos que este operador define una accién de G sobre x: Sean x,y € Gy H < G, se tiene
v-(y-H)=x-(yHy ') = ayHy 'a~" = (zy)H(zy) "
El estabilizador de H bajo G estda dado por
Stabg(H) = {z € G |zHx™' = H}.
A este grupo se lo conoce como el normalizador de H y se denota por Ng(H ).
Ejemplo 2.9 (Accién de G sobre G por conjugacién).

GxG —G
(z,y) = zyz~.

Las orbitas son las clases de conjugaciéon de G:
Orbg(y) = {zyz ™ |z € G}.
Y para los estabilizadores se tiene que
Stabg(y) = {z € G |zyz~' = y}.

Definicién. Sea G un grupo, y y € G.



(1) cl(y) = {zyz~' |z € G} se llama clase de conjugacién de y.
(2) Cely) ={zr € G|xy = yx} es llamado el centralizador de y en G.

Observaciones. (1) Para la accién de G sobre G por conjugacién, gracias al ejemplo anterior sabe-
mos que Orbg(y) = cl(y) v Stabg(y) = Ca(y).

(2) Siye Z(G), entonces Ci(y) = G.

(3) cl(y) ={y} siysdlosiy e Z(Q).

Teorema 2.10 (Teorema de la 6rbita-estabilizador). Sea G un grupo, G x S — S una accion.
Para todo s € S, se tiene que

i. Stabg(s) < Gy
i. Se tiene una biyeccion entre Orbg(s) y G/Stabg(s);

iii. Si |G| < 400, |Orbg(s)| = |G/Stabg(s)| = [G: Stabg(s)] = |G|/ |Stabg(s)|. Por tanto
|G| = |Orbg(s)||Stabg(s)].

Demostracion. i. Se sigue ejercicio

ii. Sean z,y € G tales que z-s = y-s, entonces (y~'z)-s = s. Esto tltimo imlica que xStabg(s) =
xStabg(s). En efecto, sea z € Stabg(s), notemos que zz = y(y~'xz), donde y~'zz € Stabg(s)
pues

(y twz)-s=(y ') s=s.

Es decir, zStabg(s) C yStabg(s). La otra contenencia se obtiene siguiendo el mismo procedi-
miento, notando que también tenemos (z7'y) - s = s.

De esta manera, la aplicacion

1: Orbg(s) — G/Stabg(s)
x-s —(x-s) = zStabg(s)

esta bien definida y es inyectiva. Ademaés es facil de ver que 1 también es sobreyectiva, siendo
asi una biyeccién entre Orbg(s) y G/Stabg(s).

iii. Se sigue de (ii).

Corolario 2.11. Si |G| < 400, entonces |Orbg(s)| | |G].

Ejemplo 2.12. Dados G un grupo finito y y € G, tenemos que

lcl(y)| = [Orba(y)| = [G: Staba(y)] = [G: Caly)] = |G|/ [Caly)] -

Ademés

G = |_| cl(y:),

i€l

donde I recorre las clases de conjugacion distintas.



Denotaremos por 1, ..., z; € G los elementos que representan a todas las clases de conjugaciones
con més de un elemento, es decir, tales que |cl(x;)| > 0 Vi € {1,...,k}. Asi

G= L[] {ypu|]ellx),

yeZ(G) 1=i

k

Gl =1Z(G)| + >_lel(:)| = | Z(G)] + 3_ G Ca(x)].

i=1

Teorema 2.13 (Ecuacién de clase). Dado G un grupo. Con las notaciones anteriores, se tiene
que

G| =12(G)| +>_1G: Ce(:)]-

=1

Va2

Dado p < 2, diremos que un grupo G es un p-grupo si existe n < 1 entero tal que |G| = p".

Ejemplo 2.14. Sea G un p-grupo, por definicién, se tiene que p | |G|. Por otro lado, por el ejemplo
sabemos que [G: Cg(z;)] | |G|, con [G: Ca(x;)] = |cl(y)| estrictamente menor que |G|, pues si
no, existirfa y € G tal que yx;y~ ' = 1, entonces x; = 1y |cl(z;)| serfa inicamente la identidad, lo cual
no es posible. De esta manera [G: Cg(x;)] es una potencia de p y por el teorema anterior, tenemos
k
Z(G)| =p" = >_[G: Ca(x:)],

i=1

por ende p | |Z(G)| y por lo tanto Z(G) es no trivial.

Corolario 2.15. Sea G un p-grupo. Entonces
Z(G)| > 1

y es potencia de p.

Corolario 2.16. Sea G un p-grupo. Se tiene que
Z(G)<4G

y es un p-grupo no trivial. Asi, |G/Z(G)| < |G| y G/Z(G) es un p-grupo.

Esta propiedad sirve para demostrar por induccion ciertas propiedades sobre p-grupos.

Observacion. En la ecuacién de clase, todos los sumandos son divisores de |G|.

Ejemplo 2.17. Sean G un grupoy H < G, G/H = {zH |z € G} (como conjunto). G opera sobre
(G/H mediante la siguiente accion:

GxG/H —G/H
(x,yH) +— zyH.

Ejercicio 2.18. Probar que la aplicacién del ejemplo anterior define una accién.
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De forma equivalente, consideramos el homomorfismo

¢: G — Sym(G/H)
x = P(x),

con ¢(x)(yH) = xyH, VyH € G/H. Buscamos el ntcleo de ¢:

x € ker(¢p) <= xyH =yH, Yy e G
<y loyH = H, Yy e G
< y oy € H, Vy e G
< x cyHy™t, Vye G

=z €NyeeyHy .

Asi,
ker(¢p) = (| yHy ' =: Hs < G.

yeG

Hg < H se denomina el interior normal de H. Ademas, por el primer teorema de isomorfia
G/Hg — Sym(G/H).
Sea G un grupo finito, entonces

Sym(G/H) = Sia/u|,

G+ He) | |Siom|-

Observacion. Hg es el subgrupo normal mas grande de G contenido en H.

Ejercicio 2.19. Supongamos que G es un grupo finito y sea H < G, notemos n = [G: H| y
supongamos que |G| 1 nl. Entonces existe un subgrupo normal K < G tal que K # {1} y K < H.
En particular, G no es simple.

Teorema 2.20 (Cauchy). Sea G un grupo finito y p > 2 un nimero primo tal que p | |G].
Entonces existe x € G tal que

2| = p.

En particular G contiene un subgrupo ciclico de orden p.

Demostracion. Consideremos el grupo G X -+ x G = {(x1,...,x,) | 21,...,2, € G}. Consideremos
—— —

p veces
ademas el conjunto

S={(z1,...,2p) €EGXx - xG)|xy...20, =1} \ {1,...,1}

Observemos que 1 ...x, = 1 si y sélo si z, = x;_ll ...x7", es decir que x, estd determinado por
Ty ... 2, 1. Luego, [S| = |G|P™" — 1. Sean C un grupo ciclico de orden p y z € C tal que C' = (z).

Definamos la accién de C sobre S

CxS — 8
(2, (21, ... 2p)) =2 (21,...,2p) = (T2,...,2p, 1)
(2" (@1, yxp) =z (2" (2, 1)

7



Veamos que esta accién estd bien definida. Sea (z1,...,z,) € S, basta probar que z - (x1,...,2,)
pertenece a S, es decir, probar que
To...Tpx = 1.

Lo cual se tiene pues, como z; ...z, = 1, entonces
_ 1 _
To...Tpxy =2, 1 = 1.

Vimos que el ntimero de elementos de cada drbita de esta accién divide a |C| = p (teorema [2.10)). Si
todas las érbitas de esta accion tuvieran orden p, entonces |S| serfa un multipo de p, es decir, p | |S|.

Pero |S| = |G[P~! — 1, de donde, como p | |G|, tendriamos p|1, lo cual no es posible. Asi, existe una
6rbita con un sélo elemento, es decir que existe (z1,...,x,) € S tal que 2™ (y1,...,yp) = (T1,...,7p)
para todo n € {1,...,p}. Esto implica que todos los x; sean iguales, para todo i € {1,...,p}, y por
tanto este Unico elemento tiene la forma (x,...,x), que ademas satisface

T...v =1,
es decir |z| = p. O

{Coémo encontrar el nimero de 6rbitas de una accién sobre un conjunto X7
Sean G un grupo, X un conjunto y G x X — X una acciéon de grupo. G también opera sobre cada
orbita, mediante la accién
G x Orbg(z) — Orbg(z)
(g,h-x) +— gh-x.

Ejercicio 2.21. Probar que esta accién es transitiva.

Sabemos que
X =| | Orbg(s:),
iel
donde [ recorre todas las drbitas distintas de los elementos de X bajo G. Si X y G son finitos
podemos numerar estos elementos de 1 a h, con h € N. El subsiguiente teorema es una consecuencia
inmediata de esta discusion.

Teorema 2.22 (Ecuacion de clases I1). Sean G un grupo y X un conjunto, ambos finitos. Se
satisface la siguiente iqualdad

h

Corolario 2.23. Sea G un grupo finito, entonces

Definicién. Dados X un conjunto, G un grupo que opera sobre X y g € G. Notaremos:

Fix(g) ={z € X |g-z=a}, F,=|Fix(g)|.



Teorema 2.24 (Lema de Burnside). Sean X un conjunto y G un grupo finito que opera sobre
X. Entonces se verifica la igualdad

. 1
Z [Fix(g)| = @ Z F,.

geG geG

1

X/G| =
X/61= 1

Demostracion. Usaremos el hecho de que G opera sobre cada érbita de esta accion transitivamente
y dividiremos la demostracién en dos partes.

(1) Supongamos que G opera transitivamente sobre X (entonces hay una sola érbita G-z, z € X).
Entonces

X/G={G -z} ={X}.
Asi | X/G| = 1. Probaremos que |G| = X ¢ Fy. Definimos
Y={(g,z) e GxX|g-z=2} CGxX.

Contaremos |Y| de dos maneras distintas. Para la primera, fijamos z € X. Dado g € G,
(g,x) € Y siysolosig-z =z, es decir, si g € Stabg(x). Luego

[{(g,7)] g -z =z} = |Stabg ()|,
y Y| = ,ex [Staba(y)|.

Ejercicio 2.25. Sean X un conjunto y G un grupo que opera sobre X. Sean z,y € X y
g € G tales que g-x =y (z € Orbg(y)). Entonces Stabg(z) = gStabg(y)g~'. En particular
|Stabg(l’)| = |StabG(y)|

Del ejercicio anterior, puesto que G - x es la Unica drbita, obtenemos
Y| =) [Stabg(y)| = |G - x| [Stabe(z)| = |G].
yeX

Calculamos Y| de otra manera: Sea g € G, tenemos que
{r € X|(g9,2) € Y} = Fix(g).
Ast Y| = X e Fy, con lo cual |G| = 3 e Fy.

(2) Para el caso general, notemos por [ al indice que recorre todas las dérbitas distintas, de modo
que
X = |_| Orbg(l'l)
iel
Dados g e i € I, notemos Fix'(g) = {z € Orbg(z;)|g -z = x}. Dado que G opera transitiva-
mente sobre cada Orbg(x;), i € I, por lo ya visto, sabemos que

> |Fix(g)| = 1G], viel
yey
Por otro lado, dado g € GG, se cumple también que

Fix(g) = | | Fix'(g).

il

S F, =33 [Fix'(g)| = Y |G| = |X/G||G] .

geG iel gelG iel

Finalmente



Ejemplo 2.26. Supongamos que G opera sobre X transitivamente. Entonces

1
1= — S F, (2.1)
o 2"
Como F; = |X]|, si suponemos que |X > 1| se sigue que F; > 1. Por (2.1)), existe g € G tal que
F, <1,y asi g no tiene puntos fijos (que F, = 0).

Corolario 2.27. Si G opera transitivamente sobre X, con |X| > 1, entonces al menos un
g € G no tiene puntos fijos.

Observemos una aplicacién de esto. Sea H < Gy X = G/H = {xH |z € G}. Supongamos que
H es distinto de G, es decir | X| > 1. G opera transitivamente sobre X (por multiplicacién a la
izquierda). Por el corolario anterior existe g € G con F, = 0, es decir Fix(g) = (. Por tanto, ¢ no fija
ninguna clase lateral de H.
El estabilizador de alguna clase lateral H es G,y = xHx~!. Por lo anterior, g no deja fijo a xH
para todo = € GG. De donde
g¢ () xHz™' = Hg.

zeG

Corolario 2.28. 57 H < G finito tal que

G=JgHg",

geG

entonces H = G.

Una aplicaciéon de este corolario se muestra en la siguiente proposicion.

Proposiciéon 2.29. Sea G un grupo finito tal que todo par de elementos distintos de 1 sean
conjugados en G (es decir, hay a los mas dos clases de conjugacion en G ). Entonces

G| < 2.

Demostracion. Sea n = |G|. Supongamos que n > 1. Entonces G contiene una clase de conjugacion
con n— 1 elementos. Por tanto, como el niimero de elementos de una 6rbita divide el orden del grupo,
y dado que la clase de conjugacién es una orbita, se sigue que

n—1]n.
Asi, n > 2(n — 1), lo que implica que n < 2. ]

El resultado anterior puede generalizarse de la siguiente manera.

Teorema 2.30. Para todo entero k > 1, existe un entero B(k) > 0 tal que para todo grupo
finito que tiene exactamente k clases de conjugacion distintas, se tiene que

|G| < B(k).
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Lema 2.31. Sea k > 0 un entero y A € R. Entonces la ecuacion (diofantica)

1 1 1
—+ 4.4+ =—=A
I T2 Tk

tiene a lo mdas un nimero finito N(k, A) de soluciones en Z*.

Demostracion del Lema[2.31. Sin pérdida de generalidad suponemos que A > 0, pues sino el conjunto
de soluciones es vacio.

Haremos la demostracién por inducciéon sobre k. Para k = 1 el resultado es trivial. Ahora,
supongamos que el lema es verdadero para k — 1 y probemos que también lo es para k. Elijamos x;,
el entero mas pequeno que aparece en todas las posibles soluciones, es decir

T <x; Vi,
de donde 1 ]
—>— Vi
Lk Z;
Sumando estas desigualdades obtenemos
k 1 1 1
— > —+ — 4+ —=A,
T T i) T
lo que implica que
k
< —.
Tl > A
Por ende, el nimero z; estd acotado por k/A. Pero
1 1 1 1
— 4 — 4+ 4 =A—-—,
X X9 Th—1 Tk

y esta dltima ecuacién tiene un nimero finito de soluciones N(k—1, A—1/k), y el resultado se sigue

por induccion. O
Demostracion del Teorema[2.30. Sean O, ...,y las distintas clases de conjugacién de G. Entonces
k
G = |_| C;
i=1
Asi
k
i=1

y en consecuencia
1= i |l
|G|

=1

Cada C; es una orbita de la accién de G sobre G por conjugacion, entonces |C;| | |G| para cada
i€ {l,...,k}, es decir |G| = |C;|x; para algun z; > 0. Asi, reemplazando

1 1 1
— 4+ =+ +—=1
il ) T
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Sabemos que hay un numero finito B(k) de soluciones de esta ecuacién, y |z;| < B(k) para todo 1.
Ademas, la clase de 1 es C; para algun i, pero

x| {1} = 1G] < B(K).
O

Ejercicio 2.32. Sea G un grupo arbitrario finitamente generado, es decir, G = (g1,...,g,). Sea

n > 1 un entero. Probar que
H{H <G|[G: H] <n}|

es finito. Sugerencia: Considerar la accién de G sobre G/H

GxG/H — G/H
(9,7H) — gxH,

con [G: H] = |G/H| = n. Esta accién induce un homomorfismo
p:G — Sym(G/H) =S5,
g — p"(9),

donde "
p"(9): G/H — G/H
xH +— g-zH.

2.2. Producto semidirecto de grupos

Sean H y K dos grupos, ¢: H — Aut(K) un homomorfismo y consideremos la accién de H sobre

K
HxK —K

(h,k) — hxk=¢(h)(k).

Tomando ahora G = K x H, podemos definir la aplicacién binaria

2~ GxGE =G
((m,y), (U,U)) = (Iay) ’ (u,v) = (xd)(y)(u),yv)

Ejercicio 2.33. Probar que (G, ) es un grupo.

G es llamado el producto semidirecto de H y K respecto a ¢, y se nota por G = K x H.
¢

Observacion. Si ¢(h) = idg para todo h € H, entonces K 23 H=KxH.

Ejercicio 2.34. Dados H y K dos grupos y ¢: H — Aut(K), definimos

H={(z,1;) |z € H}
K={(ny)ly € K}.

(1) Pruebe que L < K x Hyque H< K x H.
¢ o

(2) Calcule el grupo K x H/H.
¢
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(3) Note ademés que KH = K ? Hy KNH ={(en, exr)}, y que la representaciéon de G = K 21 H =

KH es tnica.

Definicién. Sean G un grupo, K, H < G, con K < G. Si G = KH y KN H = {1}, entonces la
representacion g = kh, con k € K y h € H, es Unica y en este caso se dice que G es el producto
semidirecto interno de K y H.

Ejercicio 2.35. Sean GG un grupo, H, K < G, con K < G. Consideremos el homomorfismo

¢: H — Aut(K)
h — Iy,

donde Iy (k) = hkh='. Probar que G es isomorfo a K ;j H.

Ejercicio 2.36. Consideremos los grupos H = {1,(12)} y K =V, < Ay y el homomorfo ¢: H —
Aut(Vy) tal que ¢(1) = idy,, #(12) — I 9. Calcule el grupo V; ;f H.
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