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Capitulo 3

Teoremas de Sylow

Consideremos p > 2 un ntmero primo.

Definicién. Un grupo G se llama un p-grupo si todo elemento de G tiene orden igual a una potencia
de p.

Proposicion 3.1. Sea G un grupo finito. G es un p-grupo si y solo si |G| = p™ para algin
enteron > 1.

Ejercicio 3.2. Demostrar la proposicién anterior.

El siguiente resultado ya ha sido probado como una consecuencia de la ecuacién de clases en el
capitulo anterior. Lo enunciamos nuevamente aqui por conveniencia.

Teorema 3.3. Si G es un p-grupo finito con |G| > 1, entonces |Z(G)| > p.

Ejemplos 3.4. (1) Z/p"Z es un p-grupo.
(2) Si G es un p-grupo, |G| = p?, entonces G es abeliano.

Notacién: Sea G un grupo finito, p primo tal que p | |G|. Notaremos como p® || |G| si a es el
indice tal que
PG y p"THIG),

o equivalentemente
|G| =p*m, ptm.

Definicién. Sea G un grupo finito con p® || |G|. Un subgrupo P < G se llama un p-subgrupo de
Sylow de G si
[P =p".

Se denota
Syl,(G) = {P < G| Pes p-subgrupo de Sylow}.
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Teorema 3.5 (Primer Teorema de Sylow). Si G es un grupo finito, con p | |G|, entonces G
tiene un p-subgrupo de Sylow.

Lema 3.6. Sea n = p®m, ptm, con p un primo. Entonces

<n> =m (méd p).

p(l

Demostracion del lema. Veamos las siguientes congruencias

(x4+1)P=2aP4+1 (mbd p)
(z+1)" =2 +1 (méd p)

(z+ 1) =2 +1 (méd p).

Pero
@+ )" =@+ 1" = ((z+1)")" = @ +1)™ (méd p).

Comparando a ambos lados el coeficiente de z** deducimos que
(n) =m (mdd p).
pa
O

Demostracion del Primer Teorema de Sylow. Supongamos que |G| = p*m, p f m. Sea X = {A C
G ||A| = p*}; asi, por el lema anterior

X = (';’) —m (méd p),

lo que implica que p{ X pues p{ m.
Definamos una accién de G sobre X.

GxX — X
(9.4) — gA.

Descomponiendo X en érbitas, | X| = S5, |Oy], con Oy, ..., Oy, érbitas distintas. Como p 1 | X| existe
O = O; tal que pt|0].
Sea A € X tal que O = G - A (érbita que contiene a A), entonces
GA == Stabg(A) S G.

Sabemos que

|G
Ol =[G: G4l = :
| | [ A] |GA’
como p 1 |G| se sigue p 1 %; pero p® || |G|, asi p* | |G|, de donde p® < |G 4.
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Afirmamos que |G 4| = p%, entonces G4 es un p-subgrupo de Sylow de G. Sea a € A, asi para
todo h € G4 = Stabg(A) se verifica
h-a€h-A=A,

en consecuencia G4 - a C A.
Asi, |G4 - a] < JA| = p% pero se tiene la biyeccién

GA — GA-&
g +—— g-a,

lo que implica que |G 4| = |G -a| < p*, y por tanto |G 4| = p®. Este grupo de Sylow es un estabilizador
de un subconjunto A C G de orden p®. O

1

Si P < (G es un p-subgrupo de Sylow, entonces para todo g € G, gPg~" es un p-subgrupo de

Sylow.

Ejercicio 3.7. Probar que ¢G 97! =G

ga-

Observacion. Sip+t |G| en el Primer Teorema de Sylow, entonces el p-subgrupo de Sylow es trivial.

Proposicién 3.8. Sea G un grupo finito, H < G. Sea S € Syl (G) un p-subgrupo de Sylow de
G. Entonces existe g € G tal que
HngSg'<H

es un p-subgrupo de Sylow de H.

Observacion. Sip | |G|y p| |H]|, este subgrupo es no trivial.
Demostracion. Sea S un p-subgrupo de Sylow de G. Consideremos la accién de H sobre G/S

HxG/S — G/S
(h,gS) —— hgS.

Calculemos

Stabg(xS) = {h € H|hzS = x5}
={h€ H|z 'hzS = S}
={he€H|hecaxSz™"}
=HnNazSx .

Como S es p-subgrupo de Sylow de G entonces, p 1 |G/S| y G/S es la unién disjunta de H-6rbitas,

es decir
G/S] =210z,
con z; € G/S (z; = x;5), y Og son las distintas érbitas concluimos que existe O = H - ¢S tal que
p1|O| = [H: Staby(gS)] = |H|/|Staby (9S)|. Luego, como p° || |H| tenemos
pt— AL
Stabg(g.9)]

Y

lo que implica p° || |Stabg(gS)| = |H N gSg~|, de donde p° | |H N gSg~Y| vy asi p® < |H N gSg~Y.
Ahora, |[H N gSg~ Y | |H| y |gSg?| es potencia de p, entonces |H N gSg~!| = p lo que a su vez
implica que H N gSg~! sea un p-subgrupo de Sylow de H. n
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Corolario 3.9. Sea H < G un grupo finito y p > 2 un primo. Si G contiene un p-subgrupo de
Sylow, entonces H contiene un p-subgrupo de Sylow.

Observacion. Sea G un grupo finito que admite un monomorfimos f: G — G’ en un grupo G’. Si G’
tiene un p-subgrupo de Sylow, entonces G' también.

Ejemplo 3.10. Sea G un grupo finito y llamemos n = |G|. A la accién regular por izquierda

GxG — G
(z,y) — xy

le corresponde un homomorfismo ¢: G — Sym(G) = S,,, y de hecho ¢ es un monomorfismo. Asi

G— S, —> GL(n,Fyn)
o — 1.

Por tanto, G < GL(m,Fyn).
GL(m,Fpn) se identifica con el conjunto de todas las bases del espacio vectorial F7;.. Luego, si
q=p"

nm(m—1)

por lo que p— 2z || |GL(m,F,)|.

Ejercicio 3.11. Sea
1 %
0 0 1

nm(m—1)

Demostrar que |H| = p~— 2z y H < GL(m,F,). Por ende , H es un p-subgrupo de Sylow de
GL(m,]Fpn)

Ejercicio 3.12. Sea P un p-subgrupo de Sylow de G (finito) y H < G un p-subgrupo. Entonces

HNNg(P)=HnNP.

Proposicion 3.13. Sea G un grupo de orden p*, a > 1. Entonces G contiene un subgrupo
normal de orden p*~t. Ademds, existen subgrupos G1,Gs,...,Gq_1 con

Gi1<Ge<---<Gu1 <G, =G,

tales que |G;| = p'.

Demostracién. De la proposicion, existe G, 1 <G con |G,_1| = p* . G,_1 es un p-grupo de orden

p®~ 1, entonces existe G,_<G,_1 con |G,_»| = p®~2. Mas precisamente, se puede alcanzar que G; <G

para todo i. O



Teorema 3.14. Sea G un grupo con |G| = p*. Entonces para todo 0 < b < a — 1, existe un
subgrupo normal Gy < G tal que |G| = p° y se tiene ademds que

G AGi Vi,
y tenemos una cadena de subgrupos
{1} =Gy 2G1 9G4+ 2G,1 2G, =G,

Ademds, Gi11/G; es ciclico de orden p.

Demostracion. Se demostrard el resultado por induccién con respecto a a (|G| = p®). Si a = 1 no
hay nada que probar.

Sea a > 2. Como G es un p-grupo, |Z(G)| > p 'y es un p-grupo. Por el Teorema de Cauchy, existe
r1 € Z(@Q) tal que zf =1, es decir |[(z1)| = py (z1) < G. Definamos G; = (1), |G1| =py G1 < G.
Asi, G/G; es un p-grupo y |G/Gy| = p®!. Por induccién existen subgrupos normales G; < G/G,
con |G;| =pty G; <Gy parai € {2,...,a — 1}. Por tanto

Gi={1}9G,9---4G,_1 G, =G =G/Gy.
Ahora, G; = G;/Gy, con G; < G, |G| = p'. Asi, tenemos
Go={1}4G19G,9---4G,1 9G, =G,
con |G;| = p', vy |Giyi/Gi| = p pues este es ciclico de orden p. O
Definicién. Un grupo G se dice nilpotente si existen G; < G, 0 € {1,...,n} tales que
{1} =Gy <--- 4G, =G,

y Git1/G; es ciclico para todo i € {0,...,n — 1}.

Corolario 3.15. Sea p <2 y G un p-grupo. Entonces G es nilpotente.

Teorema 3.16 (Segundo y tercer teorema de Sylow). Sean p > 2 primo, a € Z* y G un
grupo tales que p°|||G|. Sea ademds P < G un p-grupo y S € Syl,(G) un p-subgrupo de Sylow.
Entonces existe g € G tal que

P < gSgt.

En particular, si P también es un grupo de Sylow, entonces

P=gSqg .

Es decir que Syl,(G) es la clase de conjugacion de S.

Demostracion. Sea X = {zS|z € G} = G/S. Como p?|| |G|, entonces existe m € Z* tal que
|G| =p*m y ptm, asi

a

_ |Gl p'm

X| = = =m,
XI= 151 =




de modo que p 1 |X|. P opera sobre G mediante la siguiente acciéon

PxX —X
(g,2S) > gx8.

Luego, de la ecuacién de clases, existe una érbita O = P - S, con z € G, tal que p | |O|. Por otro
lado sabemos que |O| | |P|, y entonces |O| = 1. Asi, para todo g € P tenemos que

g-xS =xS=>x"'gzS =S5
=z lgre s
=g € xSzt

De donde P < xSz~ !. En particular, si |P| = p® entonces P = xSx~!, es decir que los p-grupos de

Sylow son conjugados. O

Corolario 3.17. Sea G un grupo finito y P € Syl,(G), entonces

SyL,(G)| = [G: Na(P)]

SYLG)| | [G: Pl =m,

conm € Z7" tal que |G| = p*m, ptm.

Demostracion. Consideremos la accién de G sobre Syl,(G) dada por

G x Syl,(G) — Syl,(G)
(9,5) + gSg~".
Veamos primero que Syl (G) = Orbg(P). En efecto: Si S € Syl,(G), como P € Syl,(G), por el
teorema anterior existe g € G tal que S = gPg~! € Orbg(P). Reciprocamente es claro que gPg~! €
Syl,(G) para cualquier g € G. Notemos ademas que Stabq(P) = {g € G| gPg~' = P} = Ng(P). De
esta manera
8¥1,(G)| = |Orbg(P)| = [G: Staba(P)] = [G: Na(P)).
Para la segunda igualdad basta notar que
|G| |G| [Na(P)] [Ne(P)]
G — [sy1,(c)| el
[Pl [Na(P)| [P R 1P|

Ng(P
donde Na(P)| es entero pues P < Ng(P). O

1P|
Observacion. Sea G un grupo finito, S € Syl(G). Las siguientes afirmaciones son equivalentes
(1) S<G;
(2) Syl (G) = {5}
(3) Todo p-subgrupo de G esta contenido en S.
(4)

4) Para todo automorfismo a: G = G, se tiene que a(S) = S (a un grupo que cumpla con esta
propiedad se lo llama grupo caracteristico).

Ejercicio 3.18. Probar la observacion anterior.



Lema 3.19. Sean G un grupo finito, S € Syl,(G) y P un p-subgrupo de Ng(S), entonces
P <S.

Demostracion. Como P < Ng(S)y S < Ng(S), entonces PS < Ng(S). Luego,
_|Plls)
|[PNS|
De modo que |PS| es una potencia de p y por tanto PS es un p—subgrupo de Ng(S). Por otro lado,
como S es un p—subgrupo de Sylow de G, se tiene que

p* = [S] <|PS| < |G| =p"m

| PS]

con a, m € N. Esto implica que |PS| = p®n, con 1 < n < m, pero como PS es un p—grupo, entonces
n = 1. Finalmente tenemos P.S = P y eso implica que P < §. n

Corolario 3.20. Sean S,S" € Syl,(G) y S" < Ng(S), entonces S = 5.

Demostracion. Se sigue directo del lema anterior. O]

Teorema 3.21 (Teorema de conteo de Sylow). Sean G un grupo finito, p > 2 un nimero primo
y notamos ny(G) = ‘Sylp(G)’. Entonces

i. ny(G) =1 (mdd p);
ii. Sip® <[S: SNT], cone> 1y para cualquier par T, S € Syl,(G), T # S, entonces

n,(G) =1 (méd p°).

iii. St |G| = p*m, ptm, entonces n,(G) | m.

Demostracion. Sea P € Syl,(G). P acttia sobre Syl (G) mediante la siguiente accién
P x Syl (G) — Syl(G)
(9.9) ~—gSg7".

i. Primeramente notemos que Orbp(P) = {gPg~'|g € P} = {P} y por tanto |Orbp(P)| = 1.
Sea S € Syl (G), S # P. Utilizando el Lema [3.19| aplicado a Np(S) < Ng(S), tenemos que
Np(S) < S, por tanto Np(S) < PN S < Np(S). Es decir que Np(S) =PNSy

|Orbp(S)| = |P: Stabp(S)| = |P: Np(S)|=|P: PN S]|.

Como P # S entonces P NS # P (pues si no, S < P lo que no se puede pues |S| = |P| y
S # P),y asi

L
|[PNS| ’

con algtin b € N. En resumen, la cantidad de grupos que pertenecen a Syl (G) es de 1 mds un
multiplo de p, es decir que n,(G) =1 (mdd p).

Othp(S)| =

ii. Se sigue directamente por lo visto en i.

iii. Se sigue del corolario [3.17]



3.1. Aplicaciones

Ejemplo 3.22. Sea G un grupo de orden |G| = 360 = 23 - 3% . 5. Utilizando el teorema anterior,
literal iii. con p =3, a =2 y m = 2% -5 tenemos que

n3(G) | 2* - 5 = 40,

entonces n3(G) € {1,2,4,8,5,10,20,40}. Pero por el literal i. tenemos que n3(G) = 1 (méd 3), y
por tanto n3(G) € {1,4,10,40}.

Ejemplo 3.23. Sea G un grupo de orden |G| = pgq, con p > ¢ primos tales que p # 1 (mdd ¢q). Sean
ademds P un p—grupo de Sylow y @ un g—grupo de Sylow. Por el teorema [3.21], literal i. sabemos
que n,(G) =1 (mdd p) y ny(G) =1 (mdd q), asi, existen k, h > 0 enteros tales que n,(G) =1+ kp
y ny(G) = 1+kq. Por otro lado, nuevamente por el teorema anterior, literal iii., se tiene que n,(G) | ¢
y ng(G) | p. Luego 1+ kp | ¢ < p, por lo que k debe ser necesariamente 0 y n,(G) = 1, lo que a su
vez implica que P < G.

Por otro lado, como n,(G) = 1+ hq | p, existe [ > 0 entero tal que (1 + hq)l = p. Como p es un
nimero primo tenemos dos opciones:
Sil+hg=pyl=1,secontradice el hecho que p Z 1 (méd ¢q) entonces no es posible. Tendriamos
entonces que 1 +hg =1y [ = p, por tanto h = 0. Asi n,(G) = ’Squ(G)’ =1y @ < G. Por otro lado,
tenemos pq = |P||Q| = |P N Q| |PQ|. Hay cuatro opciones posibles

(1) Si |[PNQ|=pqy |PQ| =1 entonces pg = |PNQ| < |P|=plo cual no es posible.
(2) Si |[PNQ|=py |PQ|=qentonces p=|PNQ|<|Q|=qlo cual tampoco se puede.

(3) Si |[PNQ|=qy |PQ|=pentonces PQ = P, lo cual implica que < P, lo cual no es posible
pues por el teorema de Lagrange tendriamos que ¢ = |Q| | | P| = p.

Tenemos el caso restante |[PNQ| =1y |PQ| =pq= |G|, es decir que PNQ = {1} y PQ =G.
Todos los g € GG se escribiran de manera tnica como g = ab, con a € P y b € (). Notemos

ademas que G es conmutativo, es decir que g = ab = ba para todo g € G. En efecto: como () es un
subgrupo normal, aba™! € aQa~! = Q, entonces (aba1)b™! € Q y de la misma forma se puede ver
que a(ba™'b"1) € P. Asi, aba b € PN Q = {1}, es decir que ab = ba. Podemos definir entonces la
aplicacion

G - PxQ

ab — (a,b),

que establece un isomorfismo entre G 'y P x ). Ademéas, como Py ) son ciclicos de érdenes coprimos,
concluimos G es un grupo ciclico de orden pq.

Ejercicio 3.24. Si n y m son nimeros enteros tales que (n,m) = 1, entonces C,, X Cp, = Cppp.

Si G es un grupo con |G| = pq, p > ¢, G no es conmutativo. Ademds, existen p estructuras
distintas para G, pues existen p p-subgrupos de Sylow de G, y cada Q € Syl (G)

Ejemplo 3.25. Sea G un grupo con |G| = 2p, p un primo impar. Entonces, se tiene que G = Z/2pZ
oG Dgp.

Todo p-subgrupo de Sylow P es ciclico de orden p. Por tanto, todo 2-subgrupo de Sylow es ciclico
de orden 2. Sea a € G con |a| = p, es decir of = 1. Asi

G/a)] =2 = () 4 G.
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Luego, n, = 1 (méd p) y n, | 2, lo que implica que n, = 1. En consecuencia, existe un tnico
p-subgrupo de Sylow («).
Sea () un 2-subgrupo de Sylow (3? = 1). Asi, tenemos

BaBt € (o) = Baf ' =a* k€Z 0<k<p,

de donde

B(Bap™)p~t = ok s = (ab)F,
por tanto a = « ’ y en consecuencia k? = 1 (méd p). Esto implica que k =1 (méd p) ok =p—1
(mdéd p). Asi, tenemos 2 casos

k

(1) Bapf = a,esdecir, aff = fa; por lo tanto, G es conmutativo. Pero G = (a)(8), y ()N {B) = {1},
lo que implica que G = Z/2pZ y es ciclio.

(2) BaB = a™!, entonces
G=(a,p)=(a,f|la’ =3 =1, fa=a ') = Dy,
Ejemplo 3.26. Vamos a encontrar todos los grupos de orden 8.
Z/pZ, (Z/2Z), ZJAZ xZJ2Z, Ds, Qs.

Ejemplo 3.27. Sea G finito con |G| = p%*q, p y q primos distintos, entonces G' no es simple. En
efecto, se verifica que G tiene un p-subgrupo de Sylow y G tiene un ¢-subgrupo de Sylow.
Notemos que

n,=1 (médp) n,|q
ng=1 (médq) n,|p*

Sin, =10mn, =1, entonces G no es simple (un tal subgrupo de Sylow seria normal). Ahora,
supongamos que n, > 1y n, > 1, entonces n, =1+ kp | ¢y asi ¢ > p (con k > 1 ya que n, > 1).
Ademds, como n, | p* y n, > 1, entonces n, € {p, p*}.

SiQ,Q" € Syl(G), Q#Q,QNQ" = {1}. Asi, |Q\ {1}| = ¢ — 1 para todo Q € Syl (G). Por

tanto

U @\{1}

QeSyl,(G)

=ng(qg—1).

Supongamos que n, = p*, entonces en G hay p* = p*q — p*(¢ — 1) elementos de orden distinto de q.
Todo p-grupo de Sylow P tiene orden p*, lo que implica que P seria el inico p-subgrupo de Sylow
de G, es decir n, = 1, lo que contradice que n, > 1.

Asi, ng,=p=1 (mbd q), y entonces ¢q | p—1, es decir ¢ < p, lo que es absurdo. Por ende, n, < 1
ong <1y por lo tanto G no es simple.

Ejercicio 3.28 (Desafiante). Suponga que |G| = pgl, con p,q,l primos distintos y que G no es
abeliano ;(Es G un grupo simple?
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