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Capitulo 5

Grupos libres

Definicién. Sea X un subconjunto de un grupo G. Diremos que X es un sistema libre de generadores
de G (o base de G) si todo g € G\ {1}, g se escribe de forma tinica como producto

g=xm ...z,
donde x1,..., 2, € X yny,... x € Z y para 1 <i < k se cumple que: n; # 0y x; # ;1.

Con forma tnica nos referimos a que si g es de la forma g = y™ ...y, con yi,...,y € X,
my,...,my € Zy donde y; # y;41 v m; # 0 para todo 1 < ¢ <[, entonces k =l y y; = x; para todo
1 <1< k.

Definicién. Un grupo G es libre si admite un sistema libre de generadores.
Ejemplo 5.1. GG un grupo con un generador g € GG,
G=(9)={lLg" g ...g7" ... },
tal que si g" # g™ entonces m # n (es decir que G es un grupo ciclico infinito), entonces G es libre.
Ejemplo 5.2. Sea G libre con sistema de generadores {z,y}. Los elementos de G son de la forma

xnlyru xngynz Lk ymk.

Teorema 5.3. Sea X # () un conjunto. Entonces X es un sistema libre de generadores de un
grupo G. En particular existen grupos libres con bases arbitrarias.

Construccion de G: Una palabra del "alfabeto” X es una expresion formal

mi ,.Mm2 Tn
ﬂjl 1‘2 “e l'n s

con x1,%a, ..., T, € X, my,...,m, € Z. Diremos que esta palabra es reducida si x; # x;11 vy m; # 0

para todo 1 < ¢ < n. Por ejemplo xx92, es reducida si x1 # xa, y x%x%x% no es reducida. La palabra

222325 se puede reducir usando la operaciéon z%® = 2% y 2% se "borra”. Luego

2 3 5 red 2.8
TITTy — T1Xy,

que es reducida.



Ejemplo 5.4. Tomemos X = {z,y,2} v p = 232y 552722230 Lo 2y?0~!, entonces

red
P T 1y5$726y2$ 1.

Proceso de reduccién: Si en una palabra aparecen bases repetidas consecutivas, se reemplazan
por la base elevada a la suma de los exponentes, z¥ se elimina (z° — 1).

Proposicién 5.5. (1) El proceso de reduccién de una palabra no es inico.

(2) Toda palabra se puede, por este proceso de reduccion, conducir a una palabra reducida, la
cual no depende del proceso de reduccion.

Hay varias maneras de presentar un grupo finito.
(1) Subgrupo de permutaciones G — Sym(G).

(2) Subgrupo de GL(n,K):
G — S(G) — GL(n,R)
o — 1.

(3) Descripcién por generadores y relaciones. Ejemplos:

» Grupo ciclico: C'(n) = (g|¢" = 1).

» Dy, = (z,y|z" = 1,94> = 1,zyzr = z7'). No es el tnico grupo que satisfacen estas
relaciones pues C'(2) = {a,b|a® = 1,0* = 1, ab = ba).

s Qn = (a,b]a® b =a* ", bab~' = a~!). Para n = 3 tenemos el grupo de cuaterniones

Qs-

Definicién (Grupos abelianos libres). A es un grupo abeliano libre si y sélo si X C A tal que para
toda aplicaciéon f: X — G, con G un grupo abeliano, existe una tnica extensién de f a A tal que el

diagrama
A
X

f
—>f G
es tal que f = foi. X se dice base de A.

Definicién (Grupo libre). Sea F un grupo y X < F' un subconjunto. F' es un grupo libre con base
X si para cualquier aplicacion f: X — G, con GG un grupo, existe un inico homomorfismo f: F — G
tal que el diagrama

F

X

\J / &hx
@Q

es tal que f = f oi.



Supongamos que para todo conjunto X existe un grupo libre con base X. Definamos al grupo libre
F=F({z,y}), X = ({z,y}). Denotemos por N al subgrupo normal de F' generado por los elementos

X = {2y %™ yayr ),

es decir N = ﬂ K. Formemos el cociente F'//N. Demostraremos que se tiene un epimorfismo

K<F
XCK
[ FIN - Q,
T —=a
y +—b.

Asi se comprueba que |Q,| < |F(N)| = 2", de donde |Q,,| = 2™.
Sea X un conjunto arbitrario y sea X ! un conjunto no vacié, disjunti de X tal que

¢: X — X!
r o P(x) =a!

es una biyeccién. Al conjunto X U X ! lo llamamos un alfabeto. Los elementos de X UX ~! se llaman
letras. Definimos una palabra en este alfabeto a una funcién

w: {1,2,....,n} - XUX"*
para algin n € Ny (cuando n = 0, X tiene la palabra vacia, que denotaremos por 1). Denotaremos

w(i) =z, e +1 V1l <i<m,

y |w| = n se llama el largo de la palabra w. También denotamos

w=zafzs .oy 1=().

Ejemplo 5.6. [zz7!|=|z"1z| =2y |1]| =0,

a:lxglxlmg‘ =4.
Definicién. Dos palabras u,v, u = x5' ...z, v =y ... y% son iguales (u = v) siy s6lo si m =n
y para todo 1 << n:x;, =y; vy e; = d;.

Definicién. Sea w = x{'...xf" una palabra. Una subpalabra de w es 1 6 v = xf...2% con

n ' S
1<r<s<n.

Ejemplo 5.7. » 27" es una subpalabra de w = x7" ... x5

» 7y es subpalabra de zyz~'zy, o xyx~! y también lo es.

Siu=x{"...25" es palabra, entonces

-1 _ _—e —eq
Uu —LEn"...xl

es la palabra nueva de u.

Sea W (X) el conjunto de todas las palabras en X (W (()) = {1}). Una palabra w se dice reducida
si no tiene subpalabras de la forma zz=! o 27'2 con z € X.



Ejemplo 5.8. = zyz'zyzz no es reducida.
= zyyzx si es reducida.

Multiplicacién: a W (X). Por yuxtaposicion: Si u,v € W(X), u,v — wv. Asi obtenemos una
funciéon

W(X) x W(X) - W(X).
(1) - es asociativa:

u-(v-w) =u-vw=uow
(u-v) w=uv-w=uvw.
Asi (u-v) - w=u-(v-w).

(2) 1e W(X),

W(X) es un monoide.
Observacion. En W(X), za=t £ 1, 7'z # 1.

Definicién (Operaciones elementales). Sea A, B € W(X) (posiblemente vacios), y sea w = AB.
i. Insercion AB — Aaa'B, conac X.
ii. Eliminacién Si w = Aaa™'B 6 Ab~'bB, entonces

w — AB.

Definicién. Sean w y w’ dos palabras. Escribiremos w — w’ si w’ se obtiene de w por una operacién
elemental.

Definiciéon. Dos palabras u,v € W(X) se dicen equivalentes si existe una cadena de operaciones
equivalentes
u=w, — Wy — -+ = w, =v.

Denotamos
U~ .
Ejercicio 5.9. Probar que ~ es una relacién de equivalencia en W(X).
En particular, el ejercicio anterior muestra que toda operacion elemental es invertible. Notamos
por [u] a la clase de equivalencia de una palabra w.

1

Ejemplo 5.10. zz~! ~ 1, pues zz~! — 1 por eliminacién, para todo z € X.

Proposiciéon 5.11. Sean X un conjunto y W(X) el monoide de palabras sobre X. Se tiene
que

(1) Siu~u yv~v entonces uv ~ u'v'.

(2) Si G es un grupo y f: X — G es una aplicacion, entonces existe un homomorfismo (de




monoides) f: W(X) — G tal que f = foi, dondei: X — W(X) y

=

(X)

o

con la propiedad: si u ~ v entonces (u) = f(v).

G

Demostracion. (1) Supongamos que u ~ v’ y v ~ v', asi
U=wW — Wy — - —w, =u
V=21 = 29— = 2, =0,
Luego
UV = Wol — -+ — U — Uz — UV,

es decir que uv ~ u'v'.

(2) Sean f: X — G una aplicacion y w € W(X), w se escribe de manera tnica

€n

— €l
w=uax"...x,"

Entonces podemos definir )
fw) = flz)™ .. f(zn)™
Size X, f(xr) = f(z)y f es un homomorfismo pues

Fflay™) = f@) fy) ™" = fla) fy)

para todo x,y € X.

Notacién. f([u]) := f(u).
Observacion. x5* ... x¢rx . .27 ~ 1, asf [uu™!] ~ [1] para todo zy,..., 2, u € X.

De la propiedad 1 de la proposicién anterior se sigue que si u ~ v’ y v ~ v', entonces uv ~ u'v" y
asi ~
f(uv) = u'v'.

Teorema 5.12. Para toda palabra w € W(X) existe una unica palabra reducida w' tal que
w ~ w'. En particular, si [w] es la clase de equivalencia de w, entonces [w] = [w'] y w' es la
unica representante de [w] que es reducida.

Demostracion. Si X = () entonces W(X) = {1} y no hay nada que demostrar. Asi, suponemos que
X # (. Procedemos por induccién respecto al largo de las palabras. Suponemos que para todo w tal
que |w| = z existe w’ reducida tal que w' ~ w. Sea w € W(X) tal que |w| = n + 1, demostraremos
que existe w’ € W(X) reducida tal que w’ ~ w. Si w ya es reducida tomamos w’ = w, si no, existe
subpalabra aa™! (o a~'a) de w. Sea xz~! la primera palabra de esta forma que aparece en w, asi
w — wy, donde w; se obtiene de w por eliminacién de xz~!. Luego, tenemos que |w;| < |w| =n+1

5



y por hipdtesis de induccion existe w’ reducida tal que w’ ~ w, pero como w ~ wy, se concluye que
w' ~w.

Unicidad: Basta demostrar que si u y v son dos palabras reducidas tales que u ~ v, entonces
u = v. Supongamos que u ~ v, asi, existe al menos una cadena de operaciones elementales

U=W1 — Wy —> ++* — Wy = V.

De todas las cadenas elejimos la que posea rango minimal n € N. Como u y v son reducidas, entones
la primera operacion elemental es una insercion y la tltima debe ser una eliminacion. Existe un indice
1 tal que

. . \ .
Wi—1 - — w; — 7 Wi4-1-
insercién eliminacién
aa~1! bb—1

Consideramos varios casos.
(1) Silas palabras aa™' y bb~! coinciden, entonces
U —> Wi—1 —> Wig1 —> *++ — U,
obteniendo una cadena de largo menor que n, lo cual es una contradiccion.

(2) Si las palabras aa™' y bb™! se intersectan, esto puede pasar de dos maneras
i) Si
W;—1 — W; = Aaa_lb_lB — Wit1,
entonces b = a~! o (a = b7'), de donde w; = Aaa"taB, w;_y = AaB y w;y1 = AaB,
entonces se obtiene nuevamente una cadena de largo menor.
i) Si
Wi—1 — W; = Abb_lb_lB — Wiy1,

1

entonces a~' = b y se sigue lo mismo que en i).

1

(3) Las palabras aa™! y bb~! no se intersecan, entonces

w; = Alaa P A"bb B
wiy1 = Alaa™ ' A"B = Alaa™C
Wi—1 = AIA”bbilB.

En este caso, existen j <i—1y k> 17+ 1 tales que
Wji—1 — Wj

es insercién de bb~! y
Wy — W41

es eliminaciéon de aa™!, y entonces obtenemos una cadena de largo menor eliminando estas dos

operaciones, con las modificaciones apropiadas (los detalles se dejan como ejercicio para el lector). [

Definicién. F(X) =F =W(X)/ ~



Siu € W(X), entonces [u] = {v € W(X): u ~ v}. Hemos visto que para toda clase de equivalen-

cia [u] € F, existe una unica palabra reducida «’ tal que [u] = [v/]. Ademds, si w y w son reducidas,
si [w] = [w'] entonces w = w'. Esto permite identificar [u] = u cuando u es una palabra reducida.
Entonces, si [u] € F, escribimos [u] = [v/] = o/, con «’ reducida. En resumen, F' se identifica con

todas las palabras reducidas.

Definicién. Definimos el producto en F(X) = F = W(X)/ ~, para u,v € W(X) y «/, v palabras
reducidas tales que [u] = u/, [v] ="

el cual es asociativo, 1 = [1], 1+ [u] = [u] - 1 = [u] y [u][u™] = [uv™!] = [1] = 1 = [u"][u].

Teorema 5.13. Sea X un conjunto, entonces F' = F(X) es un grupo libre con base X .

Demostracion. Si X = (), entonces F' = {1} es un grupo libre. Supongamos que X # ). Vimos que
~ es compatible con la operacién de yuxtaposicion. La operacion producto

u v = [u] - [v] = [uw] = (ww)’
estd bien definida. Demostraremos la asociatividad mediante la asociatividad de la yuxtaposicion.
[u] - ([v] - [w]) = [u] - [ow] = [u(vw)] = [(ww)w] = [uv][w] = ([u] - [v])[w].

El elemento neutro es 1 = [1]. El elemento inverso: Sea u = z{' ...z y tomamos u 'z " ...z,
entonces
[u] - [u™t] = [uu™] =[5 alra, ooy = (1] = 1.

Asi, [u]7! = [u™!]. Hemos probado que F(X) es un grupo.

Se puede ver con facilidad que X es un sistema de generadores de F(X). Sea [w] = w € F
reducida. Asi w = z{' ... 2%, con z1,...,x, € X.

La unicidad de la representaciéon de la palabra reducida implica que si
w=z%. . =yl oyt
entonces n =m, e; =d; y x; = y; para todo 1 <1 < n. .
Probemos que F(X) posee la propiedad universal de un grupo libre. Tenemos que X — F(X) y
sean G un grupo, f: X — G una aplicaciéon. Tenemos el diagrama

F(X)

N _
) oS
(2 N
N
S

Para todo w € F(X) reducida, w se escribe de manera tnica w = z{' ... z%", definimos

Fw) = f(x) ... fwm)™

Obtenemos una aplicacion



donde la igualdad foi = f es inmediata. Finalmente, para ver que f es un homomorfismo: Si
en oy ow = y‘lil ...yl se tiene que

Flow™) = fla)™ - fl@a) " fyn) ™ - f ()™ = F(0)f (w).

]

Ejercicio 5.14. Sean X; y X5 dos conjuntos. Si X; — X5 es una biyeccion, esta biyeccion se extiende
a un isomorfismo F(X;) = F(X5).

Consideremos el caso particular X{xy,...,z,}, sea F,, = F(xy,...,z,): = ({x1,...,2,}).

Proposicién 5.15. Sea F: = [F,, F,| el subgrupo de conmutadores de F,,. Entonces F,/F]
es abeliano libre en donde X' = {x1F},... , x,F.}. Asi F,,/F = @}, x;FZ.

Demostracion. X = {x1,...,z,} genera a F,,. Consideremos
F, — F,/F
g — g=gl}.
Asi,siu € F,/F y u=a{" - 2%, entonces obtenemos que

u= 1/7161 o 'fnena
es decir {z1F],...,2,F’} es un sistema de generadores de F,,/F.
Probemos que la aplicacion natural

{z1,...,2,} — F,/F)
T; — T,

es inyectiva. Supongamos que @, = @y, entonces x125 = 1, y asf 2125 € F!. Por tanto

i

wizy ' = [ aft ety oy (5.1)
k

Si x1 = xo, entonces esto se escribe como

1= [ afapac; o a ™,
331:]:22:1
con F,, 1 = F(x1,%2,...,%,); de donde, (5.1) no es posible pues F),_; es libre.
Queda probar que F,,/F] es abeliano libre con base {z1,...,2,}. Sea j: {#1,...,2,} = F,/F},
y sea B
Ay, xnr — a2, =X

Sea, ademas, p: X — F},, con lo que tenemos el siguiente diagrama

F, = F,/F}
g .

L
P G J
X /X1 X.




Sea G un grupo abeliano y 7: X — G una aplicacién cualquiera. Sea la composicién

X sxXx—"@

X T 5@,

Como G es libre sobre X existe un homomorfismo g: F' — G tal que g|x =rmy gop=romw =rm.
Como G es abeliano, F! C ker(g). Asi, el homomorfismo F,, = F, /F! se factora a través de un tinico
homomorfismo

g: F,JF, — G,

dado por ¢'(wF)) = g(w), y asi ¢’ o j =1 (pues ¢’ om = g y entonces ¢'jm = ¢'np = gp = rr.)
Como 7 es epiyectiva, g'j = r. Asi, F), /F! verifica la propiedad universal del grupo abeliano libre,
con base X. O

5.1. Presentaciones de Grupos

Definicién. Sea G un grupo. Una presentacion de G es un par ordenado G = (X|R), donde X es
un conjunto y R C W(X) tal que
G = F(X)/N,

donde F' = F(X) es el grupo libre con base X y N es el subgrupo normal de F(X) generado por R,
es decir,
N =({grg~'lg e F,r € R})

Los elementos de R se llaman relaciones.

Definicién. Un grupo G con la presentacion (X|R) se llama finitamente presentado si X y R son
finitos.

Observacion. Existen grupos finitamente generados que no son finitamente presentados (Neumann)
Ejemplos 5.16.
(1) Consideremos G = C(6) = (x|z°), donde 2° = zrzrzrr. Pero G admite otra presentaciéon
G = (z,y|2? v*, wyz 2.
Asi, G={(a|a®=1), G = {(a,b|a®> =b>=1,ab = ba).
(2) Tomemos G = Dy, en este caso G = (z,y|a", y?, zyz~ly™').
(3) F(X) = (X10).

Notacién: Sea r una palabra en xy,...,x,, entonces r = r(zy,xs,...,%,). Si G es un grupo y
g1, ---,9n € G, podemos reemplazar x; por g; y obtenemos un elemento de G, r(¢g1,...,9,) € G. En
el caso G = (X|R) y G = F(X)/N, entonces todas las r € R se transforman en r(zy,...,z,) = 1,
donde T representa la clase de x en G.

Teorema 5.17 (de von Dyck). Sea G un grupo con una presentacion G = (x1, ..., x,|rj, j =
1,...,J) tal que G = F(X)/N, con N < F(X) generado por ry,...,r;. Sea H un grupo



generado por hy, ... hy,, es decir H = (hy,..., hy,) tal que

T’j(hl,...,hn)zl VJE{l,,J}

Entonces, eziste un epimorfismo G — H tal que ;N — h; para todo i € {1,...,n}.
Demostracion. Sea F' = F(xq,...,z,) grupo libre y sea
/
{z1,...,2,} — H

Por la propiedad universal del grupo libre existe un inico homomorfismo ¢: F' — H tal que ¢(z;)

h; para todo i € {1,...,n}, de hecho, ¢ es un epimorfismo. Como r;(hy,...,h,) = 1 para todo j,
vemos que (21, ...,T,) =1; € ker(y) para todo j € {1,...,J}; y por ende N, el subgrupo normal

generado por los r;’s, verifica
N Dker(yp).

Por tanto, ¢ induce un epimorfismo ¢: F/N — H tal que ¢(z;N) = h; para todo ¢ € {1,...n}.
Ejemplo 5.18. Consideremos Q,, el “grupo”de cuaternioes generalizados, es decir
Qn = {(a,b| =102 =0 =—1,bab' = a by,

con |Q,| = 2".
Ahora, vamos a generalizar estas relaciones. Sea w = 2"~ ! raiz primitiva de 1 en C,, es decir

27 i -
w=e1Y

w 0 01
=5 uh) v e (0 0)

y sea H, = (A, B) < C*. Entonces

, n—1 _
Ast, w? =1,y |w|=2""1
Definamos

y por ende A2"" = I. Ademds, también se tiene que

2n—2_ _1 O o 2__
I )

En consecuencia
H,=(AB|A” " =1 B*=AY"=_],BAB™' = A7),
Vemos que AB # BA, por lo que H,, no es conmutativo. También B ¢ (A), pero B? € (A). Asi

H, O (A) U’ B(A),

10
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por ende |H,| > 2"t + 27—t =2,
Demostremos que H, realiza a Q,,. Consideremos el grupo con 6 permutaciones

2n71 o 2 2n72 -1 _ -1
=Ly =a" yzy =a ).

G = (2, ylz

Existe un epimorfismo G,, - H, tal que
r— A, y+—— B.
Luego, |G,| > |H,| > 2". Notemos que (z) < G, y G,./{x) = (). Y como ¢y’ € (z), entonces 3? = 1,
asi
Go/(z) = (y) = {19},
de donde |G, /{z)| < 2. Por lo tanto
|Gl < 1Gn/{@)l|(@) <2277 27,

de donde 2" > |G| > |H,| > 2™, y asi |G,,| = |H,| = 2". Por tanto, H,, = Q,.
Ejercicio 5.19. D, = (a,b|a" = 1, = 1,bab = a~'). Demostrar que | Dy, | = 2n.

Ejercicio 5.20. Sea F' grupo libre con base X, y sea ¥ C X. Sea N < F' el subgrupo normal
generado por Y. Probar que F'/N es libre.

Teorema 5.21 (Nielsen - Schreier). Sea F' un grupo libre y S < F. Entonces S es libre.

Definicién. Sea G un grupo y S < G. Se define
S\G = {Sb|be G}.

Un transversal de S en G (sistema de representantes de las clases laterales) consiste en exactamente
un elemento

[(Sb) € Sb,
para toda clase lateral Sb € S\G tal que I(S) = 1.

Sea F' un grupo libre y S < F'. Sea [ un transversal de S en F'| y sea X base de F'. Observemos
que para todo x € X y para todo Sb € S\ F, consideramos la clase lateral Sbx

[(Sb)x € Sbx, 1(Sbx) € Shx,
asi tgp. = [(Sb)zl(Sbx)™t € S.
La idea es demostrar que eligiento una transversal [ adecuada (transversal de Schreier), los ele-

mentos 1 # tg,, y Sb € S\F, para cada x € X, forman una base de S.
Notacién: Para todo Sb € S\F, z € X, sea ygp, un simbolo. Asi

{ySb,x} — {tSb,x}-
Sea Y el grupo libre con base {ysp. | Sb € S\F, x € X}, y tenemos una aplicacién

¢o: {yspu} — S
YSsb,x — tSb,x-

11



¢ se prolonga con un homomorfismo, también denotado por ¢,
p:Y — S

tal que ©(ysps) = tspe, es decir
©(ysp.e) = 1(Sb)zl(Sbx)~".

Para toda clase lateral Sb, definamos una aplicacion

()" F — Y

u —

donde u®" se define por induccién respecto al largo de la palabra (] - |).
= |u| =0 siysolosiu=1. En este caso 1°* = 1.
= Sea |u| > 1.
e Si|ul=1,u=2°cone==l, x € X. Definamos

_ -1\ _ _ _
ISb = Ysba, ($ 1)Sb . (:L‘be ) 1 _ (ybeil,w) 1 _ ySbl:cfl,x'

« Supongamos ( )°® definido para todas las palabras de largo < n y todas las clases Sb €
S\F. Sea v una palabra reducida de largo nH,

v=2za J|ul=mn, cone==l.
Asf, v = (2¢)5%u5%" |y obtenemos la aplicacién, para cada Sb € S\ F
()P F—Y.

Propiedades de la exponencial (-)*

Proposicién 5.22. Sea F' un grupo libre sobre X, Y un grupo libre sobre {ysp.}, S < F.
(1) Para todo u,b € F se tiene que

(uv)Sb — quvau_

(2) Para todo u € F
(u—l)Sb _ (quufl)—l'

(3) Sip: F— S es el unico homomorfismo tal que
P(Ysb) = tsvas
entonces para todo u € F' y para todo Sb € S\ F,
o(u®) = 1(Sb)ul(Sbu) .

(4) Especialicemos Sb v S y definamos

g: 5 Y
U

—
— O(u) = u®,




entonces 6 es un homomorfismo y se tiene ¢ o § = idg.

()®
F—Y
[
S
Demostracion.
(1) La realizaremos por induccién sobre |u|. Primero, notemos que |u| = 0 si y solo si u = 1,
entonces

)Sb — ,5b _ 1Svab~1

(uv v

Si Ju| > 1, digamos |u| = n, sea u = z°w, con |w| < n, e = 1.

(U’U)Sb _ (.Qie)Sb(w’U)bee _ ((xe)Swabxe) ,Ubeew _ (mew)Sb’l}Sbu _ qu’USbu.

(2) La demostracion de este literal se deja de ejercicio al lector.

(3) Al igual que antes, realizaremos la demostracién por induccién sobre |u.

Al igual que antes, |u| = 0 si y solo si u = 1, entonces
©(1°%) = (1) =1 =1(Sb) - 1 - 1(Sb1) ™!
Si |u| > 1, escribiremos u = z°v, u una palabra reducida, entonces

( ) ((:Ee)Sb Sbx€ )

(69 e5)

((2)*)
1(Sbx®)vl(Sbztv)~"

¥
¥

Distinguimos dos casos:
= Si e = +1, entonces

1(Sb)l(Sbx)~H1(Sbx)vl(Sbazv) ™
1(Sb)zvl(Sbrv)~!
1(Sb)ul(Sbu) ™

o(u™)

= Si e = —1, entonces

p(u™)

@(ysgx_lvx)l(be’l)Ul(be’lv)’l

1(Sbr 1)zl (Sbz™ z) ™) "M (Sbr~ vl (Sbr~tv)
(Sb)z~H1(Sba™ )M (Sbx™ Ml (Sba1v) !
(Sb)z vl (Sbz~tv) ™

(Sb)ul(Sbu).

(
l
l
l
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(4) Seau € S, 0(u) =u",0: S —Y.Sean u,v € S, entonces, como Su = S pues u € 9,
O(uv) = (uv)® = v = u*v® = O(u)d(v),

por ende 6 es un homomorfismo.

Ahora,

asi o =idg.

Corolario 5.23. 5i S < F', con F un grupo libre, y | una transversal de S en F, entonces los
elementos tg,, # 1 generan a S.

Demostracion. Tenemos que gof = idg, lo que implica que ¢(0(u)) = u. ¢ estd definida sobre Y, que
es el grupo libre con base {ysy. | Sb € S\F,x € X}, por ende, como ¢ es un epimorfismo, tenemos
que ¢(Ysp) = tsp. genera a S. O

Proposicién 5.24. ker(y) es le subgrupo normal de Y generado por los elementos 1(Sb)5.

Sb € S\F. Sea N el grupo normal de Y generado por las [(Sb)°, K = ker(y). Y afirmamos que
K =N.

Ejercicio 5.25. K = ker() es el subgrupo normal de Y generado por los elementos y~p(y), con
y €Yy p=0op (que verifica pp = p). Ahora, S = Y/K = Y/N, asi obtenemos una representacién
de S

S = (ysp, v € X, Sb € S\F|1(Sb)*, Sb € S\F)

Demostracién de la Proposicion[5.24 Por la proposicién anterior,
Ysbal (Ysba) = Yspa (1(SH)al(Sbw) ™)
= Ysp, 1 (Sb) ™ (1(Sbx) 71>
= (Y51 (Sb) ysn.a) (L(Sbx) )7,

en consecuencia
YsoaP(Ysha) = (U2l (50) ysp.a) (1(Sbx)®) " (5.2)
Ahora, yg, 1(Sb)5ysp. € Ny (1(Sbx)%)™t € N, asi
ygbl,a:p(ySb,x) S N7

de donde K < N.
Para demostrar que K > N, observemos que de ([5.2))

1(Sh)® € K += 1(Sbx)® € K,

y por induccién respecto a |[(Sb)°| se tiene que I(Sb)° € K para todo Sb € S\F, y por ende
N C K. [
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5.2. Transversales de Schreier

Definicién. Sean F' un grupo libre con base X y S < F. Una transversal de Schreier es una
transversal de S en F' con la propiedad que si

1(Sb) =zt ... xom, e; = +1, paratodox; € X,

n

€n

es reducida, entonces toda todo segmento inicial de la palabra z7* ...z ( es decir, las palabras de
la forma x7'...z", k < n) estd en la transversal, es decir que existe Sb, € S\F tal que {(Sby) =

Proposicién 5.26. Las transversales de Schreier existen.

Demostracion. Para todo Sb € S\F se define el largo de Sb:
|Sb| = min{|sb| | s € S}.

La proposicion se demuestra por induccién respecto a |Sb|. Demostraremos que para todo Sb €
S\ F existe un representante [(Sb) tal que todos los segmentos iniciales son representantes de clases
laterales de largo menor que Sb.

Definamos [(S) = 1 y supongamos que el resultado es vélido para las clases Sb, con |Sb| < n.
Sea Sz, con z € F, una clase lateral con lago |Sz| = n + 1, entonces existe uz® € Sz, con e = 1y
|uz®| = n + 1. Observemos que |u| = n y no |u| < n, pues si |u| < n entonces |uz®| < n+ 1, se sigue
que |Su| = n. Por hipétesis de induccion existe b = [(Su) tal que todo segmento inicial de b es un
representante de una clase lateral de largo menor o igual a n. Definamos

[(Sz) = ba®,

los segmentos iniciales de bx® son segmentos iniciales de b. O

Teorema 5.27 (Nielsen-Schreier). Todo subgrupo de un grupo libre es libre. Si l es una trans-
versal de Schreier entonces S tiene base de elementos 1 # tgy, . = 1(Sb) x 1(Sbx)™.

Demostracion. Sean el conjunto de simbolos {Yg,. | Sb € S\F,z € X} y Y el grupo libre generado
por estos simbolos. Sea

{Y5b7$|Sb € S\F,ZL‘ € X} — S
YSb,x HtSb,x-

Existe un homomorfismo ¢: Y — S que extiende a esta aplicacion y como ¢(Ysp.) = tsp., entonces
¢ es un epimorfismo. Se tiene un homomorfismo

: S —=Y
O(u) =u?

tal que ¢ o § = idg, por ende 6 es un epimorfismo. Luego tg;, genera a S. Vamos a probar que
{tspr # 1|z € X,Sb € S\F} es base de S. Tenemos que

S = Y\Ker(p).

Sea K = ker(p), queremos probar que K es el subgrupo normal de Y generado por [(Sb)*, para ello,
basta demostrar que K = ker ¢ es igual al subgrupo normal 7' <Y generado por los Yg; , tales que
©(Yspz) = tsp = 1, utilizando el siguiente ejercicio.
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Ejercicio 5.28. Si I es un grupo libre con base X, N < es el subgrupo normal generado por A < X,
entonces F'\ N es libre.

Es evidente que T C K = ker(y) pues T esta generado por Y., con ¢(Ys ) = 1. Queda probar
que K C T'. La demostracién se realiza por induccién respecto al largo {(Su). A los simbolos Y,
tales que ¢(Ygp,) los llamaremos especiales, de igual manera a las palabras. Demostraremos que
[(Sr)*® es especial.

Recordamos que K estd generado por [(Sb)* y T es subgrupo normal de Y generado por las
palabras especiales. Esto concluye la demostracion. O]

Si [I(Sr)| = 0, entonces [(Sr) = I(S) = 1, y por lo tanto [(Sr)® = 1 es especial. Supongamos que
[1(ST)| > 1, entonces
[(ST) = ua®, re X, et1
y |u] < |I(S7)].  es transversal de Schreier, u es segmento inicial de [(Sv), y por lo tanto u = {(Sr),
por hipétesis de induccién, u® = [(Su)® es especial, de donde u® € T. Queda probar que () es
especial.

= Sie=+1
(xe)Su — :ESu — YSu,xa

pero [(Suz) = ux pues I(Sv) = uxr y Sv = Sux, pues [ es transversal. Luego
SO(YSu,m) = tSu,x = Z(S’U,) X l(SUQZ)il = ua:(u:c)’l = 17

de donde Yg, , = 2°*. Concluimos que I(S7)° es especial.

» Si e = —1, entonces [(S7)°* = (uz™1)* = u®(z71)%%, basta probar que (z71)°* es especial. Se

tiene que

(x—1)su _ (xsuz—l)q _ (YSux_l,x)il-
Calculemos ¢((z71)%%):
e (Ysuz—1,2)" ' tgix—lx
(I(Suz™Hal(Suxtz) ™)™
[1(Suz™ ")zl (Su)~ .

p((a7h)™)

Por eleccion de [ (transversal de Schreier), [(Su) = u y [(Suz™) = uz™". Asi
p((a7h)%) = [ua™au 7 =1,
como se deseaba probar.

Aplicacién: Sean F' es un grupo libre y u,v € F, entonces uv = vu conmutan existe z € F' tal que
uv € (2).

Corolario 5.29. Sea F' un grupo libre de rango 2 (es decir X = {x,y}), entonces el subgrupo
F' = [F: F] tiene rango infinito.
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5.3. Productos libres

Definicién. Sean P un grupo, {A;,i € I} una familia de grupos y {j;,;i € I} una familia de
homomorfismos j;: A; — P. Diremos que P es un producto libre de los grupos A; si se verifica
la siguiente propiedad universal: Para todo grupo Gy toda familia de homomorfismos {f;,i € I},
fi+ A; = G, existe un tnico homomorfismo ¢: P — G tal que

(Poji:fi? Vi€[7

es decir que
P

T S
\\\J
1

Ji

Ny

es un diagrama conmutativo.
Observacion. Si P existe, los j; son monomorfismos, para todo ¢ € I. Identificando A; con j;(A4;),
podemos suponer que A; — P.

En efecto, tomando en particular G = A;, fi: A; — A; como la identidad y fi: Ay — A; la
funcion 1 si h # ¢. Si existe un homomorfismo ¢: P — A; tal que ¢ o jp = f; para todo k € I, de
donde ¢ o j; = id4, y por tanto j; es inyectiva.

Ejemplo 5.30. Sean X un conjunto y F' el grupo libre con base X. Para cada z € X tomamos
Az = (z) < F. Definamos j,: A, — F el tinico homomorfismo inducido por la funciéon

{z} = F
T .

Probaremos que F' es el producto libre de los grupos A,. En efecto, sean G un grupo arbitrario y
fz: () = G un homomorfismo. Tomamos f: X — G una funcién cualquiera y ¢ el inico homomor-
fismo que prolonga a f.

XT>G.

Se tiene que ¢: F' — G satisface p o j, = f, para todo x € X. Entonces

(x) — G.

es un grafico que conmuta y por tanto F' es producto libre de los (x).

Sean {A;: ¢ € I} una familia de grupos y sean P, productos libres de esta familia, con los
homomorfismos

Como P es producto libre, existe p: P — @ tal que ¢ o j; = k;, y reciprocamente, existe ¢: ) — P
un homomorfismo, tal que ¥ o k; = j;.

Ejercicio 5.31. Probar que Y o p =idg y ¥ o ¢ = idp.
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Proposicién 5.32. Si el producto directo existe, es unico salvo isomorfismo.

Teorema 5.33. Sea (A;)icr una familia de grupos, entonces existe el producto libre de los A;
que se denota por 'é}Ai

Ejemplo 5.34. Si F' es un grupo libre en X, {(x) |z € X}, entonces F'(X) = éx<x>

Sea A7 = A;\{1} y supongamos que A7 N A% =), i # j. Llamemos al conjunto (| J A7) U{1} un
iel
alfabeto:
Las palabras en este alfabeto son de la forma

W = aiay...ay,

donde a; € A}, para algtn j € I. w es reducido si a;,a;41 no estdn en el mismo A;, j € I, y w =1
también es reducida. Sea P el conjunto de todas las palabras reducidas en este alfabeto. Definimos
el producto en P por yuxtaposicion:

Sean w =aj...a, y v =by...b, son elementos de P.

(1) Si an, y by no estédn en el mismo A7, entonces
WU =ay...a,01...0,
es reducida (wv € P).
(2) Sia,, by € Af, a,b; # 1. Definimos
WU =ayq ...an_1(apb1)ba ... by
y wo es reducida.
(3) Sia,,b; € Af, a,b; = 1. Definimos
WY =aq ...0p_10,—1by...by,
y se repite recurrentemente.
Ejercicio 5.35. (P,-) es un grupo que contiene a los A;,

a +—a

es reducida.
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