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1. Introduccién

1.1. Definicién: la ruina del jugador

Un jugador juega contra la banca partidas sucesivas e independientes. En cada partida, la probabilidad de
ganar es p €]0,1[ y la de perder es ¢ = 1 — p. Si el jugador pierde, entrega un dolar a la banca, y si gana recibe
la misma cantidad. El jugador empiece con x doélares. El juego se termina cuando el jugador ha perdido todo
su dinero, o el jugador tiene a doélares. Este juego se puede representar como una caminata aleatoria :

Fortuna

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Partidas

En este curso, vamos a contestar a las tres preguntas siguientes :

1. ;Cual es la probabilidad de que el juego se acabe en tiempo finito ?



2. ;Cual es la probabilidad de que el jugador pierda ? Y ; cudl es la probabilidad de que el jugador logre
alcanzar a dolares ?

3. Cual es la duracion media del juego ?

Este problema aparece por la primera vez en una correspondencia entre Blaise Pascal y Pierre de Fermat en
1656. Ambos resolvieron el problema por su parte, pero aun ahora no se sabe exactamente como lo hicieron ya
que s6lo dieron la solucion.

En este curso, vamos a resolver este problema de dos maneras, utilizando modernas herramientas cuyas teorias
fueron desarrolladas el pasado siglo : las martingalas y los procesos de Markov. En los célculos, diferenciaremos
el caso equitativo (p = 1/2) del caso no equitativo (p # 1/2).

1.2. Modelizacion
Sea (X, )n>1 una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, con ley :
Vn € N\{0}, P(X,=1)=p y P(X,=-1)=q=1-p.

X, representa la ganancia o la pérdida de la n-ésima partida, de modo que la fortuna del jugador al cabo de n
partidas esta dada por :

S es un ejemplo de proceso estocéstico, en el cual n es generalmente llamado el tiempo. Definimos ademas las
dos variables aleatorias :

To = inf{k > 0; Sy, = 0} y T, = inf{k > 0; Sy = a}.

To es el instante (finito o no) en el que el jugador est4 arruinado y T, es el instante (finito o no) en el que el
jugador ha logrado alcanzar a délares, y entonces ha ganado. Con estas notaciones, el juego se acaba al instante

min(Ty, T,) =To AT,
de modo que :
1. La probabilidad de que el juego se acabe en tiempo finito es P(Tp A T, < +00).
2. La probabilidad de que el jugador pierda es P(Ty < T,).
3. La duracion media del juego es E[To A T,].

Nuestro objetivo es entonces calcular estas tres cantidades.

2. Martingalas

2.1. Definicion

Empezamos por estudiar algunas propiedades de la fortuna S del jugador.

Definicion 1 (Filtracion).
Una filtracion de un espacio de probabilidades (2, F,P) es una familia creciente (Fp,n € N) de sub-o-
dlgebras de F:

FoCFLC...CF.

La mas pequeria o-algebra que contiene todos los (F,,) es denotada por Fu.

Foo ::U<U ]fn) CF.

neN

Si uno ve el parametro n como el tiempo, en este caso, la o-algebra F,, representa la informacién que uno conoce
al tiempo n. Generalmente, (F,,,n € N) es la filtracion natural de un proceso estocéstico X = (X,,,n € N)
definida por :

fn:CT(Xk; ]fg’ﬂ)



y la informacién conocida al tiempo n se compone de los valores :

Xo(w), X1(w), ..., Xp(w).

Definicion 2 (Proceso adaptado).
Un proceso estocdstico (X,,,n € N) estd adaptado a la filtracion (F,, n € N) si, para cada n € N, X,, es
medible con respecto a F,.

Obviamente, un proceso estocastico es siempre medible con respecto a su filtracion natural.

Definicion 3 (Martingala).
Un proceso M definido sobre un espacio (0, F,P) es una martingala con respecto a la filtracion (F,, n €
N) si :

1) M, es integrable para cada n >0,

1) M estd adaptado a (Fp, n € N),

1) E[M,41|Fn] = M, cs. Vn e N

En particular, tomando la esperanza en cada lado de (III), se deduce que una martingala tiene una esperanza
constante :
Vn € N, E[M,] = E[M)]. (1)

Ejemplo 4 (La ruina del jugador con p = 1/2).

1. La fortuna del jugador a cada instante es una martingala con respecto a su filtraciéon natural. En efecto,
su fortuna esta dada por
Sp=z+X1+...+X,, (n>0)

con filtracion natural
Fo=A{0.2} v  Fo=0(Sk, k<n)=0(Xy, k<n).

Los dos primeros puntos de la definiciéon son claros ya que

E[Su]] <2+ Y E[Xi] =2 +n < +o0
k=1

vy S es adaptado a su filtraciéon natural. En cuanto al tercero :
E[Sn+1| ]:'n] = E[Sn + Xn+1| fn] =5, + E[Xn+1‘fn} =S, + E[Xn+1] =5,.
Por consiguiente, (S,, n > 0) es una martingala. En particular, a cada instante, la esperanza de la fortuna
del jugador es
E[S,] = E[Sy] = z.
2. Con las mismas notaciones, el proceso (M,, = S2 —n, n > 0) es también una martingala ya que
E[M11|Fn] = E[(Sn + Xp41)? = (n + 1)|F)]
= E[S2|Fn] + 2E[Sn X 41| Fn) + E[X2 1| Fp] — (n+1)
= M, + 2S,E[Xpi1|F] + E[X2 4] — 1
= M,.

Se observa que en este caso la filtracion (F,, n > 0) puede ser diferente de la filtracion natural de M (por
ejemplo, si x = 0, entonces M7 = 0 y no se conoce a X1).

2.2. Tiempos de parada

Ahora, vamos a estudiar algunas propiedades de las variables aleatorias Ty y T,.

Definicién 5 (Tiempo de parada).
Una variable aleatoria T = Q — NU{oco} es un tiempo de parada con respecto a la filtracion (Fp)nen S

Vn € N, {T <n}eF,.

Esta definicion significa que a cualquier instante n € N, se sabe si T' ha ocurrido o no.



Ejemplo 6.

1. Sea (X,,n € N) un proceso adaptado a (F,, n € N), y A un conjunto de Borel de R. El primer tiempo
en el que el proceso X entra en el conjunto A:

Ty =inf{neN; X, € A}
=400 si{neN; X, e A} =10

es un tiempo de parada. En efecto :

(T4 <n} = O{Xk €A} € F.
k=0

2. Sean S y T dos tiempos de paradas. El médximo de los dos tiempos T'V S y el minimo de los dos tiempos
T A S son también tiempos de parada. En efecto :

{SvT <n}={S<n}n{T'<n}e F,
yva que S y T son tiempos de parada. De la misma manera :

{SAT <n}={SAT>n}={S>n}nN{T >n})" € F,.

Definicion 7. Sea T un tiempo de parada y (X,,n € N) un proceso adaptado. Definimos la o-dlgebra

Fr como :
Fr={AeF,Vne NU{+oo}, AN{T =n} e F,},

y, para todo w € ):
XT(LU) = XT(w) (OJ)

Entonces, X1 es una variable aleatoria Fr-medible.

La importancia de la nocién de tiempo de parada se encuentra en el teorema siguiente, que es una generalizaciéon
de la igualdad (1).

Theorem 8 (Teorema de Doob).
Sean (M,,n € N) una martingala y T un tiempo de parada. Si

= T estd acotado,
» 0 si (Mpar,n € N) es un proceso acotado,

entonces,

E[Mr] = E[Mo].

Proof. Si T esta acotado por una constante IV, se puede escribir :

N N N
E[M7] =E [MT > 1{T_k}] = E[Mrlr_ry] = > E[Mglir_py).
k=0 k=0 k=0

Pero, como M es una martingala y gracias a las propiedades de la esperanza condicional :

N N

N N
> EMilir—iy] = > EE[My|Fillr—iy] = Y EEMy1ir—py|Full = > E[My1ir_y] = E[My] = E[M]
k=0 k=0 k=0 k=0

lo que demuestra el primer punto. Ahora, aplicamos este resultado al tiempo de parada acotado nAT. Obtenemos
E[Myar] = E[Mo]

y, como el proceso (M,,7,n € N) esta acotado, el resultado es una consecuencia del teorema de convergencia
dominada.



Damos ahora una reciproca al teorema de Doob.

Theorem 9. Un proceso adaptado (M,,,n € N) es una martingala si y sdlo si para todo tiempo de parada
T acotado, la variable aleatoria My es integrable y E[Mr] = E[My).

Prueba. Sean k < ny A € Fj. La variable aleatoria T' = nl 4. + k1 4 es un tiempo de parada acotado, entonces
E[My] = E[Mr]| = E[M;14¢] + E[Mg14].

Por otro lado, n también es un tiempo de parada acotado, de modo que :
E[Mo] = E[M,] = E[M,14¢] + E[M,14].

La comparacién de las dos igualidades nos da el resultado: E[M,,|Fi] = M.

2.3. La ruina del jugador con martingalas : caso equitativo
Podemos ahora contestar a las tres preguntas sobre la ruina del jugador. Recordamos los dos tiempos de parada:
TO = inf{k Z 0; Sk = 0} Yy Ta = inf{k 2 0; Sk = a}

y vamos a aplicar el teorema de Doob con las martingalas (S, n > 0) y (M, n > 0), y con el tiempo de parada
Ty AN Ty en el cual se acaba el juego.

— Primero, ;cudl es la probabilidad de que el juego se acabe en tiempo finito ¢
Consideramos el tiempo acotado k ATy AT, y la martingala M :

2® =E[(Searonr,)’ — kAT, ATy) < EkATy AT, =E [(Skarynr,)?] — 2% < a® — 2?
Después, dejamos k — +oo, utilizando el teorema de convergencia monétona para obtener :
E[To AT,] < a® — 2°.

Entonces E[Ty AT,] < 400, y por consiguiente, P(To AT, < +00) = 1, es decir que el juego se acaba en tiempo
finito.

—Segundo, ;cudl es la probabilidad de que el jugador logre alcanzar a ddlares ?
|SToaT, | €8 acotado por a, entonces se puede aplicar directamente el teorema de Doob para obtener :

z = E[Styat,] = E[STyAT, L{10 <10} ] + ElSTOAT, LT, <70} ]
= B[S, 11y <1.3] + E[ST, 1{1, <T0}]
— aP(T, < Tp).

Asi, la probabilidad de que el jugador gane el juego es P(T, < Tp) = g.

— Por fin, ;cudl es la duracion media de una partida ?
Volvemos al primer céalculo, dejando k — +o00 y utilizando el teorema de convergencia dominada :

E[Ty A Ta) = E[(Styat,)?] — 2
= E[S7, Liny<r.}] +E[SF, {1, <1}] — 2°
=ad*P(T, < Tp) — 2* = ax — 2* = x(a — x).
En particular, la esperanza de la duracién del juego es méaxima si la fortuna inicial del jugador es exactamente
la mitad de la banca.
2.4. La ruina del jugador con martingalas : caso no equitativo

En este caso, la fortuna del jugador S, = x + X; + ...+ X, ya no es una martingala. En efecto :

]E[Sn+1|-7:n] = Sp +]E[Xn+1|]:n] =S, +E[Xn+1] =S, +p— (1 —p) =Sy +p—q# Sn.



De la misma manera, se puede ver que (S2 —n, n > 0) tampoco es una martingala. Entonces, tenemos que
encontrar otras martingalas para resolver el problema.

Usando la idea del calculo anterior, se puede ver facilmente que el proceso (S, — n(p — ¢), n > 0) es una mar-
tingala. Eso permite contestar a la primera pregunta.

— 5 Cudl es la probabilidad de que el juego se acabe en tiempo finito ?
Consideramos el tiempo acotado k A Ty AT, y aplicamos el teorema de Doob :

E[S — -
v = ElSentont, — (kATOAT)(p— )] = EkATy AT, = LMLl ZT a2

pP—q Tp—q
Dejando k — 400 y utilizando el teorema de convergencia monoétona, obtenemos E[Ty A T,] < 2:2 lo que
implica que P(Tp A T, < +00) = 1.
Si continuamos el calculo, se deduce del teorema de convergencia dominada :
x = E[Styar,] — E[To A To](p — q) = aP(To < To) — E[To A To](p — q) (2)

pero esta relacion no basta para contestar a las preguntas dos y tres. Entonces, vamos a demostrar que el proceso

Sn
M, = (q> . n>0,

(&) a2 e ((2) () o) -

—¢Cudl es la probabilidad de que el jugador logre alcanzar a ddlares ?
Asi, aplicando el teorema de Doob ya que la variable aleatoria Mr, a7, estd acotada :

(i)w K (‘I)STOATQ] = P(Ty < T,) + (;)GP(TG <Ty)

es otra martingala. En efecto :

Sn
E[M41|Fn) = (Z) E

b

de modo que :
()
p
P(T, <Ty) = —.
q
p

— Por fin, ;cudl es la duracion media del juego ?
Volvemos a la relacion (2) :

de la cual se obtiene :

3. Cadenas de Markov

Ahora, vamos a resolver otra vez el problema de la ruina del jugador, pero con otra herramienta. En pocas
palabras, los procesos de Markov son procesos estocasticos que satisfacen la propiedad siguiente :

Condicionalmente al pasado, el futuro sélo depende del presente.

Eso significa que para calcular una probabilidad cualquiera sobre un evento futuro, sélo se necesita saber el
presente, y nada mas.



3.1. Definicion

Sea (E, &) un espacio medible. E se llama el espacio de los estados: generalmente se elige N, Z, R, Z¢ o R<.
Una probabilidad de transicion 7 sobre E es una aplicacion de E x & hasta [0, 1] tal que :

1) Por cada = € E, la aplicacion A — m(x, A) es una probabilidad sobre (E, £).
11) Por cada conjunto A € &, la aplicacion © — 7(z, A) es medible.

Si f es una funcién medible, se define :

n(z, f) = /E Fw)m (e, dy).

En particular, 7(z, A) = / Liay(y)m(z, dy).
E

Definicion 10. Una sucesion de variables aleatorias (X,,n > 0) con valores en (E,E) es una cadena de
Markov con ley inicial p y probabilidad de transicion m si :

1. P(XO S dl‘o) = u(dxo)

2. Para cadan € N, la ley condicional de X, +1 conociendo Xo, X1, ..., X, es 71(Xp,.) :

P(Xp41 € depi1|Xo =20, X1 =21, ..., Xp = ) = 7(Tp, ATy 1)

Si (Fn)n>o es la filtracion natural del proceso (es decir F,, = o(Xy, k < n) para cualquier n), la Gltima relacion
se puede también escribir :

P(X7L+1 S dxn—&-l“Fn) = 7T()(nv da:n—&-l) = P(X7L+1 S dmn+1|Xn)-

Remark 11. Una cadena de Markov describe el movimiento aleatorio de una particula de la manera
siguiente :

- al instante 0, la posicién inicial de la particula es elegida al azar segun la ley pu.

- al instante 1, conociendo la posicion inicial de la particula Xy = xg, se elige al azar una nueva posicion
segun la ley (o, ).

- al instante 2, conociendo la posiciéon precedente de la particula X; = x1, ella salta al azar a una nueva
posicion segun la ley m(x1,.).

Ejemplo 12. En los dos casos (equitativo o no) la fortuna del jugador es una cadena de Markov.
1. La distribucién inicial esta dada por :
P(Sp € dsg) = 6, (dso)
donde 4, es la medida de Dirac al punto .
2. Y la probabilidad de transicion esta dada por :

]P)(Sn+1 c d8n+1|So = Sp, Sl = S1,..., Sn = Sn) = P(SnJrl c dSn+1‘Sn = Sn)
=p0s,+1(dsnt1) + q0s,—1(dsnt1) = 7(sn, dsny1)

Ahora vamos a dar una definicion méas general de la propiedad de Markov, gracias a la nociéon de cadena de
Markov canénica.



Theorem 13. Definimos el espacio candnico Qq = EN de las sucesiones w : k — wy, con valores en E,
ast que las aplicaciones coordenadas :

Xn(w) = wy (n >0).
La filtracion natural de X es
Fn=0(Xk, k<n) Y Foo =0(Xg, k>0).

1) Para cada medida p sobre E, existe una dnica probabilidad P, sobre (o, Foo) tal que
(Q0, Foo, (Fr)n>0, (Xn)n>0, Pu) sea una cadena de Markov con ley inicial v y con probabilidad
de transicion .

11) Para cada conjunto A € Foo, se tiene

2u(4) = [ Po(An(an

donde hemos escrito P, en vez de Ps, para simplificar las notaciones.

La cadena de Markov candnica con probabilidad de transicion © es definida por

(QOa fooa (-Fn)nZOa (Xn)n207 (]P:c)mGE)

El principal interés de trabajar sobre el espacio candnico es que se puede utilizar las traslaciones. En efecto, sea
0 el operador de traslacion definido por :

9 : Q(] — Q()
w= (wk)kzo — W= (WkJrl)kZO-

Por recurrencia se define :
0y = Identidad, y para p > 1, 0,=000, 1=0,_100
de modo que 6, representa una traslacién de p incrementos :
Op(w) = (Wk+p)k>0-
Por consiguiente, se tiene :
X 0 0p(w) = Xn(Wktp)k>0) = Wntp = Xngp(w).

Con estas notaciones, se puede enunciar la propiedad de Markov de manera general.

Theorem 14 (Propiedad de Markov). Sea (2, Foo, (Fn)n>0, (Xn)n>0, (Pe)zer) una cadena de Markov
canonica. Entonces
E,[®o06,|F,] =Ex, [?]

para toda medida p y toda variable aleatoria ® positiva (o acotada) Foo-medible.

3.2. La ruina del jugador con procesos de Markov : caso equitativo

En esta seccion, volvemos a encontrar los resultados de la secciéon precedente sobre la ruina del jugador
cuando el juego es equitativo. Para simplificar las notaciones, definimos al tiempo en el que el juego se acaba :

T =Ty AT,

— 5 Cudl es la probabilidad de que el juego se acabe en tiempo finito ¢
Definimos u(z) = P, (T < +00). Ya sabemos que «(0) = 1 y u(a) = 1. Utilizando la propiedad de Markov, se
puede escribir para 1 <z <a—1:

u(z) =Pu(T < 00) = E, [Po(T < 00| F1)]

=E, []Ew [1{T<+oo} ° 91|~7:1]]
=E, [Ps, (T < o0)]

1 1
:Pm+1 (T< OO)§+]P)T_1(T< 00)5
_u(z+1) +ulr—1)
B 2




En particular, la funcion v verifica :
u(z+1) —u(x) =u(z) —ulx —1)

es decir que sus incrementos son constantes. Ya que u(0) = 1 y u(a) = 1, se deduce que u(zx) = 1 para todo
x € {0,...,a}, es decir que el juego acaba en tiempo finito.

—¢Cudl es la probabilidad de que el jugador logre alcanzar a délares ?
Vamos a hacer los mismos calculos, pero esta vez con u(x) = P, (St = a). Ya sabemos que u(0) =0y u(a) = 1.
Utilizando la propiedad de Markov, se puede escribir otra vez, para 1 <z <a—1:

u(:c) = Pm(ST = a) =E, []P)m(ST = a|~7:l)]
=E, []Ex []—{ST:a} o 01"7:1]]
=E, []P)Sl (ST = CL)]

1
=Py11 (ST = a) 5 tPa (St =a)

Cu(r+1) tu(z—1)
B 2

DN | =

En particular, la funcién u verifica, :
u(z+1) =2u(zr) —u(z — 1)

Como u(0) = 0, se deduce facilmente que u(k) = ku(1) para k € {0,1,...,a}, y la condicién u(a) = 1 nos da

1
u(1) = —. Finalmente, la probabilidad de que el jugador gane est4 dada por :
a

— Por fin, jcudl es la duracion media del juego ?
La duracion media del juego es definida por v(z) = E,[T]. Las condiciones de frontera son esta vez: v(0) =0y
v(a) = 0. Utilizando la propiedad de Markov, tenemos :

v(z) = Eo[T] = Eq [E [T 2]
=E, [E, [(T +1) 0 0;|F]]

=E; [Es, [T +1]]
=K1 [T+ 1] % +Ep 1 [T +1] %
14 v(x+1)+v(zfl).
2
Como antes, se puede volver a escribir :
vz + 1) —v(x) =v(z) —vz—1)—2
o, con diferencias: d(x + 1) = d(z) — 2 para = € {1,...,a — 1}. La cual es una sucesion aritmética, entonces :

d(x) =d(1) — 2(z — 1). Observamos ademas :

Zd(k) =ov(x) —v(0) = zd(1) — 2Z(k — 1) =2zd(1) — (z — 1.
k=1 k=1

Gracias a las condiciones de frontera, tenemos también
v(a) —v(0) =0=1ad(l) — (a—1)a = dl)=a—-1

de modo que :
v(e)=E;[T]=2(a—1)— (x — D)z =z(a —x)

que es el resultado que esperdbamos.

3.3. La ruina del jugador con procesos de Markov : caso no equitativo

— 5 Cudl es la probabilidad de que el juego se acabe en tiempo finito ¢
De la misma manera, la funcion u(z) = P, (T < +00) satisface la ecuacion :

u(@) = pu(z + 1) + qu(z - 1)



lo que se puede también escribir :
pu(x +1) —u(z) + qu(x — 1) = 0.

Esta ecuacién define una sucesion linear de orden 2 homogénea, que se puede resolver gracias a su ecuaciéon
caracteristica :
pr? —r+q=0.

El discriminante de la ecuacion es A = (—1)2 —4pg = (2p—1)? > 0 ya que p y ¢ son diferentes de 1/2. Entonces,

tenemos dos soluciones :

_ _1-p ¢
7’1—1 y r9 = — = —
p

y la funcion v puede escribirse :
x
u(z)=A+B (q) .
p

Las condiciones de fronteras u(0) = 1 y u(a) = 1 permiten calcular Ay B :
A+B=1 . A=
A+B (q) —1 B=
p
y finalmente u(z) = P, (T < +00) = 1 para todo x € {0,...,a}.

— 4 Cudl es la probabilidad de que el jugador logre alcanzar a ddlares ?
Como precedemente, la funcion u(z) = P, (St = a) es también solucion de la ecuacion :

pulz +1) —u(z) + qu(z —1) =0,

y entonces se puede escribir :

M@:A+B<gx

p

La condiciones de fronteras esta vez son u(0) = 0 y u(a) = 1, de modo que :

PR
A+B=0 1_(Q
A <q>“_ I 5
+Bl-) =1 B=—
p

y finalmente :

u(z) =P (ST =a) = i

— Por fin, ;cudl es la duracion media del juego ?
Definimos v(z) = E,[T]. Utilizando la propiedad de Markov, tenemos :

(@) = By [T] = B [E, [T]1]]
=E, [Es, [T+ 1]]
=B [T+1p+E;1 [T+ 1]g
=1+pv(x+1)+qv(z-1)
es decir :
pv(z+1)—v(z)+qv(z—1)=-1.

Esta ecuacién define una sucesion linear de orden 2 no homogénea. Para resolverla, tenemos que resolver la misma
ecuaciéon homogénea, y anadir una solucién particular. Ya conocemos la solucién de la ecuacién homogénea :

vﬂm:A+B(0w

p

v nos queda encontrar una soluciéon particular vg. Si buscamos una solucion de la forma cz, se obtiene:

pe(x+ 1) —cx+qge(z—1) =c(p—q)

10



1
de modo que s6lo hace falta tomar ¢ = ——. Ahora,

T
q—p

v(@) = v (@) + volx) = A+ B (Z) ;

y las condiciones de fronteras v(0) = 0 y v(a) = 0 permiten calcular Ay B :

P
A+B=0 p*ql,(g)
a p
A+B(q> + a =0 B__ a 1
p q—p p—q1_<g)a
p

Finalmente obtenemos otra vez :

a 17(g
v(z) = Ep[To AT,) = LV .
p—ql_(g) pP—q

p

4. Y sila banca ya no tiene limites 7

En esta seccion, vamos a dejar a tender a 400, y estudiar lo que ocurre en las tres situaciones : p =¢q, p < ¢
yp>gq.
4.1. Caso equitativo : p=¢g=1/2

Empezamos por el caso p = ¢. En este caso, aplicando el teorema de convergencia monoétona,

P,(Tp < +00) = lim Py(Ty <T,) = lim 1— = =1

a—-+oo a——+oo a

es decir, que el jugador va a perder casi seguramente. Observe que se tiene también

Ey[To) = lim E,; [To ATp) = lim z(a —x) = +oo,

a——+o0 a——+o0

es decir, que la duracion media del juego es infinita. Ahora vamos a contestar la pregunta siguiente :

—¢Cudl es la distribucion de la fortuna mdzima del jugador, antes de perder ¢
Si definimos la fortuna maxima que el jugador ha logrado alcanzar al cabo de n partidas como :

S, = mix S9;
1€{0,...,n}

lo que queremos calcular es la distribucién de Sy, :

Fortuna

St,

0 12 3 4 5 6 7 8 9 10 Tp  Partidas

Vamos a contestar a esta pregunta de dos maneras diferentes.

11



Solucién directa

Esta pregunta se puede resolver facilmente gracias a los calculos anteriores. Observamos primero que, si
b>x: -
PI(STO > b) = Pm(Tb < T()) = -

mientras que, si b < x :

P.(St, >b) =1
Asi, para b >z

Pz(STO = b) = Px(STD > b) —PI(ETO >b+ 1) =

Solucién con martingalas

Primero, vamos a verificar que, para z €]0, 1], el proceso

Mnfz (S —Sn+ ! ), n >0,
1—=2

es una martingala con respecto a la filtraciéon natural de S. En efecto :

- _ 1
Ey [Mpi1|Fo] = E {ZSMS#XW) <Sn V (Sn+ Xng1) = S = X1 + 7— ) | Fn }

_1§nv(sn+1) < 1 lsn < 1
=57 SnV (S, +1)— 5, 1+1_ +2z Sh S"+1+1_z

ya que S, > S, lo que implica S,, V (S, — 1) = S,,. Ahora, si S,, +1 > S, se deduce que S,, = S,, ya que los
incrementos s6lo son de uno. Entonces el primer término se simplifica para dar :

_ - 1 - [ 1 = 1
75V (Sntl) (Sn VA{Sh A1) = Sp =14 7= Z) = z%n (sn = Sp 14— Z) 15,58, + zsnﬂil — 15,25,

1 5
1—z>_z

E, [Mpi1|Fp] = 2 ”<S — S, +1i ):Mn.

z

= 25n (Sn —Sn+

y finalmente :

Ahora, vamos a aplicar el teorema de Doob con el tiempo de parada Tj. Se observa que :

<, — 1 1 1
Mg, < 2970 (§ < —
=% 0<T°+1—z>_1—z eln(z)

ya que z €]0, 1], de modo que podemos escribir :

5T — _ 1 1
1_> :ET |:ZST0 (STO *STO + 1—Z>:| :Ex |:Z <ST0 1 —Z):| .

Esta relacion nos da :
¥ =E, {(?Ta + 1)Z§TO - ?TongOH}

= Z (k +1)P.(S1, = k) fzk“kﬂ)z@% = k)
k=x
+oo
=2"(@+ DP(Sp, =2)+ Y 2" (k+1)Pa(Sp, =k) — (k— D)P,(Sp, =k —1)).

k=x+1

Identificando ambos lados :
(z+1DP,.(Sp, =2) =1 y para k > x, (k+1DP.(St, =k) — (k—1)P,(Sp, =k —1) =0

se deduce que :

— 1
}P)$ = =
(STO JZ‘) 1+x
y por recurrencia :
— k—1 — k—1k—2k-3 r—1 «x 1 x
P.(St, =k)= ——P, (S, =k —1) = =

k+1 k k—1""z+3z+22+1 (k+1)k

12



4.2. Caso no equitativo : p < ¢

En este caso, la probabilidad de perder cada partida es mas grande que la de ganar. El teorema de conver-
gencia monétona nos da otra vez :

1 (2)°
P(Ty < +o0) = lim Py(To <T) = lim 1—(1’)a=1,
a——+o0 a—-+o00 1_(q>

p

de modo que las caminatas aleatorias se van a parecer al caso precedente. Pero ahora la duraciéon media del
juego es finita, :

a 1_(%)“" x x
E.[To] = lim E, [T, ATp] = lim - = .
a—-+oo a—>+<>op*q1,<g) pP—q¢ q-—p
p

De la misma manera, la distribucién de la variable aleatoria S, esta dada por :

. (1)
P.(St, > b) =P, (Tp, < Tp) = — para b > x
- (3)
y _
P.(St, >b) =1 para b < z.

Asi, para b > x

4.3. Caso no equitativo : p > ¢

En este caso, la probabilidad de ganar cada partida es mas grande que la de perder. El teorema de conver-
gencia mondtona nos da :

- (2)
Puo(Ty < +o0) = lim Po(Ty <T,) = lim 1- ——7 =

iyl

es decir, que hay una probabilidad no nula que el juego nunca se acabe. La fortuna del jugador puede crecer
hasta +o00. Por supuesto,

x
()
E,[To] = lim E,[T, ATo] = lim —o )oY .
a—+00 a—+oo p— ¢ 1— (g
p

Entonces, en este caso, la variable aleatoria S, puede ser infinita :

Py (St = +o0) = 1im Py(T}, <To) =1 - <q) :

De la misma manera que en la secciéon anterior, para z < b < 4o00:
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Apéndice : La distribucién de la duracién del juego en el caso equitativo

En esta seccion, vamos a calcular la distribuciéon de la variable aleatoria T = Ty A T, cuando el juego es
equitativo (p = 1/2).
Solucién con martingalas

Primero, tenemos por simetria :

Po(To ATy = n) = Po({Ty = n} N {Ty < Tp}) + Po({To = n} N {Th < T,})
= Po({Tu = n} N{Ty < To}) + Pa_o({Tu = n} N {Ty < Tp})

asi que so6lo se necesita calcular
P.({T, =n} N{T, < To}).

Por eso, definimos la martingala, para 6 > 0 :

sinh(65S,,)
My = ———- 2> 0).
(cosh())™ (n=0)
En efecto :
1 _ _
E[My 1] Fn] = 2(cosh(g))n+1 (eesnE[eGXnHLFn] —e 5 Ele GX”H‘}-HD
1 _
= Yo (@) (€757 cosh(f) — e~ cosh(6))
- M,.
El teorema de Doob nos da :
. sinh (ST, AT, ) _
sinh(fz) = E, {W] = sinh(0a)E, [(cosh(0) "1y, <1y] -

1
Ahora, ponemos z = h o) €]0, 1] es decir # = Argch(1/z). La cual nos da la funcion generatriz de T, sobre
cos
el conjunto {T, < Tp} :
sinh (zArgeh (1/2)) <X
E [271 = = "Po({Ty = n} N{T, < Tp}).
[Z {Ta<TO}] sinh (aArgch(l/z)) nz:%'z 1({ a n} { a < 0})
Entonces :
+oo ; i
h (xArgch (1 h((a — z)Argch (1
E, [-T"T:] = ZZ”IP’z(To AT, =) = S (zArgch (1/z)) 4 Sin ((a — z)Argeh (1/2)) 0<z<1)

sinh (aArgch (1/2)) sinh (aArgch (1/2))

n=0
Para encontrar a P,(Ty A T, = n), queda desarrollar la parte derecha en serie de potencias e identificar los

términos, pero eso no se va a simplificar bien.

Solucion con cadenas de Markov

Vamos a tratar de calcular directamente la funcion generatriz de Ty A Ty, para z €]0, 1]:
u(a:) =E, [ZTU/\TG,] .

Utilizando la propiedad de Markov, tenemos :

u(z) =E, [ZTOAT“] " [Em [ZTU/\T“|]-"1H

N [JE,; [Z(To/\Ta-‘rl) o 91|}-1H

[ o)

E;q1 [ZTOAT“] + ng_l [ZTOAT”’]

&
"

1
[CIRSE IR | E &

(u(z +1) +u(z - 1))
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que se puede volver a escribir :

u(z +1) — %u(m) +u(z—1)=0.

N . 4 .
El discriminante de este ecuacion vale A = — — 4 > 0, asi que tenemos dos soluciones :

2'2
1 1 1 1
ro=—-+ —2—1 y Tg = — — 7_1
z z z z

v u puede escribirse :
u(z) = Ar{ + Brj.

Con las condiciones de frontera u(0) =1y u(a) =1 se deduce :

e 1—-7§
A+B=1 ra _ o
< 11 2,
Arf 4+ Brg =1 B=_ 7T1.
r{ —rg
Finalmente : u u
E, [z70"T] = Lors r{ — Lo ry.
r¢ —rg ! r¢ —rg

Nos queda verificar que las dos formulas que hemos obtenido son las mismas. Eso es una consecuencia de la
definicion de Argch, para Z > 1 :

Argch(Z) =In(Z+ V22 -1) y —Argch(Z2)=In(Z -V Z2%2-1)

asi que tenemos :

r = eArgch(l/z) y ro = e—Argch(l/z).

Sustituyendo en la funcién generatriz de Ty A T,, se obtiene al final :

1— efaArgch(l/z) 1— eaArgch(l/z)

E, TonTe] — ) zArgch(1/z) —xArgch(1/z)
[+ ] sinh(aArgch(1/z )e sinh(aArgch(1/z2))

__sinh (zArgch (1/2)) | sinh((a — )Argch (1/2))

~ sinh (aArgch (1/2)) sinh (aArgch (1/2))
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