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SOMMAIRE

Etant donné un carquois lié (Q,7), nous lui associons un CW-complexe, que nous
notons B(Q,I) et appelons I'espace classifiant de (Q,1).

Dans un premier temps nous étudions I’homotopie de B(Q,I). Plus précisément, nous
montrons que son groupe fondamental est isomorphe au groupe fondamental de (Q,I).
Par la suite, nous prouvons qu’a défaut d’étre fonctorielle cette construction se comporte
bien par rapport aux revétements de carquois liés.

Dans un deuxiéme temps, nous considérons un corps k et l'algébre A = kQ/I. Nous
montrons alors que, lorsqu’elles sont définies, I’homologie et la cohomologie simpliciale de
A coincident avec I'homologie et la cohomologie de B(Q,I). Par ailleurs, nous comparons
cette derniére a la cohomologie de Hochschild de A. Notamment, nous établissons des
conditions suffisantes pour I'existence d’un isomorphisme entre ces différents groupes de
cohomologie. Finalement, nous montrons que les homomorphismes mentionnés ci-haut
induisent des homomorphismes d’anneaux de cohomologie.

La construction de B(Q,I), ainsi que la grande majorité des résultats présentés sont
contenus dans les articles [15, 16].

i



REMERCIEMENTS

Je tiens a remercier Ibrahim Assem pour avoir accepté de diriger mon travail de
recherche, pour la générosité de son temps, de son expertise mathématique dont jai
été bénéficiaire, et pour son soutien financier. Je désire aussi remercier toute 1’équipe
d’algébre de I'Unversité de Sherbrooke pour l'ambiance dans laquelle ce travail s’est
déroulé, ansi que pour de nombreuses discussions intéressantes, non seulement du point
de vue mathématique.

Je remercie I'Institut des Sciences Mathématiques, [.S.M., pour les bourses qui m’ont
été octroyées, et qui ont permis de mener a terme ce projet. Egalement, toute ma gratitude
au gouvernement de 'Equateur qui, par une bourse d’excemption des frais de scolarité
majorés dans le cadre d’un accord avec le gouvernement du Québec, aura contribué
de fagon essentielle & la réalisation de ce travail. Par ailleurs, je remercie le bureau du
vice-doyen qui m’a appuyé financiérement pour présenter mes premiers résultats au XIV
Colloque Latinoaméricain d’Algébre, qui eut lieu & La Falda, Argentine en aott 2001.

Finalement, un bref mot de remerciement a tous ceux qui, de prés ou de loin, m’auront
encouragé et accompagné pendant les trois derniéres années. Je pense notamment a mes
parents, mon frére, ma soeur, ma copine E. Maltais, mon ami et parfois collégue F.
Huard, entre autres. Plus particuliérement, je pense & mon grand pére paternel qui nous
a malheureusement quittés I’été dernier, et qui restera pour moi un modéle a plusieurs
égards.

iii



Table des matiéres

SOMMAIRE
REMERCIEMENTS
TABLE DES MATIERES
INTRODUCTION

Chapitre 1 — PRELIMINAIRES
1.1 Carquois . . . . . . . o
1.2 Algébres de Carquois . . . . . . . ... Lo
1.3 Représentations et Modules . . . . . . ... ... ... ... ... ...
1.4 Le Groupe Fondamental m(Q,1) . . . . . . . ... .. ... .....

Chapitre 2 — L’ESPACE CLASSIFIANT D’UN CARQUOIS LIE B(Q,])
2.1 Méthodes Simpliciales et Algébres . . . . . . .. . .. ...
2.2 Espaces Classifiants de Petites Catégories . . . . . . . .. ... ... ...
2.3 L’Espace Classifiant d’un Carquois Li¢ . . . . .. . ... ... ......
2.4 Quelques Remarques . . . . . . . .. ... ...

Chapitre 3 — HOMOTOPIE
3.1 Lecasmonomial . . . .. ... ... ... e
3.2 Groupes Fondamentaux . . . ... ... . ... .. ... ... ... ...
3.3 Revétements . . . . . . . . . .. e e

Chapitre 4 — HOMOLOGIE
4.1 Homologie et Cohomologie de B(Q,I) . . . . . .. .. .. ... .. ....
4.2 Homologie Simpliciale d’Algébres . . . . . .. . ... ..o

v

ii

iii

iv

vi

g W =

10

15
17
18
25

28
28
33
45



TABLE DES MATIERES

Chapitre 5 — COHOMOLOGIE DE HOCHSCHILD D’ALGEBRES

5.1 Généralités . . . . . .. .. ..

5.2 Comparaison avec la cohomologie simpliciale . . . . . .. . ... ... ..

5.3 Structure d’anneau sur HH*(A)
CONCLUSION

BIBLIOGRAPHIE

66
66
70
86

92

94



INTRODUCTION

L’introduction, dans les années 70 et 80, des techniques diagrammatiques dues es-
sentiellement a P. Gabriel, est & l'origine de plusieurs avancées significatives en théorie
des représentations des algébres associatives. Plus précisément, si A est une algébre as-
sociative, unifére, sobre et de dimension finie sur un corps algébriquement clos k, alors
il existe un unique carquois Q)4 et un homomorphisme surjectif (non nécessairement
unique) d’algébres v : kQ 4—A, de noyau I = Ker v, de sorte que A ~ kQ/I (voir [13],
par exemple). La paire (Q,I) est alors appelée une présentation de @, et on dira que
(Q,I) est un carquois lié.

Etant donnée une présentation (Q,/) d’une algébre A, on lui associe un groupe fonda-
mental, qu’on note naturellement m(Q,/). Cette construction a été introduite au début
des annés 80 par Green, et Martinez - Villa et de la Peha (voir |36, 43]). Une algébre
triangulaire dont toute présentation (Q),/) a un groupe fondamental trivial est dite sim-
plement connexe. Les algébres simplement connexes jouent un role crucial en théorie des
représentations des algeébres associatives. En effet, il est souvent possible, par le biais de
techniques de revétements (voir [13, 52|), de ramener I'étude des modules sur une algébre
A a celle des modules sur une algébre simplement connexe A convenablement choisie.

D’autre part, étant donnée une algébre associative A, G. Hochschild a introduit
dans [39] les groupes d’homologie et de cohomologie de A & coefficients dans un A —
A—bimodule M. Ces groupes sont notés HH;(A,M) et HH'(A,M), respectivement, et
sont appelés les groupes d’homologie et de cohomologie de Hochschild de A. Les groupes
correspondant aux bas degrés, c’est-a-dire i = 0,1 et 2, ont des interprétations claires en
termes de structures classiques, comme, par exemple, dérivations ou extensions |1, 38, 49).
En outre, le premier groupe de cohomologie de Hochschild d’une algébre A a coefficients
dans le bimodule 444, noté HH'(A) donne aussi de 'information au sujet de la connexité
simple de A voir [4, 25].

Par ailleurs, dans [14], Bretscher et Gabriel ont introduit des méthodes d’homologie
simpliciale pour ’étude des algébres schuriennes de dimension finie. Plus généralement,
dans [44, 42], cette construction a été généralisée aux algébres admettant des bases semi-
normées. Ainsi, pour une telle algébre A, il est possible de définir les groupes d’homologie
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et de cohomologie simpliciale avec coefficients dans un groupe abélien G. Ces groupes
sont notés SH;(A), et SH'(A4,G), respectivement. Comme on peut s’en douter, ces derniers
sont étroitement liés a la connexité simple de A, et a I'existence de bases multiplicatives.

Des résultats dans [4, 14, 15, 25, 34, 40|, entre autres, établisssent divers liens entre les
groupes mentionnés ci-haut. A titre indicatif, et parce qu’elles se trouvent a l’origine de
ce travail, mentionnons le cas des algébres d’incidence A = k(F) des ensembles ordonnés
(E, <). Dans ce cas-ci ces relations sont les meilleures possibles. En effet, Gerstenhaber et
Schack ont montré dans [34] que les groupes de cohomologie de Hochschild HH'(A) sont
isomorphes aux groupes de cohomologie simpliciale du complexe simplicial des chaines
non vides de F a coefficients dans le groupe additif sous-jacent au corps k. Il s’avére que
ces groupes sont précisément les groupes de cohomologie simpliciale de A & coefficients
dans k. Par ailleurs, si (Qg,I) désigne une présentation de A, le groupe fondamental du
dit complexe est isomorphe au groupe fondamental de (Qg,l). Ce résultat a été établi
simultanément par E. Reynaud dans [50] et, dans un contexte plus général, par 'auteur
de cette thése dans [15].

Le but de cette thése est d’étudier les groupes fondamentaux de carquois liés (Q,1)
ainsi que les groupes de cohomologie simpliciale et de Hochschild de 1'algébre A = kQ/I,
et d’établir, dans des contextes plus généraux, des résultats analogues a ceux mentionnés
dans le paragraphe précédent. Pour ce faire, étant donné un carquois lié (Q,7), nous lui
associons un espace topologique qu’on notera B(Q,I).

Dans le chapitre 1 nous fixons les notations et la terminologie. Nous commencons par
une bréve exposition de notions reliées aux carquois liés, ainsi que des liens existants entre
ceux-ci et les algébres associatives et leurs représentations. Notamment, nous rappelons la
définition de la relation d’homotopie associée a un carquois lié, ce qui méne a la définition
du groupe fondamental d’un carquois lié. Ces concepts seront au coeur des chapitres 2 et
3.

Le chapitre 2 débute par une trés bréve exposition de certaines méthodes d’homologie
simpliciale utilisées en théorie des représentations des algebres. Celle-ci a pour but de
motiver la construction du CW-complexe que nous appelons I'espace classifiant d'un
carquois lié. Il s’agit la du modéle géométrique mentionné ci-haut, et constitue le coeur
de cette thése.

Le chapitre 3 est consacré a 1’étude de I’homotopie de B = B(Q,I). Ainsi, dans un
premier temps nous comparons les groupes fondamentaux w1 (B(Q,1)) et m(Q,I). En fait,
nous prouvons le théoréme suivant ([16]):

Théoréme 3.2.3 Soient (Q,I) un carquois lié, et B = B(Q,I) son espace classifiant.
Alors les groupes m(Q,I) et m(B) sont isomorphes.

Comme il a été mentionné plus haut, ce résultat généralise des résultats précédents
concernant les algébres d’incidence ([50]) et les algébres schuriennes triangulaires ([15]).
Par ailleurs, celui-ci nous permet d’obtenir des outils de calcul en vue de déterminer
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les groupes fondamentaux des carquois liés. Dans un deuxiéme temps, nous étudions les
revétements de carquois liés. Plus précisément, nous montrons qu'un morphisme de re-
vétement de carquois liés p (@)f)%(@,]) induit un revétement Bp : B(Qj)%B(Q,I)
d’espaces topologiques. Le résultat principal de la section 3.3 est le théoréme suivant
([16]):

Théoréme 3.3.10 Soit p : (@j)%(@,[) un revétement galoisien donné par l’action
d’un groupe G. Alors, (B\,Bp) est un revétement régulier de B et COV(E/B) ~ (.

Le chapitre 4 est consacré a ’homologie et la cohomologie simpliciale des algebres
possédant des bases semi-normées. Nous commencons ce chapitre avec une description
détaillée de ces constructions qui auront été ébauchées au chapitre 2. Par la suite, nous
montrons que les bases semi-normées sont étroitement liées & la relation d’homotopie.
Ceci nous meéne naturellement a la comparaison de ’homomologie et la cohomologie
simpliciale d’une algébre avec ’homologie et la cohomologie de B(Q,I). Nous prouvons
alors le résultat suivant ([16]).

Corollaire 4.2.8 Soit A = kQ/I une algébre ayant une base semi-normée. Alors,
pour tout groupe abélien G, et tout © > 0 il existe des isomorphismes de groupes abéliens

a) H;(B) ~ SH;(A), et

b) Hi(B,G) ~ SH'(A,G), pour tout groupe abélien G.

Finalement, au chapitre 5 nous étudions la cohomologie de Hochschild des algébres
A = kQ/I. Plus précisément, nous comparons celle-ci a la cohomologie simpliciale de A a
coefficients dans k™, dans le méme esprit que [34, 42|. Le résultat principal de ce chapitre
est le suivant ([16]), qui généralise un théoréme di a Gerstenhaber et Schack [34].

Théoréme 5.2.11 Soit A = kQ/I une algébre schurienne semi-commutative. Alors,
pour tout 1 > 0, il existe un isomorphisme de groupes abéliens

Hi(e) : SH'(AkT) ——=HH'(A) .

Ceci nous permet de donner des preuves courtes a forte inspiration topologique de
certains résultats connus concernant la cohomologie de Hochschild des algébres. Nous
étudions ensuite la structure d’anneau de HH*(A) = @;HH'(A). Nous montrons notam-
ment que les isomorphismes H’(¢) mentionnés ci-haut donnent lieu a un isomorphisme
d’anneaux de cohomologie.

L’ensemble des résultats de ce travail fournit donc une interprétation géométrique
claire de notions comme les groupes fondamentaux de carquois liés, et les groupes d’ho-
mologie et cohomologie simpliciale et de Hochschild d’une algébre de dimension finie.
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Chapitre 1

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous présentons des notions de base qui seront utilisées constamment
par la suite. Notamment, nous fixons les notations et la terminologie. Dans la premiére
section, nous définissons la notion de carquois. Dans la deuxiéme section, nous présentons
des liens entre algeébres associatives et carquois liés. Dans le méme esprit, a la section
trois, nous introduisons la notion de représentation linéaire d’un carquois lié, et nous
verrons que celles-ci forment une catégorie équivalente a la catégorie des modules sur
lalgébre du carquois lié. Finalement, nous abordons une notion topologique associée a
un carquois lié : la relation d’homotopie sur ’ensemble des chemins du carquois. Celle-ci
nous permet de définir le groupe fondamental d'un carquois lié, et se trouve au coeur de
ce qui suit. On pourra consulter [8, 7] et [43], par exemple, pour plus d’informations a
ces sujets.

1.1 Carquois

Définition 1.1.1 Un carquois Q) est un quadruplet Q = (Qo,Q1,s,b) ot Qo et Q1 sont
des ensembles, et s et b des applications s,b: Q1—=Qq. Les éléments de (QQy sont appelés
les points de @), et ceur de ()1 ses fléches.

Etant donnée une fleche o de @, le point s(a) est la source de o, le point b(c) son
but, et nous écrirons « : z—y. Un carquois @ est fini si les ensembles Qg et ()1 le sont.
Par la suite, on écrira simplement @) au lieu de (Qp,Q1,s,b). En outre, un carquois () est
dit connexe si le graphe sous-jacent a () est un graphe connexe. Si z et y sont deux
points d’un carquois (), un chemin de x a y est une suite de fleches w = ajas - -,
telle que s(ay) = z, b(ay.) = y, et s(ai11) = b(ay), pour tout ¢ tel que 1 < i < r. Dans
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cette situation, le point x sera naturellement appelé la source de w et y son but. Un
chemin d’un point vers lui-méme sera appelé un cycle orienté, tandis que deux chemins
distincts u et v tels que la source et le but de u coincident avec la source et le but de
v, respectivement, seront dits des chemins paralléles. Un carquois n’ayant pas de cycles
orientés sera dit triangulaire.

Définition 1.1.2 Etant donné un carquois Q = (Qo,Q1,5,b), un sous-carquois de Q est la
donnée d’un carquois Q' = (Q,Q',8',b) tel que Qy € Qo, Q) € Q1, et s|g, =5, blg, = V.
De plus, Q' sera dit un sous-carquois plein si Q) est l’ensemble de toutes les fleches de
Q dont le but et la source sont dans Q. Par ailleurs, ()’ sera dit convexe si, pour tout
chemin oy ---«, de x vers y, avec x, y € Qf, on a que s(o;) € Qf pour tout i tel que
1< <r.

Exemples 1.1.3

a) Soit @ le carquois suivant:
I
/ 9
VNN
c d e
a b

Les chemins a3, 33 et ay;0102030472 sont paralléles. Le carquois Q'

f
7N
NA

est un sous-carquois de (). En fait, il s’agit du sous-carquois plein engendré par
I’ensemble de points {a,c,d,f}. Cependant, @)’ n’est pas convexe dans ). En effet,
le chemin 07090304 a ses extrémités dans (), mais les points g, e, et b ne s’y trouvent

pas. Le carquois @’ est triangulaire, tandis que () posséde un cycle orienté, a savoir
01090304.
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b) A un ensemble ordonné (£, <) on associe un carquois Qg de la facon suivante : les
points de Qg sont les éléments de E, et, pour deux points x, y de Qg il y a une
fleche py : ©—y si et seulement si z > y, et il n’existe pas d’élément z € E\{z,y}
vérifiant x > z > y. Dans ce cas, on dira que = couvre y. Autrement dit, Qg est
le diagramme de Hasse de (F, <), avec les fléches orientées des "grands" éléments
vers les "petits".

1.2 Algeébres de Carquois

Soient k£ un corps commutatif, et () un carquois fini. L’algébre des chemins de @),
notée kQ), est définie de la facon suivante : k(Q) est le k—espace vectoriel ayant comme base
I’ensemble de tous les chemins dans (), y compris un chemin stationnaire pour chaque
sommet x de (), qu’on note £,. La multiplication de deux chemins est définie comme
étant leur juxtaposition, lorsque celle-ci est possible, et 0 autrement. Le prolongement de
cette opération par k—linéarité confére 4 k() une structure de k—algébre associative et
unifére. Il est aisé de vérifier que 10 = > €z, €t que kQ est de dimension finie si et
seulement si () n’a pas de cycles orientés.

z€Qo

Exemples 1.2.1
a) Soit @ le carquois

[e% Qn—1 a3 Qa2
n “~n—1 n—2——s... S99 =51,

Une base de kQ est alors donnée par 'ensemble des paires d’entiers (7,7) telles que
1 <1 < j < n.La multiplication de deux éléments de base est donnée par la régle
(1,5)(k,l) = (i,0) si j =k, et 0 autrement. En identifiant la paire (7,j) a la matrice
E;; ayant I’élément 1 en position (7,5), et 0 ailleurs, on induit un isomorphisme
entre kQ) et T,(k), I'algébre des matrices triangulaires inférieures de taille n x n a
coefficients dans k. Il s’agit de lalgébre d’incidence de I'ensemble {1,2,...,n} muni
de l'ordre usuel (voir exemple 1.2.1 d)).
b) Soit @ le carquois comportant un seul point et n boucles

T2

La base de k(@ est alors I’ensemble des mots de longueur finie sur l'alphabet
{m,72,...,Tn}, y compris le mot vide ¢,. Il est alors aisé de vérifier que kQ est iso-
morphe a la k—algébre associative libre en n indéterminées, notée k < t1.,to, ... t, >.
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Considérons maintenant l'idéal bilatére engendré par les éléments de la forme
T,T; — T;T;, avec © # j. Alors kQ/I est isomorphe a l'algébre k[ti,ts,... t,] des
polynémes en n indéterminées.

c) Soit E = {x1,x9,23,24} muni de la relation d’ordre z; < z; et x; < x4, pour
i € {2,3}. Le carquois Qg est alors

T4 5
a% \1
) T3
0’2\{1’ /52
1

Considérons l'idéal I =< ajas — 18y >. 1l est aisé de vérifier que kQg/I est
isomorphe & la sous-algébre de M, (k) formée par les matrices de la forme

a1 0 0 0

a1 Q929 0 0
A=

asy 0 ass 0

G41 G4z (43 (44

[’algébre kQp/I est alors appelée ’algébre d’incidence de (E, <).

d) Plus généralement, soit (F, <) un ensemble ordonné, avec |E| = n, fini. L’algébre
d’incidence de FE, notée k(E), est obtenue de la facon suivante: soit I lidéal
bilatére de kQ g engendré par les éléments de la forme w; — ws avec wy et wy des
chemins paralléles. L’algébre k(FE) est alors définie comme étant le quotient kQg /1.
De facon alternative, on peut décrire k(E) comme la sous-algébre de M,, (k) dont les
éléments sont les matrices (a;;) telles que a;; = 0 si ¢ £ j. Notamment, les algébres
des exemples a) et c) sont des algébres d’incidence.

Soit F' I'idéal bilatére de k() engendré par l’ensemble des fleches de (). Ainsi, en
particulier £ = kQ/F est une k—algébre commutative semi-simple. Plus précisément,

E= Hzer egkey.

Définition 1.2.2 Un idéal bilatére I k(@) est dit admissible s’il existe un entier naturel
n > 2 tel que F* C I C F?.

Dans Pexemple 1.2.1 b), I'idéal I n’est pas admissible: bien que 'on ait I C F?, il
n’existe pas d’entier r tel que F" C I. Par contre, soit m un entier positif fixe, m > 2.
Alors l'idéal J = I+ < 7/"|1 < i < n > est admissible, et dans ce cas on a kQ/J ~
K[ty ... b)) <P, ... 7 >.
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En pratique, I'idéal I est spécifié par un ensemble de générateurs. Ceci nous méne a
la définition suivante.

Définition 1.2.3 Soient Q un carquois lié, et x, y deux sommets de (). Une relation
de x a y est une combinaison linéaire de chemins paralléles distincts de x vers y, de
longueur au moins 2.

Une relation comportant un seul terme sera dite monomiale, tandis qu'une com-
portant deux termes sera dite binomiale. Une relation binomiale de la forme w; — w»
sera dite une relation de commutativité. Si I'idéal I est engendré par des relations
monomiales, on dira qu’il s’agit d’un idéal monomial. Un chemin w ne se trouvant pas
dans l'idéal I sera dit un chemin non nul.

Dans ce contexte, on dira que le carquois () est lié par les relations qui engendrent I,
ou encore que la paire (Q,]) est un carquois lié, et, tout naturellement, que 1’algébre
A = kQ/I est I'algébre du carquois lié (Q,I). Le morphisme canonique v : kQ—A de
noyau I, est appelé une présentation de ’algébre A. Souvent, par abus de langage, on
dira que le carquois lié (Q,I) est une présentation de A. Dans ce cas, nous avons une
décomposition de I'unité de A:

1A: 1kQ/I: 1kQ+I: (Z 833)—'—]: Z(éx—i-]).
€Qo TE€EQo
Il est aisé de vérifier qu’il s’agit 1& d’une décomposition de 14 en somme d’idempotents
primitifs deux & deux orthogonaux. Afin d’alléger les notations, nous écrirons e, au lieu
de ¢, + I. Avec ces notations, la décomposition de 1, fournit une décomposition du
A—module A:

A=1,A=(D e)A= P e.A

z€Qo z€Qo

de sorte que les e, A sont les A—modules (a droite) projectifs indécomposables.

Définition 1.2.4 Une algébre de carquois lié A = kQ/I telle que @ n’a pas de cycle
orienté est appelée une algebre triangulaire.

Le procédé décrit, ci-haut fournit un moyen d’obtenir une énorme classe d’algébres. On
remarquera que la méme construction a du sens si I’on suppose que k est tout simplement
un anneau commutatif. Dans cette situation, au lieu de parler de k—espace vectoriel on
parlera de k—module libre. Cependant, le procédé décrit ci-haut est particuliérement
intéressant pour I’é¢tude des algébres de dimension finie sur des corps algébriquement
clos. Afin de I'illustrer, nous énoncons le théoréme suivant, sans toutefois en donner la
démonstration. Le lecteur pourra consulter [13], par exemple.
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Théoréme 1.2.5 (Gabriel). Soit A une k—algébre de dimension finie, sobre et conneze
sur un corps algébriquement clos k. Alors, il existe un (unique) carquois Qa et un homo-
morphisme surjectif d’algébres v : kQa —=A tels que I = Ker v est admissible.

O

Soient (Q,I) un carquois lié et A = kQ/I 'algébre correspondante. Il est souvent
pratique d’identifier A & son spectroide spec(A), qui est la catégorie k—linéaire définie
comme suit: la classe d’objets spec(A)y de spec(A) est @y, I'ensemble des points de
Q. D’autre part, étant donnés deux objets x,y € spec(A)g, soit kQ(z,y) le k—espace
vectoriel ayant pour base ’ensemble des chemins de z vers y, et I(z,y) = kQ(x,y) N I.
L’ensemble des morphismes Homgyec(a)(2,y) qu’on notera A(z,y) est alors I’ensemble
kQ(x,y)/I(x,y). La composition de deux morphismes f:x—y et g:y—=z, est alors
donnée par le produit fg dans A. Ainsi, la composition des morphismes dans spec(A) se
fait dans le sens opposé a celui de la multiplication des éléments de A. Ayant & I'esprit
cette derniére remarque, nous confondons par la suite une algébre A et son spectroide
spec(A). 11 est aisé de vérifier que

A(z,y) = Homu (e, A,e, A) =~ e, Ae,,.

Une sous-catégorie A’ de A est dite convexe si lorsque = et z sont deux objets de A’
et f:x—y, g:y—2z deux morphismes de A, alors I'objet y est dans A’. Il est clair que
les sous catégories convexes de A = kQ /I correspondent aux sous-carquois () convexes
dans Q liés par I’ = I N kQ'.

Si Q" est un sous-carquois plein de (), considérons l'idéal I’ = I N kQ)', et soit A" =
kQ'/I'. On dira alors que A’ est une sous-catégorie pleine de A, et si en plus Q' est
convexe dans @, il en sera de méme pour A’ dans A.

Définition 1.2.6 Soit A = kQ/I une algébre.
a) A est dite schurienne si pour toute paire de points x, y € Qy on a dimy, e, Ae, < 1.

b) A est dite presque triangulaire si pour toute paire de points x, y € QQo, on a que
e, (rad A)e, # 0 entraine e,(rad A)e, = 0.

En termes de carquois liés, il est facile de voir qu’une algébre A = kQ/I est schurienne
si et seulement si pour toute paire de points x, y de @, il existe, a multiple scalaire pres,
au plus un chemin non nul de x vers y. Notamment, étant donné que pour tout point
x de @, il existe toujours au moins un chemin non nul de z vers z, a savoir le chemin
stationnaire €., si A est une algébre schurienne, il n’y a pas de boucles dans le carquois
. Pour la méme raison, s’il existe un cycle orienté w, de longueur [ > 1 dans @), alors
toutes les compositions des [ fléches formant w doivent étre nulles (voir exemple 1.2.7
d.)). Une remarque immeédiate est que toute algébre triangulaire est presque triangulaire,
mais la réciproque n’est pas vraie, comme le montre 'exemple 1.2.7 d).
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Exemples 1.2.7

a) Soit @ le carquois
a1

Q

X

lié par I =< o' >. L’algébre A n’est pas presque triangulaire (on comparera avec
la définition de presque triangularité dans [15]).

b) Les algebres d’incidence d’ensembles ordonnés sont des algébres schuriennes, et
triangulaires.

c) Si @ est un arbre, alors, pour tout idéal I de k@, l'algébre A = kQ/I est une
algébre schurienne triangulaire.

d) Soit @ le carquois
2
X
<3

lié par I =< ya,af,8y >. Il est clair que A est schurienne presque triangulaire,
mais pas triangulaire.

e) Le méme carquois lié¢ par I'idéal I’ =< af3,0~ > donne lieu a une algébre schurienne
qui n’est pas presque triangulaire. En effet, dans ce cas nous avons dimy ezAey =
dimj, ey Aes = 1.

1.3 Représentations et Modules

Comme les catégories des modules ne seront pas au coeur de ce qui suit, nous nous
contentons d’en faire une trés bréve mention. Le but de ceci est double. D’une part, il
s’agit d’illustrer I'utilité des carquois liés en théorie des représentations, dans le méme
esprit que le théoréeme 1.2.5. Par ailleurs, nous aurons besoin de la notion d’extension
ponctuelle d’une algébre par un module. Nous exposerons cette construction a la fin de
cette section.

On définit la catégorie des chemins P(Q) de ) comme suit. Les objets de P(Q)
sont les points de @, et, pour x, y € P(Q)o, 'ensemble des morphismes P(Q)(z,y) est
égal a ’ensemble des chemins de = vers y dans (), y compris un chemin stationnaire ¢,
correspondant & chaque sommet de (). La composition des morphismes est induite par la
juxtaposition des chemins. On remarquera alors que spec(k@) est la k—linéarisation de

P(Q) (voir [30]).

Définition 1.3.1 Une représentation k—linéaire d’un carquois () est un foncteur
M :P(Q)—Mod — k.



1.3. REPRESENTATIONS ET MODULES

Une représentation M est dite de dimension finie si pour tout point x de ) on
a que M(x) est un k—espace vectoriel de dimension finie. Soit I un idéal admissible
de kQ. Une représentation M de () sera dite liée par 1’idéal [ si pour toute relation
p =Yy Nw; de I, on a que I’évaluation de M en p, notée M(p) et définie par
M(p) = >0 MM (w;), est Papplication linéaire nulle.

Un morphisme de représentations est un morphisme fonctoriel f: M—N. Avec la
composition évidente des morphismes, la classe des représentations de () devient une
catégorie qu’on note Rep(Q). Par ailleurs, la sous-catégorie pleine des représentations de
@ liées par I'idéal I est notée Rep(Q,I). On note aussi par rep(Q) et rep(Q,I) les sous-
catégories pleines de Rep(Q) et Rep(Q,I) formées par les représentations de dimension
finie.

Il suit du fait que spec(kQ) est la k—linéarisation de P(Q) que la donnée d’une
représentation k—linéaire de (Q,I) équivaut a la donnée d’un foncteur k—linéaire
M : spec(kQ/I)—Mod — k.

L’intérét des catégories mentionnées ci-haut suit du résultat suivant (voir [27], par
exemple).

Théoréme 1.3.2 (Gabriel) Soit A = kQ/I une algébre. Alors on a un diagramme
commutatif

Mod — A —=>Rep(Q,I)

mod — A ——rep(Q,I)

ot les fleches horizontales sont des équivalences de catégories et les fleches verticales les
inclusions.

O
En vertu du résultat précédent, nous identifierons par la suite les représentations du
carquois li¢ (@,I) aux modules sur l'algébre A = kQ/1.
Exemples 1.3.3 Soit (Q,]) un carquois li¢, et A = kQ/I.

a) Etant donné un sommet z de @, la représentation projective indécomposable
correspondant au sommet x, qu’on note P, est définie sur les objets de spec(kQ/I):
P.(t) =< w+ I| w est un chemin de z a t >

et, étant donné un chemin w : s—t, I'application P,(w) : P,(s)—=P,(t) est définie
par > (v + D> N(vyw +1).
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b) Dans la méme situation, la représentation simple de (Q),/) en x, qu’on note S, est
définie par:

k sit=ux,
Sa(t) = { 0 sinon.

et S;(a) = 0 pour toute fléche o de Q.

Dans I’équivalence du théoréme précédent, les A—modules correspondant aux repré-
sentations projectives indécomposables et simples décrites ci-haut sont les A—modules
projectifs indécomposables et simples correspondant & I'idempotent e, de A:

es A

P,~e,A et S,~——
c ¢ rad e, A

Etant donnée une algébre B = kQp/Ip et un B—module M, le procédé suivant
montre comment obtenir une nouvelle algebre.

Deéfinition 1.3.4 Soit B une algébre, et M un B—module a droite. L’extension ponc-
tuelle de B par M est l'algébre de matrices

A:B[M]:[B 0}

M k

ot l’addition est l'addition matricielle usuelle, et la multiplication est induite par la struc-
ture de B—module de M.

Dans la situation qui précéde, le carquois Q4 s’obtient a partir de (Jp en ajoutant
une nouvelle source x qui est telle que rad e, A ~ M.

Exemple 1.3.5 Soit ) le carquois

4
\ Py
B2 3
1A

lié par I'idéal I =< ayay >, et soit B = kQ/I. Considérons le B—module M = S, & S5, &
So @ Py. L’extension A = B[M] est 1'algébre du carquois

2

9
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5

T T
\ ‘:”2 A
B2 \\ !; 3

vA

On définit de facon duale la notion de co-extension ponctuelle.

—

2 4

lié par I'idéal < 310,100 >.

1.4 Le Groupe Fondamental m(Q,/)

Soit (@,I) un carquois lié, avec () connexe, son groupe fondamental est défini (voir
[43, 36]) de la facon suivante: étant donnée une fléche o : x—y dans @, on désigne
par o' son inverse formelle, c’est-a-dire o' : y—=2z. Pour deux points z, et y de Q,
une marche de x vers y est une suite de fléches et d’inverses formelles de fléches w =
aftag? o, avec €, € {—1,1}, telle que la source de af' est x, le but de o est y, et le but
de af" est la source de a;\}' pour tout i tel que 1 <14 < n. Soit p=>"7_, Nw; € I(zy)
une relation de z vers y. Celle-ci est dite minimale si » > 2 et si pour tout sous-
ensemble propre et non vide J de l'ensemble d’indices {1,2,....,r} on a >, \w; ¢
I(x,y). Notamment, les scalaires apparaissant dans une relation minimale sont tous non
nuls. Ceci nous méne a la définition suivante.

Définition 1.4.1 Soit (Q,I) un carquois lié. Sur U'ensemble des marches dans @, la
relation d’homotopie est la plus petite relation d’équivalence ~ vérifiant les conditions
suivantes

Lveg, et ala~ey;

a) Pour toute fleche o : x—y, on a aa™
b) Pour toute relation minimale Y, Nw; on a w; ~ w; pour tousi j € {1,...,r},
c) Siu, v, w et w sont des marches avec w ~ W', alors vwv ~ uw'v, lorsque ces

compositions ont un sens.

Etant donnée une marche w dans Q, nous sa classe d’homotopie sera notée w. Consi-
dérons maintenant un sommet fixe zq de @, et désignons par M(Q,z,) 'ensemble des
marches dans () ayant zy comme source et but. La juxtaposition des marches est une
opération dans M(Q,x), qui acquiert ainsi une structure de groupe. En vertu de la
troisitme condition dans la définition de la relation d’homotopie, cette derniére est com-
patible avec la juxtaposition des marches, de sorte que le quotient M(Q,xo)/ ~ est un

10
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groupe. Celui-ci est appelé le groupe fondamental du carquois lié (Q,I) au point z,
et est noté m(Q,I,xq). Si 1 est un autre point de @, il existe, en vertu de la connexité
de ce dernier, une marche v de xy vers z;. Il est alors aisé de vérifier que ’application
¢ m(Q,1,xg)—m(Q,I,r1) définie par me est un isomorphisme de groupes.
Ainsi, le groupe fondamental d’un carquois lié connexe est indépendant du choix de point
de base. En conséquence, nous écrivons simplement 7 (Q,1).

Une remarque importante s’impose avant de donner quelques exemples. La définition
de la relation d’homotopie dépend essentiellement des relations minimales, et donc de
I’ensemble des générateurs de I'idéal I. Or ceux-ci ne sont pas uniques en général, et il
peut bien arriver que I'on ait un carquois @) et deux idéaux différents Iy, et I tels que
kQ/I ~ kQ/I, mais m(Q,[) # m(Q,I2) (voir exemples 1.4.2 b) et ¢)). Autrement dit,
le groupe fondamental est un invariant du carquois lié, mais n’est pas un invariant de
I’algébre.

Exemples 1.4.2

a) 11 suit de la définition que les relations monomiales ne sont jamais minimales.
Ainsi, si (Q,I) est un carquois lié, avec I un idéal monomial, la relation d’ho-
motopie induite par ce dernier est triviale. Le groupe fondamental 7 (Q,I) est
alors isomorphe au groupe fondamental 7;(Q) du graphe sous-jacent a @) considéré
comme espace topologique. Rappelons que la caractéristique d’Euler du graphe )
est x(Q) =1 — |Qo|] + |Q1]- T est bien connu (voir [55, 45], ou exemple 3.2.1) que
le groupe (@) est isomorphe au groupe libre en x(Q) générateurs.

b) Soit @ le carquois suivant

B
37 o2-%+1
v

lié par lidéal I} =< fa >, et Ay = kQ/I. L'idéal I; étant monomial, nous
avons m (Q,l1) ~ m(Q) ~ Z. Par ailleurs, considérons le morphisme de k—algébres
vy : kQ—=A; défini par

V2(C):{(6+7)+Il sic=f,

c+ I sinon.

et soit Iy = Kerwy son noyau. 11 s’agit d’un homomorphisme surjectif, de sorte que
kQ/Iy >~ Ay. Nous avons v5((f —v)a) = (B+v)a —ya + I; = 1. Ainsi, (6 —7)a
est dans [y et c’est en fait une relation minimale. Il suit alors que dans m(Q,/l3)
nous avons Sa ~ ya, ce qui donne 3y~ ~ ez, et donc 7 (Q,) = 1.

c) Soit @ le carquois
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et [y =< azfs — PBzan, a1 — Py, (335281 — azasay >. Un calcul direct montre
que m(Q,11) ~ Zs.
D’autre part, considérons le morphisme vy : kQ—kQ /I défini par

c+ I, sinon.

Vz(C)Z{ (a3 =) + 1 sic=as,

I1 est alors aisé de vérifier que azas + Bacrg — B302, azfBa + B3> — P32, et asasay +
B3asa; sont dans I, = Ker 15 et qu’il s’agit de relations minimales. Ceci méne a
m1(Q,15) = 1.

Supposons maintenant que cark = 3, et considérons le morphisme v3 : kQ—kQ /I,
défini par a;—a; — §; et Bi—03; pour i € {1,2,3}. Un calcul direct montre que
Q30i0, agfls — B3y et a1 — By sont des éléments de I3 = Ker v3 et que ce sont
en fait des relations minimales. Ceci meéne & m(Q,/3) ~ Z.

Définition 1.4.3 Une algébre triangulaire A est dite sSimplement connexe si le groupe
fondamental m(Q,I) est trivial pour chaque présentation (Q,I) de A.

Exemples 1.4.4

a) Une algébre monomiale A = kQ/I est simplement connexe si et seulement si le
graphe sous-jacent & () est un arbre.
b) Les algébres des exemples 1.4.2 b) et ¢) ne sont pas simplement connexes. En effet,

il existe des présentations de ces derniéres qui donnent lieu & des groupes fonda-
mentaux non triviaux.

Dans [17], la question des changements de groupes fondamentaux possibles survenant
suite & des changements de présentation est traitée. Dans les exemples précédents, I’exis-
tence de chemins non nuls paralléles a des fleches permet de faire des changements de
présentations qui ménent a des changements de groupes fondamentaux (voir exemples
1.4.2 b) et ¢) ). Ceci nous méne a la définition suivante.

Définition 1.4.5 Une algébre A = kQ/I est dite contrainte si, pour toute fleche
a:x—=y de Q) on a dimge,Ae, = 1.

En particulier, toute algébre schurienne est toujours contrainte mais la réciproque
n’est pas vraie, comme ’exemple suivant le montre.

Exemple 1.4.6 Soit () le carquois

12
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B1 5y

2

Nf

lie par l'idéal I =< 2?21 Bivi >. Il est clair que lalgébre A = kQ/I est contrainte.
Cependant, nous avons dimy esAe; = 2.

Vi4
Y

—_< W <—

Théoréme 1.4.7 (Bardzell - Marcos [9]) Soient (Q,1) et (Q,l2) deux présentations
d’une algébre contrainte A. Alors, il existe un isomorphisme m (Q,I1) ~ m(Q,12).
O

Ainsi, dans le cas d’une algébre contrainte A, par exemple schurienne, la notation
m1(A) n’est pas ambigiie, et on peut parler du groupe fondamental de 1’algébre A.

Une notion étroitement reliée a la relation d’homotopie est celle d’homotopie naturelle.
On comparera cette définition avec [5].

Définition 1.4.8 Soit (Q,I) un carquois lié. Deux chemins paralléles p et q sont dits
naturellement homotopes s: p = q ou il existe une suite de chemins paralléles p =
Do, P1,---,Ds = q, et, pour i € {1,...s} des chemins u;v;1,0;0,w; tels que p; = u;vqw;,
Dit1 = UiUpW;, avec vy et vy apparaissant dans une méme relation minimale.

Dans la situation précédente on écrira p A ¢, et p désignera la classe d’homotopie
naturelle de p. Remarquons aussi que pour une fleche o de @), nous avons, en vertu de
I'admissibilité de I, @ = {a}. Par ailleurs il est clair que w A w' entraine w ~ w’, mais
I'implication contraire n’est pas valide.

Exemple 1.4.9 Soit () le carquois

B
37 C2-—"+1
il

lié par I'idéal I =< fa—~a >. Les fléches (3 et v sont homotopes sans étre naturellement
homotopes.

Lemme 1.4.10 Soit (Q,I) un carquois lié. La relation d’homotopie naturelle est la plus
petite relation d’équivalence R sur 'ensemble des chemins de Q vérifiant

b) Pour toute relation minimale Y ;_, \jw; on a w; R w; pour tous i, j € {1,....r},

13
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c) Siu, v, w et w sont des chemins avec w R w', alors uwv R uw'v, lorsque ces
compositions ont un sens.

Démonstration : Il est clair que la relation A vérifie les conditions b) et ¢) ci dessus.
Par ailleurs, supposons que p et ¢ sont deux chemins paralléles tels que p A ¢. Ainsi,
par définition, il existe une suite de chemins paralléles p = pg, p1,....ps = ¢, et, pour
i€ {l,...s} des chemins wu;,v;1,0;2,w; tels que p; = w;V;1W;, Piy1 = UVRW;, aVEC Vi1 et Vo
apparaissant dans une méme relation minimale. Il suit de la condition b) que vy R v,
pour tout ¢ tel que 1 <1 < s. Il suit alors de la condion ¢) que w;v;;w; R wv;pw;, pour
tout 7 tel que 1 <i < s,doupRq.

O

14



Chapitre 2

L’ESPACE CLASSIFIANT D’UN
CARQUOIS LIE B(Q,I)

L’utilisation de méthodes inspirées de la topologie algébrique a joué un role essentiel
dans le developpement de la théorie des représentations des algebres. Encore une fois, ce
sont les travaux de P. Gabriel et son école qui sont & l'origine de ceci (voir, par exemple
[13, 14, 52, 29|). Plus précisément, dans [12, 14|, des méthodes d’homologie simpliciale ont
été introduites dans I'é¢tude des algébres schuriennes. Dans le cas d’une algébre presque
triangulaire A, la construction en question revient a lui associer un complexe simplicial | A|
et d’étudier les groupes d’homologie de ce dernier. Cette approche a aussi été adaptée a
un contexte plus général que celui des algébres schuriennes. Nous commencons ce chapitre
par un survol de ces méthodes. Une bréve discussion concernant les espaces classifiants des
petites catégories est faite dans la section 2. De ces deux sections s’inspire la construction
d’un espace topologique associé a un carquois lié. Nous I'appelons 'espace classifiant du
carquois lié considéré. La section 3 est consacrée a sa définition et & en donner plusieurs
exemples. Finalement, nous faisons quelques remarques élémentaires concernant cette
construction.

2.1 Meéthodes Simpliciales et Algébres

Nous commencons par un rappel de la définition des groupes d’homologie simpliciale
d’une algébre schurienne selon [14]. Soient A = kQ/I une telle algébre, et, pour n > 1,
Sn(A) I'ensemble des suites (zg,x1, . .. ,z,) de n+1 points distincts de @ tels que pour tout
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Jj €{1,...n}, il existe un élément f; € A(x;_1,x;) de sorte que le produit fifs--- f; # 0.
En particulier, S;(A) est identifié a I'ensemble des couples (z,y) de sommets distincts de
Q tels que A(z,y) # 0. On conviendra que Sy(A) = Q. Soit C,(A) le groupe abélien
libre ayant pour base S,,(A), et d,, : C,,(A)—C,,_1(A) 'homomorphisme défini par

n

dn<x0,ﬂf1, . ’.In> = Z(—l)z(l’o, PPY (7 Y 7T I ,xn)

1=0

Ceci fait de (C4(A),ds) un complexe différentiel de groupes abéliens. Les groupes d’homo-
logie simpliciale de A sont alors définis comme étant les groupes d’homologie du complexe
(Ce(A),ds), et sont notés SH;(A). Ces groupes sont, comme on peut bien I'imaginer, reliés
étroitement a la connexité simple de A (voir [12]), mais ils donnent aussi de l'informa-
tion sur des questions telles que l'existence de bases multiplicatives (voir [14, 44, 42]),
et ils sont reliés aux groupes de cohomologie de Hochschild de A (voir [42, 34, 20]).
Nous reviendrons sur les détails de cette construction et les liens mentionnés ci-haut aux
chapitres 4 et 5.

Dans le cas ou A est une algébre presque triangulaire, ces groupes ont une interpréta-
tion géométrique claire. En effet, le complexe (Cq(A),d,) est le complexe des chaines du
complexe simplicial |A| défini de la fagon suivante: les sommets de |A| sont les points de
@, et les r—simplexes de |A| sont les ensembles {xg,z1,...z,} de r + 1 points différents
de @ tels que A(zg,x1)A(x1,29) - -+ A(z,_12,) # 0.

Exemples 2.1.1

a) Soient (E, <) un ensemble ordonné, et A = k(E) son algébre d’incidence. Le
complexe simplicial |A| est dans ce cas le complexe simplicial des chaines non vides
de E, qu’on note habituellement A(E).

b) Considérons le carquois @
2
N
1 L 3

lié par I =< ya >. L’algébre A = kQ/I est schurienne, mais n’est pas presque
triangulaire. Le complexe |A| est le suivant: il y a un 2—simplexe, {1,2,3} qui
correspond a la composition de « et (. Par ailleurs, il y a trois 1—simplexes:
{1,2}, {2,3}, et {1,3} qui correspondent & «, (3, et af3, respectivement. Notons
enfin que le simplexe correspondant a v est {3,1} = {1,3}. Ainsi, le groupe des
1—chaines de A est abélien libre de rang 3. Le complexe |A| étant contractile, nous
avons 71 (|]A|) = 1. On remarque que m(Q,I) = Z. Par ailleurs, S;(A) est donné par
{(1,2),(2,3),(1,3),(3,1)}, de sorte que S;(A) est abélien libre de rang 4. Un calcul
immeédiat donne SH;(A) ~ Z.
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L’exemple précédent montre que le complexe (C4(A),d,) n’est généralement pas le
complexe de chaines du complexe simplicial |A|. Bien que ce dernier présente I’avantage
d’étre un espace topologique concret, il entraine une perte d’information lorsque A n’est
pas une algébre presque triangulaire. D’autre part, aucun espace topologique n’est, @
priori associé au complexe (Cq(A),d,).

Une autre remarque importante est que les constructions presentées ci-haut, ont été
faites dans le contexte des algébres schuriennes. Si on les transpose textuellement au cas
général, on se rend vite compte des limitations.

Exemple 2.1.2 Considérons le carquois () suivant:

et A = k@, l'algébre dite de Kronecker. On remarquera tout d’abord que m(Q,I) = Z.
Par ailleurs, le complexe simplicial est réduit & un 2—simplexe {1,2}, qui est un espace
topologique contractile, de sorte que m(|A|) = 1. Par ailleurs, une base de C;(A) est
{(1,2)}, et il est facile de voir que le complexe (Co(A),ds) est acyclique. Ceci vient du
fait qu’on ne tient pas compte de l'existence deux morphismes distincts de 2 vers 1.

On vient donc de voir que les constructions du complexe simplicial |A| et du complexe
différentiel (Co(A),d,), telles que presentées ici, perdent de leur utilité lorsqu’on sort du
contexte des algébres schuriennes presque triangulaires, ou schuriennes, respectivement.
Avant de continuer, notons que I’homologie simpliciale d’une algébre non nécessairement
schurienne a été définie dans [44, 42|, sans toutefois passer par le biais d’'un espace
topologique. Comme il a été mentionné plus haut, nous y reviendrons dans le chapitre 4.

Nous cherchons a batir un espace topologique qui permettrait d’étendre les construc-
tions presentées & un contexte plus général. 1l s’agira d'un CW-complexe, une classe
d’espaces topologiques plus riche que celle des complexes simpliciaux. On refére le lec-
teur a [55], par exemple, pour plus de détails au sujet des CW-complexes. Avant de
continuer, nous faisons une bréve exposition a propos des espaces classifiants de petites
catégories.

2.2 Espaces Classifiants de Petites Catégories

La construction du complexe des chaines A(FE) d’un ensemble ordonné (E, <) est un
cas particulier d'une construction beaucoup plus générale issue de la K — théorie: celle
de l'espace classifiant BC d’une petite catégorie C (voir [57, 48, 53|, par exemple). Etant
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donnée une petite catégorie C, 'espace BC est le CW-complexe ayant comme 0—cellules
les objets de C. Par ailleurs, pour un entier n > 1, il y a une n—cellule pour chaque
diagramme

dans C dans lequel aucun des morphismes f; n’est un morphisme identité. La n—cellule
correspondante est attachée de la fagon évidente aux cellules de dimension inférieure
obtenues en biffant un des objets X; du diagramme ci-haut, et, pour chaque i tel que
1 <17 < n, en remplacant les morphismes f; et f;11 par la composition f;11 o f;, lorsque
cette derniére n’est pas un morphisme identité.

Exemple 2.2.1 Soit (£, <) un ensemble ordonné. Il est possible de considérer E' comme
une petite catégorie dont la classe d’objets est I’ensemble F lui-méme, et, pour deux objets
x et y de £, il existe un unique morphisme py : 2—y si et seulement si y < z dans E. La
composition de deux morphismes p, : T—=y et p¥ : y—>z est tout naturellement p?. Il
s’agit 1a de la catégorie d’incidence de E. 1l est alors facile de voir que ’espace classifiant
B(E) est précisément le complexe des chaines A(E) de E.

2.3 L’Espace Classifiant d’'un Carquois Lié

Comme il été mentionné précédemment, on voudrait associer un espace topologique
a une algébre de sorte que ’homologie, la cohomologie et le groupe fondamental de
celle-ci puissent étre interprétés en termes de ’homologie, la cohomologie et le groupe
fondamental de celui-la. Or, comme nous ’avons vu au Chapitre 1, la relation d’homotopie
qui nous intéresse n’est pas définie par 1’algébre A, mais par un carquois lié (Q,I) tel que
A ~ kQ/I. Pire encore, cette relation dépend du choix de I'idéal I. Ces considérations
nous meénent & associer 'espace voulu a un carquois lié, et non pas a une algebre. L’espace
en question a été introduit dans [16].

Avant de donner en datail la construction de espace en question, quelques rappels
et précisions s'imposent. Il s’agit de matériel tout a fait standard en topologie algébrique
que nous incluons ici par souci de complétude. Pour plus de détails, on pourra consulter
[55], chapitre 8.

Soient X et Y deux espaces topologiques. Le co-produit X [[Y dans la catégo-
rie des espaces topologiques est la réunion disjointe X U Y dans lequel un ensemble
U est ouvert si et seulement si U N X et U NY sont ouverts dans X et Y respec-
tivement. Dans cette situation, soit A C X un ensemble fermé de X, et f: A—Y
une application continue. Soit ~ la relation d’équivalence sur X [[Y engendrée par
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{(a,f(a)) € (X]]Y) x (X]]Y)| a € A}. Le quotient (X [[Y)/ ~, qu'on note X [[,Y
est I’espace obtenu en attachant X a Y le long de f.

Par ailleurs, pour n > 0, soit A" = {(to,t1,...,t,) € R*™ 3" t; =1, ¢ > 0} le
n—simplexe standard. La j*™€ face de A" est 9;,A" = {(to,t1, ... tn) € A"| t; = 0}.
Notament, la frontiére de A" est JA™ = U;0;A". Une n—cellule ouverte est une copie
homéomorphe de A™\JA™.

L’espace qui nous intéresse est un CW-complexe qui sera contruit en attachant des
cellules de dimension n & un complexe de dimension n — 1 préalablement construit. Soit
donc (Q,I) un carquois lie. Commengons par spécifier les ensembles de cellules corres-
pondant & chaque dimension. Posons Cy = @y, C; = {0] 0 : £ ~~ Y est un chemin non
trivial dans @, o ¢ I}, et, pour n > 1, C, = {(01,02,...,0,)| 0102+ --0, est un che-
min dans @ tel que oy09---0, ¢ I,0; non trivial pour 1 < ¢ < n}. Nous écrirons o
pour signaler un élément de C,, la dimension n se déduisant du contexte. Remarquons
que l'idéal I étant admissible, il existe un entier & tel que C, = 0 pour n > k. Par
ailleurs étant donné un élément o = & de Cy, avec 0 : &~~~y , posons J}(o) = y, et
0i (o) = x. Ceci définit des applications 9} : C;—=Cy, pour i € {0,1}. Plus généralement,

pour n > 1, et pour tout ¢ € {0,1,...,n} les applications 9} : C,,—C,_; définies sur un
élément o = (61,09, ...,0,) € C, par:

83(0') = (6'\276'\37 e ,/U\n),

8?(0’) = (01027037---0n>7

a;n(o.> = (817"'7m7"'78n)7

o) = (01,...0n-1).

Pour n > 0, et o € C,, on se fixe une copie A de A", telle que AZNA™ = () lorsque
(n,0) # (mw).

Nous sommes maintenant en mesure de présenter la construction annoncée.

— Dimension 0. Posons B° = U,cg,AY, muni de la topologie discréte.

— Dimension 1. Nous voulons attacher une 1—cellule AL pour chaque élément o de C;.
Etant donné un tel élément avec 0 : x ~~=Y , nous avons dy(o) = y et d1(o) = .
Définissons f, : OAL—B° par f,(9;AL) = Ag}a’ considérons le co-produit

fl= H fo: H OAL —— B et désignons par p' la projection canonique

ocCy ocCy

Pt (]_[ A},) 18 —— (]_[ A},) 115

ocCq ocCy fl
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Finalement, définissons

B' = (]_[ A},) 115"

oeCy fl
— Dimension n. Afin d’alléger les notations nous écrirons 9;(o) a la place de 9} (o).
Supposons que B"~! a été construit. Etant donnée o € C,, nous avons que, pour
i € {0,1,...,n}, les 0;(o) sont des éléments de C,_;. Les (n — 1)—cellules corres-
pondantes sont Ag;l. Nous avons les inclusions ¢, : Ag;}%ﬂ,ecnfl AL et
Bl = (]_[aecn_1 A’;*) [1;.1 B" 2, avec p"~' la projection canonique. Rappelons

que le brord de A” est JAZ = U;0;A%. Définissons f, : JAL—B""! de la fa-
con suivante: fy(0;AL) = p”_lqaja(Agj_;). Cette fonction est continue sur chaque
0; A, de sorte qu’elle est continue sur OA” qui est un fermé de AL. Considérons

le co-produit f" = H fo: H OA —— B" ! et désignons par p" la projection

. ocCy ocCy

canonique

p": (]_[ A’;) [[37" —— (H Ag) 15"
oeCp oeCy fm

Finalement, définissons

B" = <H Ag) 15

G'ECn fn

Etant donnée o € C,, nous dénoterons, par abus de notation, o I'image de A? par la
composition suivante qui est appelée une application caractéristique pour o:

Anc o JT A (]_[ AZ) [[5 2 B

Cl'ECn O'ECn

Ainsi, o désignera a la fois le n—tuple (o4,...,0,) et un sous espace de B".

Définition 2.3.1 Soit (Q,I) un carquois lié. Avec les notations qui pécédent, soit n =
min{k € N| C,.; = 0}. L'espace classifiant de (Q,I), qu’on notera B(Q,I), est le
CW-complexe B™ obtenu par la construction précédente.

Une remarque immédiate est que lorsque I'algébre A = kQ /I est presque triangulaire,
alors aucun chemin n’appartenant pas a l'idéal I passe deux fois par le méme sommet.
Une conséquence de ceci est que, dans cette situation, la frontiére de toute n—cellule est
homéomorphe & la sphére S"~! = {x € R"| ||x|| = 1}. Ainsi, le complexe B(Q,I) est un
CW-complexe régulier.
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Par ailleurs, étant donné que pour une fléche o nous avons @ = {a}, on peut identifier
de fagon naturelle le graphe sous-jacent & @) & un sous-complexe de B(Q,I).

Exemples 2.3.2

a) Soit @ le carquois

B
37 C2—""+1
i

lié par 'idéal I =< (6 — v)a >. Les cellules de B(Q,I) sont les suivantes:

Les 1—cellules sont données par &,3,?, et ya = B&;

~

Les 2—cellules sont données par les paires (7,a) et (5,Q).

Le bord de la cellule (7,Q) est la réunion de trois cellules de dimension 1 : @, Y&
et i, tandis que le bord de la deuxiéme 2—cellule est la réunion des cellules @, B&
et 8. Etant donné que Sa = 7, nous avons que les deux 2—cellules ont dans leur
bord deux 1— cellules en commun. Ainsi, B(Q,I) est homéomorphe au cone:

Q)

La

@)

=)

b) Considérons le carquois
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lié par I'idéal I engendré par af; et Zle Bivi- Les cellules de B(Q,I) sont les
suivantes:
Les 1/—c\ellules sont données par a, @-, Vi 6/1\71 = ﬁ/g\’yQ = B/g,\’yg,, &E, &@ et a/ﬁg\fyg =
af373;
Les 2—cellules sont données par (a,@), (aﬁg), (@, ﬁ/g\’)/g), (= (a,ﬁ/g%)),
(aB232), (aB33), et (Bi, 3i), pour i € {1,2,3};
Les 3—cellules sont données par (@, 32, ) et (@, 33, 73).
Comme dans l'exemple précédent, on montre que les deux 3—cellules ont dans

leur bord une 2—cellule en commun. L’espace B(Q,I) est homéomorphe a I'espace
schématisé dans la figure suivante:

Soient ) un carquois et [ l'idéal engendré par les chemins de longueur 2. Toute
fleche o : x—y de @) donne lieu & une 1—cellule joignant x a y. Par ailleurs, comme
tout chemin de longueur 2 ou plus est nul, il n’y a pas d’autre 1—cellule. Pour la
méme raison il n’y a pas de cellules de dimension supérieure. Ainsi, dans cette
situation, le complexe B(Q,I) n’est autre que le graphe sous-jacent a Q.

1 2
il
4 3
lié par l'idéal I =< af,y6 >. On remarque que l'algébre A = kQ/I n’est pas

presque triangulaire. L’espace classifiant de (Q,I) est schématisé dans la figure
suivante :

Soit ) le carquois

(0%
—_—

-
~

Q)
&

&)
2)
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Comme il a été mentionné précédemment, le but principal de cette construction est
de généraliser la construction du complexe simplicial |A| associé a une algébre schurienne
triangulaire. C’est effectivement le cas, comme le montre la proposition suivante.

Proposition 2.3.3 Soit A = kQ/I une algébre schurienne presque triangulaire. L’espace
B(Q,I) est alors le compleze simplicial | A|.

Démonstration : Soit A = kQ/I une algébre schurienne presque triangulaire, et z,
y deux sommets distincts de Q). Dans B(Q,I) il existe une 1—cellule joignant z & y si
et seulement s’il y a un chemin non nul w; de x vers y, disons. En particulier, puisque
A est presque triangulaire, ceci entraine qu’il n’existe pas de chemin non nul de y vers
z. Etant donné que A est schurienne, s’il existe un autre tel chemin ws, alors w; et w,
sont linéairement dépendants. C’est-a-dire qu’il existe des scalaires non nuls Ay, Ay tels
que \jw; + Agwy € I(x,y). Les chemins w; et ws étant non nuls, on conclut qu’il s’agit
d’une relation minimale, de sorte que w; = ws. Ainsi, la 1—cellule induite par w; est la
méme que la cellule induite par wy. Ceci montre que dans le cas des algébres schuriennes
presque triangulaires, on peut identifier une 1—cellule @w; au simplexe {z,y}. De la méme
fagon, étant donnée une n—cellule (71,09, ...,0,), avec 0; € A(x;_1,7;), on peut identifier
cette derniére & {xg,x1,...,T,}.

O

Un cas particulierement intéressant est celui des algebres d’incidence. En vertu du
résultat précédent et de ce que nous avons vu a l'exemple 2.1.1 a), si (E, <) est un
ensemble ordonné et A = k(F) son algébre d’incidence, alors le complexe simplicial
|A| est précisément I'espace classifiant B(E) = B(Qg,l), ot Qg et I sont comme dans
I'exemple 1.2.1 ¢).

Dans ce contexte, il est souvent possible d’enlever certains éléments de 'ordonné E
sans changer le type d’homotopie de I'espace B(F).

Définition 2.3.4 Soit (E, <) un ensemble ordonné. Un élément x € E est dit étre un
élément irréductible s’il couvre (ou est couvert par) exactement un elément de E.

Exemple 2.3.5 Soit (£, <) I'ensemble ordonné dont le carquois Qg est

X
X

R
%

Seul I'élément f est irréductible dans (E, <).

Q<—Q,<—2
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Le résultat suivant (dont on pourra trouver une démontration dans [23] ou [40], par
exemple) permet de ramener I'étude de I'espace classifiant d’'un ensemble ordonné a celui
d’un autre ensemble ordonné ayant moins d’éléments.

Proposition 2.3.6 Soit x un élément irréductible dans un ensemble ordonné (E, <).
Alors, Uespace classifiant B(E\{z}) est un retract de déformation de B(E).

O

Exemple 2.3.7 Considérons I’ensemble ordonné de I’exemple précédent. En vertu de la
proposition ci-haut, il est possible d’enlever ’élément f. Nous obtenons ainsi un nouvel
ensemble ordonné F; dans lequel les éléments b et ¢ couvrent seulement les éléments d
et e respectivement. Ainsi, il est possible de les enlever. Le carquois Q g, associé & Fj est
alors:

Il est alors possible d’enlever 1’élément d pour obtenir un ordonné dont le carquois est un
arbre. En continuant le processus, nous obtenons un ordonné réduit & un point. En vertu
de la proposition précédente, 'espace B(E) a le méme type d’homotopie qu'un point,
c’est & dire qu’il s’agit d’un espace topologique contractile.

Par ailleurs, la construction de B(Q,I) corrige la perte d’information entrainée par
celle du complexe simplicial |A| lorsque A n’est pas une algébre schurienne presque tri-
angulaire.

Exemples 2.3.8

a) Considérons le carquois ) de I'exemple 2.1.1 b),
2

N
Y

lié par I =< v, affy >. L'espace B(Q,I) est alors homéomorphe a l'espace de la
figure ci-dessous:
11 est facile de voir que m(B(Q,])) ~ Z ~ m(Q,I).

1

3
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=)}

b) Soit @ le carquois

et I = 0. Alors, 'espace B(Q,I) est le graphe sous-jacent a @), et nous avons
clairement 71 (B(Q,1)) ~ Z ~ m(Q,1).

Nous verrons, dans le chapitre suivant, que les isomorphismes des groupes fondamentaux
des exemples précédents découlent en fait d'un théoréme général. Cependant, avant de
poursuivre, faisons quelques remarques.

2.4 Quelques Remarques

La premiére remarque qui s'impose est que malgré la ressemblance de la construc-
tion de B(Q,I) avec la construction de P'espace classifiant d’une petite catégorie, B(Q,I)
n’est généralement pas, & proprement parler, 'espace classifiant d’une petite catégorie
au sens de |57, 48, 53|. Il s’agit donc la d’un abus de langage. En effet, il serait naturel
de penser que B(Q,I) est l'espace classifiant de la catégorie quotient P(Q,I) = P(Q)/A.
Cependant, ce n’est pas le cas. En général, B(Q,I) est un sous-complexe de B(P(Q,I)).
Les n—cellules de B(P(Q,I)) sont en bijection avec les n—tuplets (71,09, . ..,0,) de mor-
phismes composables de P(Q,I), peu importe si cette composition est nulle ou pas. En
fait, parler de "composition nulle" dans P(Q,I) n’a aucun sens, car cette catégorie n’est
pas linéaire. On serait alors tenté de considérer la k—linéarisation kP (Q,I) de P(Q,I).
Cependant, ceci donnerait lieu a un complexe comportant trop de cellules. En effet, pour
deux objets x,y de kP(Q,I) il faudrait une 1l-cellule joignant x & y pour chaque mor-
phisme de x a y dans kP(Q,I), et non pour chaque vecteur de base de kP(Q,I)(z,y).
Ainsi, la construction de B(Q,I) tient en ligne de compte plus d’information que la seule
relation d’homotopie naturelle: les relations monomiales sont ignorées lors de la défini-
tion de cette derniére, mais ce n’est pas le cas lors de la construction de B(Q,I). Les
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exemples suivants illustrent ce qui précede.

Exemples 2.4.1

)

Soit () le carquois

/
//
\

\\/

lié par I'idéal I engendré par toutes les relations de commutativité et les chemins de
longueur 3. L’espace B(Q,I) est homéomorphe a la sphére 5% = {x € R3| ||z|| = 1}.
Les relations de commutativité fournissent I’information nécessaire pour le ratta-
chement des cellules. D’autre part, comme les chemins de longueur 3 se trouvent
dans l'idéal, il n’y a pas de 3—cellules qui viendraient "remplir le trou".

Par ailleurs, 'espace B(P(Q,I)) est homéomorphe & la sphére B® = {z € R3] ||z]| <
1}. Ainsi, B(Q,])et B(P(Q,I)) n’ont pas le méme type d’homotopie.

Soient (Q,I) le carquois li¢ de 'exemple précédent, et I’ 'idéal engendré par les rela-
tions de commutativité. Ainsi I = I’ 4+ F3. En particulier, les relations d’homotopie
induites par I et I’ sont les mémes. Cependant, I'espace B(Q,I) est homéomorphe
a S?, tandis que B(Q,I") est homéomorphe & B3. Ces deux espaces n’ont donc pas
le méme type d’homotopie.

Par ailleurs, si dans l'idéal I il n’y a pas de relations monomiales, les n—cellules de
B(Q,I) sont précisément les n—tuplets (71,09, . ..,0,) de morphismes dont la composition
a du sens. Dans ce cas la condition de non nullité dans la définition de I'espace B(Q,I)
est trivialement vérifiée, de sorte que B(Q,I) et B(P(Q,I)) coincident. C’est notamment
le cas des espaces classifiants de carquois liés correspondant a des algébres d’incidence.
Rapellons en plus que dans ce cas les relations A et ~ coincident.

Une autre question naturelle est celle de la fonctorialité. Nous savons que la construc-
tion d’espaces classifiants méne a un foncteur B de la catégorie des petites catégories vers
la catégorie des espaces topologiques, habituellement notée 7 op. Il est donc légitime de
se demander si la construction de 'espace classifiant d’un carquois lié donne lieu & un
foncteur de la catégorie des carquois liés vers 7 op. Avant de répondre a cette question,
il est nécessaire d’apporter quelques précisions au sujet de la catégorie des carquois liés.
Notamment, nous avons besoin de la notion de morphisme de carquois liés.

Définition 2.4.2 Soient (Q,I) et (Q',I') deuz carquois liés.

a)

Un morphisme de carquois f : Q—Q est la donnée de deux applications
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fo: Qo—=Qy et fi:Q1—Q telles que pour toute fleche a:x—y dans Q) on
ait une fleche fi(a) : fo(z)—fo(y) dans @', c’est-a-dire que fy et fi vérifient les
relations so fi = foos et bo fi = foob. Un morphisme de carquois f: Q—=Q'
induit de facon évidente une application k—linéaire kf : kQ—kQ)'.

b) Un morphisme de carquois liés [ : (Q,])—(Q',I') est un morphisme de car-
quois f: Q—Q' tel que kf(I) C I'.

Exemple 2.4.3 Considérons le carquois

4
a1 B
2/ \3
O‘xl/ﬁz

et solent I =< ajan + G102 >, et I' =< aqan,(1F2 >. L’identité sur Q) induit un
morphisme de carquois liés f: (Q,1)—(Q.,I").

Notons cependant que le morphisme induit dans I'autre sens n’est pas un morphisme
de carquois liés: en effet, ayas € I, mais ayas ¢ 1.

Nous avons que B(Q,I) est homéomorphe au disque B? = {z € R?| ||z]| < 1}.
D’autre part, lespace classifiant B(Q,I’) est homéomorphe au cercle S'. Ainsi, il n’existe
pas d’application cellulaire de B(Q,I) vers B(Q,I’) qui ne soit pas homotopiquement
triviale.

Mentionnons finalement que F. Colin, dans [22] a considéré le probléme de la fonc-
torialité. Notamment, il a mis au point la notion de morphisme strict de carquois lié,
et montré qu’en considérant la catégorie des carquois liés avec les morphismes stricts, il
est possible d’obtenir un foncteur vers la catégorie des complexes différentiels de groupes
abéliens. Le morphisme de I'exemple précédent est un morphisme strict.
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Chapitre 3

HOMOTOPIE

Dans ce chapitre nous étudions ’homotopie de 'espace B = B(Q,I). Naturellement,
nous commencons par le cas le plus facile a traiter: celui o la relation d’homotopie
dans (Q,]) est triviale, c’est a dire le cas ou l'idéal I est monomial. Notamment, nous
verrons que dans ce cas le graphe sous-jacent & () a le méme type d’homotopie que B.
Par la suite, dans le contexte général, nous étudions le groupe fondamental 7 (B). Plus
particuliérement, nous montrons qu’il est isomorphe & m1(Q,I). Ceci nous permet d’obte-
nir une présentation du dernier, des résultats sur les groupes fondamentaux d’extensions
ponctuelles d’algebres, ainsi que des versions de théorémes bien connus en topologie al-
gébrique adaptés au contexte des carquois liés. Dans la troisiéme section, nous verrons
qu’a défaut d’étre fonctorielle, la contruction de B(Q,I) se comporte bien par rapport
aux revétements.

3.1 Le cas monomial

Nous avons vu a 'exemple 2.3.2 ¢) que lorsque I'idéal I est engendré par les chemins
de longueur 2, 'espace B(Q),I) n’est autre que le graphe sous-jacent a . Une conséquence
immédiate de ceci est que dans ce cas nous avons

m(B(Q.1)) = m(Q) = m(Q.1).

Nous verrons que ceci s’inscrit dans le cadre d’un résultat beaucoup plus général
concernant les espaces classifiants de carquois liés par des idéaux monomiaux. Dans cette
situation, aucune relation n’est minimale, de sorte que la relation d’homotopie, ainsi que
la relation d’homotopie naturelle dans (Q,]) sont triviales. Ainsi, les cellules de B(Q,I)

28



3.1. LE CAS MONOMIAL

sont de la forme (01,09, ..., 0,) lorsque o109 - - - 0, est un chemin ne se trouvant pas dans
I, et o 0; # &, pour i € {1,2,...,n} et tout sommet x de Q. La relation d’homotopie,
ainsi que celle d’homotopie naturelle étant triviales, on pourrait s’attendre a ce que
les cellules de B(Q,I) se recollent de fagon triviale, de sorte a pouvoir les "écraser"
sans modifier le type d’homotopie de B(Q,I). Plus précisément, considérons une cellule
maximale dans B(Q,I), que nous notons (01,09, ...,0,). [l suit de la maximalité de cette
derniére que ses faces, sauf peut-étre (o9,...,0,) et (o1,...,0,-1) sont des faces libres,
c’est a dire que ce sont des faces de la cellule (0q,09,...,0,) uniquement. Ainsi, il est
possible "d’écraser" la cellule (oy,...,0,) sur les faces (o9, ...,0,) et (01,...,0,_1) sans
changer le type d’homotopie de ’espace. L’énoncé suivant formalise ce qui précéde.

Lemme 3.1.1 Soit (Q,I) un carquois lié avec I monomial, tel que l’algébre A = kQ/I
est presque triangulaire, et ayas - - -« un chemin ne se trouvant pas dans I et mazimal
pour cette propriété. Posons I' = [+ < ajag -+, >. Alors, B(Q,I") est un retract de
déformation de B(Q,I).

Démonstration : Notons tout d’abord que I'idéal I étant monomial, la relation d’ho-
motopie est triviale, de sorte que pour un chemin quelconque w, nous avons w = w. Par
ailleurs, la cellule o = (o, ..., ) est une cellule maximale de B(Q,I). Posons, pour
tout i tel que 1 < i < n, x; = s(ay1), et x, = b(a,). Etant donné que A = kQ/I est
presqe triangulaire, I'image dans B(Q,) de la cellule a est homéomorphe au n—simplexe
affine AL, = [zo,21, ... ,2n].

Soit y = %(mo + x,,) le milieu du coté [zg,x,]. Avec le nouveau point, nous avons une
division

[zo,21, ... xn] = [0, - T,y U ly,21, . ..y
o o o
Yy
r(t)
I T L1
X3 €3 I3
xQ IQ :E2
t=0 t=1 t=1
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Pour ¢ € [0,1], posons r(t) = (1 —t)y + tz;. Autrement dit, r est le chemin joignant y

a 1 le long du segment [y,z1]. Soient p et ¢ des points de [z, ...,z,—1,y] et [y,z1, ... ,Ts)],
respectivement, et \g, A1, ..., \n, Mo, f1, ---,M, leurs coordonnées barycentriques, ¢’est
a dire

n—1 n
=Y Nwit Ay, et q=poy+ >t
=0 =1

Considérons les fonctions p; : [zo, ... ,x,_1,y] X [0,1]—[x0, ... ,x,_1,y] et
P2 y,x1, .. 2] X [0,1]—[y,x1, ... ,x,] définies par

n—1 n—1
P1 (Z AiTi + Any, t> = Z Aii 4+ Anr(t)
=0 1=0
P2 (Moy + Z i t> = M0T<t) + Z )\1‘7}1
i=1 1=1

Il est clair que ces derniéres sont continues, et nous avons

n—1
p(P0)=p et pi(pl) =Y Awi+Am
=0

qui est un point de [zg,...,z,_1]. Par ailleurs, un point p appartient a [z, ... ,z,_1], si
et seulement si A, = 0. Il est clair que pour un tel point et tout ¢ € [0,1] nous avons
p1(p,t) = p. De méme, si ¢ est un point de [y,z1,...,2,],

p2(q,0) = ¢
pZ(Q71> € [yvxlv s 7xn] et
p2(qt) = ¢ lorsque g € [z1, ... ,2)]
L’intersection de [z, . . . ,x,_1,y] et [y, 21, . . . ,x,] est leur face commune [z1,22, ... 2, _1,y].

Pour un point p dans cette intersection, et t € [0,1], nous avons

n—1
pi(pt) = p1 (0950 + Z NiTi + Ay, t)

i=1
n—1
i=1
n—1
= Z Xix; + 0xp, + Ar(t)
i=1
= P2 (pat)
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Ainsi, p; et py coincident sur l'intersection de leurs domaines, de sorte qu’il existe

une unique fonction p’ qui les prolonge. Mais comme [zg,x1,...,2,] = [To,. .., Tn_1,y] U
[y,x1, ... ,2,], nous avons p' : [zg,x1,...,x,] X [0,1]—[xg,21,...,2,] et il est immédiat de
vérifier que pour tout point p € [xg,z1,...,2,] et tout ¢ € [0,1], nous avons
p(p0) = p
p/(p71> S {xOJ s 7xn71] U [x17 s 7'7;11] et
ppt) = p lorsque p € [xg, ..., Tp_1] U [z1,...,2,]
Soit ¢ : [z, ..., xn]—(aq,. .. a,) 'homéomorphisme mentionné au début de la preuve,

et posons p = ¢ o p' o (¢71id). Finalement, prolongeons p a tout B(Q,I) en définissant
P B(Q,I) x [0,1]—B(Q,I) comme étant p sur la cellule (aq,...,a,) et I'identité par-
tout ailleurs. Remarquons que cette définition n’est pas ambigiie du fait que dans un
CW-complexe quelconque X, un point x € X appartient a une et une seule cellule de X.

L’espace p/(B(Q,I),1) qui est, en vertu de ce qui précéde, un retract de déformation de
B(Q,I), est 'espace obtenu en écrasant la cellule (g, ... ;) sur ses faces (g, ... a,) et
(1, ... ,0p—1). Il est aisé de voir que ce dernier est en fait 'espace classifiant du carquois
Q lié par l'idéal I+ < aq - - a, >.

O

Théoréme 3.1.2 Soit (Q,I) un carquois lié, avec I un idéal monomial et tel que A =
kQ/1 est presque triangulaire. Alors le graphe sous-jacent & Q), vu comme sous-espace de
B(Q.,I), est un retract de déformation de celui-ci.

Démonstration : Sil'idéal I est F?, alors il n’y a rien a prouver (voir exemple 2.3.2
¢)). Sinon, il existe un chemin w; = ajas---«a, de longueur supérieure ou égale a 3
dans @), et qui ne se trouve pas dans I. Nous pouvons supposer w; maximal pour cette
propriété. Posons alors Iy = [+ < w; >, qui est encore une fois un idéal monomial. 1l
suit du lemme précédent que I'espace B(Q,[1) est un retract de déformation de B(Q,I).
En outre, le premier comporte un nombre de cellules strictement inférieur au nombre de
cellule de B(Q,I), et en plus A = kQ/I; est presque triangulaire. Si I; = F?, nous avons
terminé. Sinon, nous pouvons recommencer le processus. Celui-ci doit s’arréter aprés un
nombre fini d’étapes. En effet, I'idéal I étant admissible, B(Q),I) n’admet qu'un nombre
fini de cellules.

O
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Exemples 3.1.3

a) Soit @ le carquois
3
"
5—>4 \ / 1
2

lié par I'idéal monomial I =< yay,708; >. L’espace classifiant B(Q)) est alors sché-
matisé dans la figure suivante.

b b
5 4
1
aay
a1 @
2
b) Soit @Q le carquois
«
a” b
v
B

lié par Iidéal I =< fa >. L’espace classifiant B(Q,I) est schématisé ci-dessous.

af

=)}
@)

Remarquons cependant que 'algébre A = kQ)/I n’est pas presque triangulaire. En
effet, e, Aey >~ epAe, ~ k.
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3.2 Groupes Fondamentaux

Dans cette section, nous comparons le groupe fondamental de I'espace classifiant
B(Q,I) au groupe fondamental du carquois li¢ (Q,I). Plus précisément, nous montrons
que ces deux groupes sont isomorphes. Avant d’entrer dans les détails, nous faisons un
bref rappel concernant le groupe fondamental d’un CW-complexe. Il s’agit 14 de materiel
standard de topologie algébrique, de sorte que nous ommettons les détails techniques.
On pourra consulter [45, 55, 56| pour plus de détails a ce sujet.

Etant donné un CW-complexe connexe X, son groupe fondamental peut étre décrit
de facon combinatoire somme suit : on commence par choisir une O—cellule vy et un arbre
maximal M de X. Autrement dit, M est un sous-complexe de dimension inférieure ou
égale a 1, acyclique, et maximal pour cette propriété. Si e} est une 1—cellule de X,
soit 1, : Aj—=e;, une application caractéristique, c’est a dire une fonction continue telle
que la restriction de 1) & AJ\OA} est un homéomorphisme d’image €3, et ¥\ (OA}) est
contenue dans une union de cellules de dimension 0 de X. En particulier, ¢, représente
(moyennant 'homéomorphisme canonique ¢ : [0,1]—A"!) un chemin de ¢,¢(0) (le point
initial du chemin) vers ¥ ¢(1) (le point terminal) dans X. Sa classe d’homotopie sera
notée r) = k). Naturellement, /{;1 est la classe du chemin dans le sens opposé. Nous
pouvons ainsi considérer k) comme une l1—cellule (aréte) orientée, et x,' comme la
méme cellule orientée dans le sens inverse. Un chemin d’arétes dans X est une suite
K{ -k, avec ¢ € {—1,1} pour tout i € {1,...,n} et telle que le point terminal de
;' est le point initial de /ﬁfff. Par ailleurs, pour chaque 2—cellule €3 de X, soit «, la
classe d’homotopie d’un chemin d’aréte qui commence dans une O—cellule xy se trouvant
dans de3 et qui fait le tour de €3 une fois, ¢’est & dire parcourt chacune des 1—cellules se
trouvant dans Oe?. Par ailleurs, soit [3,, 'unique classe d’homotopie de chemin d’aréte
joignant vy & z¢ le long de M. Finalement, considérons le chemin d’aréte v, = (3, —1

xo *

Ty
Qe T2

Zo

Te 2 .
v ﬁxo S5Y 3

Soit GG le groupe libre ayant pour base ’ensemble des 1—cellules de X, et N le sous-
groupe distingué de G engendré par les éléments suivants:

1. Les cellules se trouvant dans M
2. Les éléments 7, définis précedemment.
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3.2. GROUPES FONDAMENTAUX

Avec ces notations, le groupe fondamental de X est m(X) ~ m(X,v9) ~ G/N (voir
théoréme 2.1, p 213 dans [45], ou encore pages 223 & 227 dans [56]).

Exemple 3.2.1 Soit X un CW-complexe connexe de dimension 1, autrement dit, un
graphe connexe. Soient X; et Xy 'ensemble des arétes et celui des sommets de X, res-
pectivement. Ainsi, un arbre maximal dans X est un sous-graphe ayant |Xg| — 1 arétes,
et passant par tous les sommets de X. Le groupe G est le groupe libre en |X;| géné-
rateurs, et, comme il n’y a pas de cellules de dimension 2, le groupe N est le normali-
sateur du sous groupe engendré par les |Xy| — 1 éléments correspondant aux arétes de
I'arbre maximal choisi. Il suit alors que 7;(X) ~ G/N est isomorphe au groupe libre en
| X1 — | Xo| + 1 = x(X) éléments.

Les complexes qui nous intéressent sont de la forme B(Q,I) et dans ce cas toutes les
2—cellules sont de la forme (51,53). Etant donné que le bord d’une telle 2—cellule est la
réunion de 3 cellules de dimension 1, & savoir 75, 0,09, et 71, de sorte que 6105 N = 10, N.
Ainsi, nous pouvons améliorer la description précédente de m(B(Q,I)).

Lemme 3.2.2 Soient (Q,I) un carquois lié et T un arbre mazimal de Q. Soient F le
groupe libre ayant pour base [’ensemble des fleches de @), et K le sous-groupe distingué
de I' engendré par les éléments suivants :

1) Les fleches « se trouvant dans T';

2) (aqay -+ a)(B1fBe- -+ Bs)~ 1t lorsque ayag - - - v et Bif3a -+ - Bs sont deuz chemins ap-
paraissant dans une relation minimale.

Alors, il y a isomorphisme de groupes m (B(Q,I)) ~ F/K.

Démonstration : Comme 7T un arbre maximal dans (), T est donné par un ensemble
de fléches de @), et passe par tous les points de ce dernier. Il suit de la construction de
B(Q,I) qu'une fléche a : z—y de T donne lieu a une 1—cellule @ de B(Q,I). D’autre part,
’ensemble des O—cellules de B(Q,I) est en bijection avec @, de sorte que les 1—cellules
obtenues & partir des fléches de T forment un arbre maximal dans B(Q,I), qu’on notera
M. On remarquera cependant que l'arbre M n’est pas 'espace B(T'). Par ailleurs, soient
G et N les groupes décrits précédemment.

Considérons I'application ¢ : FF—=G /N définie par a—=aN. Afin de montrer que ¢
induit un homomorphisme de groupes ¢ : F/K—G /N, nous devons montrer que K est
contenu dans Ker ¢.

Pour une fléche o de T nous avons ¢(a) = aN = N, puisque la 1—cellule & est dans
I’arbre maximal M.

Par ailleurs, si ajas -, et B10s--- (s sont deux chemins apparaissant dans une
relation minimale de (Q,), nous avons
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= i BN
= [if2--- BsN.

de sorte que ¢(aray - - o) = (6152 - - - Bs), ce qui prouve que (araz - - - o, ) (5132 - - 'ﬁs>_1
est dans le noyau de ¢. Ainsi, nous avons un homomorphisme de groupes ® : F//K—G/N
défini par a K—aN .

Afin de montrer que ® est un isomorphisme, nous construisons son inverse. Si g est une
1—cellule de B(Q,1), alors il existe des fleches aq, asg, . . ., o, dans @ telles que aag - - - . A
oet ajag---a, ¢ I. Posons (0) = ajas - - - . K. Tout d’abord, montrons que cette régle
définit une application 1 : G—F/ K, c’est-a-dire que (o) ne dépend pas du choix des
fléches aq,a0, ..., a,.. Supposons donc que 3y, (s, ..., s sont des fleches de @) telles que
B1P2 -+ Bs & I et 102+ Bs Ao. En particulier, nous avons alors ayag - - - ap. A B1 52+ -+ Ss.
Il suit alors de la définition de K que ajas---a,. K = (3105 3K, de sorte que 1 est
correctement définie. Encore une fois, afin de montrer que v induit un homomorphisme
de groupes ¥ : G/N—F/K , il suffit de montrer que N est inclus dans le noyau de .

Il suit de la construction de M que les 1—cellules de M sont de la forme & avec
a une fleche de T'. Ainsi, pour les 1—cellules se trouvant dans M, nous avons bien
(@) = aK = K. Par ailleurs, si & = (01, 02) est une 2—cellule de B(Q,I), il existe
des fléches aq,qo,...,q, et (1,0, ...,0, telles que o1 A aqag -+ -y, 09 A P10+ -+ (s, €t
Qg 10y Bs & 1. Soit © = s(aq). Nous avons alors

V(0152) = (G1)Y(F2)
= (061042 ce OCT>K(6162 T 6S)K
Qg - - - ar@152 e '55K

= Y(d102)
ce qui montre que 010(0102) ! est dans le noyau de v et alors

(Vo) = ¥(8,0102(5102) '8, ) = K.

Ainsi, nous obtenons un homomorphisme de groupes ¥ : G/N—F/K défini par
ag---ayNr—aq - o, K.
Finalement, il est aisé de vérifier que ¥ et ® sont mutuellement inverses.
O

Forts du dernier lemme, nous sommes en mesure d’énoncer et de prouver le théoréme
principal de cette section, résultat établi dans [16].
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Théoréme 3.2.3 Soient (Q,]) un carquois lié, peut étre avec des cycles orientés, et
B = B(Q,I) son espace classifiant. Alors les groupes m(Q,I) et m (B) sont isomorphes.

Démonstration : Soient (Q,/) un carquois lié connexe, et 7' un arbre maximal dans
(. Fixons un sommet vy de @), qui sera par la suite le point de base. En vertu du lemme
précédent, et avec les mémes notations, il suffit de montrer que 71 (Q,1,vg) est isomorphe
a F'/K. Pour ce faire, définissons, pour chaque sommet z de @, la marche w, comme
étant I'unique marche réduite allant de vy a = le long de T'. En particulier nous avons
Wy, = €4, la marche triviale.

Etant donnée une flsche o : 2—y de Q, posons ¢(a) = wyaw, . Ceci définit un
homomorphisme de groupes ¢ : F—m(Q,],v9). Comme précédemment, nous voulons
montrer que ¢ induit un homomorphisme de groupes ® : F/K—m(Q,I,v). Pour ceci,
il suffit de montrer que K est contenu dans le noyau de ¢.

Pour une fleche o : z—y se trouvant dans 7', la marche mezwy_1

est une marche le

long de T" qui est un arbre, donc acyclique. Il suit alors que ¢(a) = wyaw, ! = €.

D’autre part, supposons que ajas---a, et 310 - s sont deux chemins naturelle-
ment homotopes joignant z a y. Nous pouvons supposer, sans perte de généralité, qu’ils
apparaissent dans une méme relation minimale.

(5] pl “2 p2 ar—lp 1 Oy
ey [ — =D r
\
T Y
51 q1 42> q2 —— ?16_28—1 {

Nous avons alors

Planag---ap) = olar)p(az) - ¢(ar)

_ -1 —1... —1
= Wy 0Wy, Wy, CaW, Wy, 0 W

Y

-1
y

= wxﬁl v 'ﬁswy—l

= WpQq QW

——~— e/~ e/~

= wxﬁlwqjlwaﬁz’wq;l e -qu_lﬁswgl

= ¢(B1)o(B2) - - - (Bs)

= ¢(B1B2- - Bs)
ce qui montre que ¢ induit un homomorphisme de groupes ¢ : F/K—m(Q,v9) défini
par &Ki—>w;.é\w/;1 lorsque a : x—y.

Encore une fois, afin de montrer qu’il s’agit d’un isomorphisme, nous construisons son
inverse U : m(Q,I,v9)—F /K. Rappelons qu'une marche est soit une marche triviale ,,
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soit une suite de fleches et d’inverses formels de fleches w = af*a5? - - - " avec ¢; € {—1,1}
pour tout ¢ tel que 1 < ¢ < r. Sur I'’ensemble des marches de (), définissons la relation
~y PAT €5 ~y @l et g, ~y oo pour toute fleche o az—y, et aflay - af ~y

01302 ... 3% si et seulement si aS'ag - o K = 3935 --- 3% K. Nous avons alors:

1

a) Pour toute flache a:z—y de Q nous avons aa™! ~y e, et ala ~y g, par

definition.

b) Sip= 22:1 est une relation minimale, alors w; A w;, pour tous i, j € {1,...t}, de
sorte que w; K = w; K, c’est a dire w; ~y wj,

c) Siu, v, w et w sont des marches telles que w ~y, w', alors, naturellement WK =
w'K. Si les compositions uwv et uw'v sont définies, nous avons

(vwv)K = uK wK vK = uK 'K vK = (uvw'v)K,
ce qui revient a dire que uwv ~y, uw'v.

La relation ~ étant la plus petite relation d’équivalence sur M(Q,l,v) vérifiant les
conditions a), b) et ¢), nous avons que w ~ w’ entraine w ~, w'. Ainsi, nous avons un
homomorphisme de groupes ¥ : m1(Q,I,v9)—F/K défini par w——wk.

Finalement, nous montrons que ¥ et ® sont mutuellement inverses.

Pour une marche w = af'a? -+ af avec s(as’) = v;_1 et b(afr) = vy, nous avons

OV (w) = P(aj'as? - arK)
= blafiag-af)

plait)p(ay’) - - pler)

— €1,,—1 €,,—1 ... € -1
- 6U()Oél wv1 wUl 042 wvg va_loz,rwW
—_

= 61,004? 0452 QG ey,

— ail a§2 e a;r

= w
Inversement, pour une fléeche « : z—y, nous avons

Ud(ak) = Y(o(a))

= Y(w,aw,!)

wmozwglK
aK
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Une conséquence immédiate du résultat précédent est le corollaire suivant [16].

Corollaire 3.2.4 Soit A = kQ/I une algébre triangulaire. Alors A est simplement
connexe si et seulement si pour toute présentation de (Q,I) de A, lespace classifiant
B(Q,I) est un espace topologique simplement conneze.

O

Une remarque importante est que contrairement au théoréme 2.2 de [15|, aucune
hypothése sur la triangularité du carquois n’est requise. Ceci est di au fait que, comme
nous 'avons mentionné au chapitre 2, la construction de B(Q,I) est considérablement
plus fine que celle de | A|. Le résultat mentionné ci-dessus (théoréme 2.2 de [15] ) est une
conséquence immeédiate du théoréeme 3.2.3.

Corollaire 3.2.5 [15]| Soit A = kQ/I une algébre schurienne presque triangulaire. Alors,
les groupes m1(|Al) et m(Q,I) sont isomorphes.

Démonstration : En effet, avec ces hypothéses, 'espace classifiant B(Q,I) est précisé-
ment le complexe simplicial |A| (voir 2.3.3). Le résultat suit alors du théoreme 3.2.3

O

Une autre remarque importante est que le théoréme 3.2.3 et le lemme 3.2.2 fournissent
une présentation du groupe m(Q,I). Ceci nous permet d’obtenir directement le résultat
suivant, établi dans [32].

Théoréme 3.2.6 Soit E,,; l'ensemble {0,1,...,n— 1} x {0,1,....t} ordonné par (i,l) <
(1,k) lorsque | < k, et (i,j) = (i + 1,7 + 1) pour tous i, j tels que 0 < i < n—1 et
0 <j<t—1. Notons A, ; l'algébre d’incidence correspondante. Alors

Z Si t < n,
T (Ane) = { 1 autrement.

Démonstration : Tout d’abord fixons les notations. Soient
o la fléche allant de (4,) vers (i,j — 1), pour 0 <i<n—1letl1<j <t
55 la fleche allant de (i,j) vers (i — 1,j — 1), pour 1 <i<netl1l<j<t
i la fleche allant de (0,5) vers (n —1,j — 1), pour 1 < j < ¢.
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aéi/ﬁ % ’ 7<L<l

(0,0) (1,0) (n—1,0)

Soit T' I'arbre maximal dans (g, , donné par les fleches a{ et B}, pour 1 <i<n-—1.
Soit F' le groupe libre ayant comme base I’ensemble des fléches de Qg, ,, et K le sous-
groupe distingué de F' engendré par les éléments suivants :

1) Les fleches de T'.
2 (yr- ) (€ &) lorsque g - -y, et & -+ &, sont deux chemins paralléles.

Dans un premier temps, considérons le cas t > n. Nous avons

20l 22 1
aif K = fiagK

Mais, les fleches o, af, et (] se trouvent dans T', de sorte que J{K = K, c’est-a-dire
(% € K. De la méme fagon, on montre que les fleches 3] sont dans K pour tout j et tout
itel que 1 <i<n—1,et que ZK = YK pour tous j et k. Par ailleurs nous avons:

n_n—1 1 _ anan—1 1
agoy ..o K =608 . B K

ce qui montre que 3K = K. Ainsi, tous les générateurs de F' se trouvent dans K, de
sorte que le quotient F'/K est trivial, et le résultat suit.

Considérons maintenant le cas ¢ < n. Dans ce cas, les mémes arguments montrent
que les fléches ﬁf sont dans K pour tout 7 tel que 1 < i < n — 1. En outre, les fléches
ﬁé sont encore congrues entre elles modulo K. Cependant, dans ce cas la classe 58[( est
libre dans F/K.

O
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Avant de continuer, quelques définitions s’imposent.

Soit v : kQ) 4—A une présentation d’une algébre triangulaire A, avec I, = Ker v, et x
une source dans () 4. Ainsi, A est une extension ponctuelle par x d’une algébre B. Qui plus
est, le carquois de B, () est obtenu en biffant le point x de Q) 4. La restriction de v & kQp
fournit une présentation p : kQ p—=B. Posons I, = Ker . Ainsi, lorsque () est connexe,
nous avons un morphisme de groupes fondamentaux m(7) : m(Qp,,)—m1(Qa,l,). Nous
nous proposons de calculer explicitement Coker 7 (7), ce qui généralisera un résultat de
3] )

Etant donné un point x de Q) 4, soit 2™ I'ensemble des fléches ayant x comme source.
Comme dans [4], définissons ~ comme étant la plus fine relation d’équivalence sur x+
telle que a &~ ( lorsqu’il existe un sommet y de @4 et une relation minimale ", \w; €
I,(z,y) avec wy = aw], et wy = fwh. Notons [a], la classe d’équivalence de «, et t(v) =
|zt / & |, le nombre de classes d’équivalence.

Proposition 3.2.7 Awvec les notations et les hypothéses précédentes, le conoyau de
(i) 1 m(Qp, L) —m1(Qa,l,) est le groupe libre en t(v) — 1 générateurs.

Démonstration : Afin d’alléger les notations, nous écrirons i, au lieu de (7). Soient

t =t(v) et {aq,a9,...,0¢} un ensemble complet de représentants des classes de ~. Pour
i€ {l1,2,...,t}, posons a; = |[;],. Nous montrerons que Coker i, est le groupe libre ayant
pour base {as,...,a;}, que nous noterons L; ;.

Soient T un arbre maximal de () g, et Fig, Kp les groupes décrits au lemme 3.2.2. Par
ailleurs, soit T4 I’arbre obtenu & partir de T en ajoutant la fléche a; et le sommet x. Ainsi,
T4 est un arbre maximal de ) 4. En outre, soient F)y et K, comme précédemment. Avec
ces notations, nous avons m(Qp,I 1) ~ Fp/Kpg, m(Qa,lv) ~ F4/K4, et le morphisme
iv: Fp/Kp—=F4/K,4 est donné par aKg-—akK 4.

Considérons I'application p : Fiy/Ka—L;_1 définie par:

a; siamq;pouri€ {2,...t}
€ sinon.

plaKy) = {

Nous prétendons que (L;_1,p) est le conoyau de i..

Tout d’abord, notons que la composition pi, est définie sans aucune ambigiiité, et que
pi, = 1. Vérifions maintenant que p est correctement définie sur Fly /K 4. 1l est immédiat
de vérifier que si « est une fleche de T}, alors nous avons p(aK,) = e. Par ailleurs,
supposons que (10 --- 3. et y172 - - - s sont deux chemins non nuls et homotopes dans
(Qa,I,). Si leur source commune n’était pas le point d’extension z, alors il s’agirait de
deux chemins non nuls homotopes dans (Qp,/,), et nous aurions

p(Br-- BrKa) = pis(Br--- B, Kp) =€ =p(m -7 Ka).
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Si au contraire, leur source est le point x, alors nous avons (31, 71 € zT, et nous
pouvons supposer sans perte de généralité que ces deux fléches sont les débuts de deux
chemins apparaissant dans la méme relation minimale. Ainsi, [31], = [11], = a4, pour
un certain indice ig € {1,...t}. Alors, nous avons:

p(B1B2- - BrKa) = p(BiKa)pis(B2--- 3. Kp)
= aypi.(B2--- B Kp)
= a;Pix(72- 7 KB)
= pmvz-sKa)

Ceci montre que p est correctement définie.

Supposons maintenant que l'on ait un homomorphisme de groupes p' : Fa/Ks—G
tel que p'i. = 1. Posons alors p: L;_y—G défini par a;+—p'(aK4), ou [o], = a;. Mon-
trons tout d’abord que p(a;) ne dépend pas du choix du représentant «;. Si nous avons
18], =[], nous pouvons supposer qu’il existe deux chemins 33 - - 3, et y7y2 - - - 75 dans
() 4 apparaissant dans la méme relation minimale. Mais alors

P (BKa) =

Ainsi, p est correctement définie, et il est aisé de vérifier que pp = p/, et que le morphisme
P est uniquement determiné.
O

Corollaire 3.2.8 (Assem - de la Pena [4], voir aussi Skowronski [58]) Soient
B une algébre simplement connexe, et M un B—module indécomposable. Alors l’algébre
A = B[M] est simplement conneze.

Démonstration : Soit (Q4,/,) une présentation de A. Par restriction, nous obtenons
une présentation (Qp,/,) de I'algébre B qui est simplement connexe. Le module M étant

indécomposable, nous avons t(r) = 1. En vertu du résultat précédent, nous avons une
suite exacte dans la catégorie des groupes, Gr.

71 (%)
(@B 1y) —>m(Qa,ly) —=1
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La conclusion suit.
O

Dans le méme esprit, nous pouvons donner une preuve du résultat suivant (voir [3]).

Corollaire 3.2.9 Soient B une algébre simplement connere, M un B—module et A =
B[M]. Alors, pour toute présentation (Qa,1,) de A, le groupe fondamental m(Qa,1,) est
libre.

Démonstration : Soit ((Q4,l,) une présentation de A. Comme précédemment, nous
obtenons une présentation (Qp,/,) de B par restriction de (Qa,l,). L’algébre B étant
simplement connexe, le groupe fondamental m(Qp,1,) est trivial. En vertu de la propo-
sition précédente, nous avons une suite exacte dans Gr.

t(u)—1
1—=m(QaL)— [[ Z—1

i=1
et la conclusion suit.
O

Le théoréme 3.2.3 permet d’obtenir des preuves courtes de certains résultats concer-
nant la connexité simple des algébres d’incidence grace a des résultats bien connus de
topologie algébrique.

Rappelons que, étant donné un complexe simplicial fini K, et un sommet xy qui n’est
pas un sommet de K, le cone de K sur zg, noté xox K, est le complexe simplicial obtenu
de la facon suivante : les sommets de zo* K sont les sommets de K avec en plus le sommet
xg. Les i—simplexes de x( * K sont les i—simplexes de K avec en plus les simplexes de la
forme {yo,y1,.--vi—1,70} o0t {yo,Y1,..-yi—1} est un (i — 1)—simplexe de K. Un cone est
un espace topologique contractile, donc en particulier simplement connexe (voir [55], par
exemple).

Proposition 3.2.10 Soit (E, <) un ensemble ordonné fini. S’il existe un élément vo € E
tel que pour tout élément y € E on ait xo <y ou xy >y, alors lalgébre d’incidence k(E)
est simplement conneze.

Démonstration : Soit £’ = E\{zo}. Nous montrons que 'espace B(E) est le cone de
B(E') avec sommet . En effet, si {yo,y1, . ..,y:} est une chaine de E’, alors ¢’est aussi une
chaine de E. Par ailleurs, si {yo,y1,...,9;—1} est une chaine de E’, on peut supposer sans
perte de généralité que yo < y1 < -+ < y;—1. L’élément xy étant comparable & tous les
éléments de F, nous avons que : soit xg < yo, s0it y;_1 < o, soit il existe j € {0,1,...,i—2}
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tel que y; < xp < yj4+1. Dans tous les cas, nous avons que {yo,Y1,-..,¥i—1,20} est une
chaine de E. Le résultat suit alors du théoréme 3.2.3.

O

Remarque 3.2.11 Dans la situation précédente, nous avons que pour chaque y € F,
dimgk(E)(zo,y) = 1 ou bien dimik(F)(y,z9) = 1. On pourrait étre porté a penser que
le résultat précédent se généralise aux algébres schuriennes presque triangulaires A en
remplacant 'existence d’un point xy comparable avec tous les autres dans E, par une
condition analogue portant les dimensions des espaces vectoriels A(x,y) ou A(y,xo).
Cependant, ce n’est pas le cas comme le montre ’exemple suivant.

Soit A = kQ/I, ou @ est le carquois

A

et I =< af >. Notons que cette algébre est contrainte. Nous avons dimyA(xy,xe) =
dimy A(z1,23) = 1. Cependant, nous avons 7 (Q,]) = Z et donc A n’est pas simplement
connexe.

X

€3

Dans la méme veine que le résultat précédent, nous avons:

Proposition 3.2.12 Soit (£, <) un ensemble ordonné. S’il existe deux éléments x,xo
de F tels que pour tout y € E\{x1,22} on ait y < z1 ou y > xq, et y < x5 ou y > xq,
avec ensemble E'\{z1,7x2} connexe, et les points 21 et x5 non comparables, alors 1’algébre
d’incidence k(F) est simplement connexe.

Démonstration : Dans ce cas, I'espace B(E) est la suspension de B(E\{z1,z2}) qui
est un espace connexe. La conclusion suit alors du théoréme 3.2.3.
O

Exemple 3.2.13
N7
T )
Les points x; et x5 vérifient I’hypothése de la proposition précédente, de sorte que ’algébre
d’incidence A = k(FE) est simplement connexe. Par ailleurs, notons que E\{xy,z5} est

connexe, mais ’algebre d’incidence correspondante n’est pas simplement connexe.
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Comme les deux résultats précédents le montrent bien, le calcul du groupe fonda-
mental d’un carquois lié se réduit, en vertu du théoréme 3.2.3, au calcul du groupe
fondamental d’un espace topologique. Un des outils les plus intéressants en vue de ce
genre de calculs est le théoréme de Seifert et Van-Kampen (voir [55], par exemple). En
utilisant 'isomorphisme du théoréme 3.2.3, nous pouvons établir une version du résultat
mentionné ci-haut dans le contexte des carquois liés.

Etant donné un carquois lié (Q,I), et un sous carquois plein et convexe Q° de Q, soit
I' = I NkQ?, c’est a dire la restriction de I a Q.

Théoréme 3.2.14 Soient (Q,I) un carquois lié, Q' et Q* deux sous-carquois pleins et
convewes tels que tout chemin non nul de Q est dans Q' ou dans Q?, et Q° = Q' N Q?
est connexe. Alors, m1(Q,I) est le produit fibré du diagramme suivant

m(Q°I%) —m, (Q?,1?)

|

ﬂ-l(leIl)

ot les fleches sont les morphismes induits par les inclusions.

Démonstration : 1l suit des hypothéses faites au sujet de Q' et Q* que B(Q',I') U
B(Q*1?) = B(Q,I) et que B(Q',I") N B(Q?*I?) est connexe. Le résultat suit alors du
théoréme 3.2.3 et du Théoréme de Seifert - Van Kampen pour les espaces topologiques.

g

Mentionnons également que E. Reynaud a obtenu, dans [50] un résultat analogue.

Exemple 3.2.15 Soit @) le carquois

lié par I =< ajag — 315,001 82 — By >, et soient Q' et Q? les sous-carquois pleins de )
engendrés par les sommets 2,3,4,5,6 et 1,2,3, respectivement. Un calcul immeédiat donne
T (QYIY) =Z+ Z, 7 (Q* %) = Zy, et 1 (Q°,1°) = Z, ce qui donne 7, (Q,I) = Z * Zs.
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3.3 Revétements

Comme nous l'avons vu avec 'exemple 2.4.3, la construction de I'espace classifiant
d’un carquois lié n’est pas fonctorielle. Cependant, comme nous le verrons dans cette
section, si au lieu de considérer la catégorie des carquois liés avec les morphismes de car-
quois liés, on considére la catégorie des carquois liés avec les morphismes de revétement,
cette lacune sera corrigée.

Nous ne nous étendrons pas sur I'utilité des techniques de revétements en théorie des
représentations des algébres. Mentionnons simplement que celles-ci permettent souvent
de ramener I'étude des représentations d’une algébre A & celle des représentations d’une
algébre simplement connexe convenablement choisie A’, qu’on appelle le revétement uni-
versel de A. Pour plus de détails a ce sujet, on renvoie le lecteur a [13, 28, 43|, par
exemple.

Avant de poursuivre, quelques rappels et définitions s’imposent.

Etant donné un carquois lié (Q,I) et un point = de @, rappelons que z* désigne
I’ensemble des fleches de () ayant x pour source. ’ensemble 2~ est défini de facon duale.

Définition 3.3.1 Un morphisme de carquois liés p : (Q',.I')—(Q,I) est un morphisme
de revétement si

a) Pour tout point x de Q on a p~*(z) # 0;

b) Pour tout point x de Q, et tout point & € p~'(x), p induit des bijections z't —x*
et '~ —x";

c¢) Pour tous z,y € Qo, pour toule relation p € I(z,y), et toul x € p~'(x) il existe
yept(y) et p € I'(ay) tel que p(p) = p.

[

C

Exemples 3.3.2

a) Soit @ le carquois suivant :

et Q'

. b_, ap bo ai
NN NN
C-1 do Co dy R

Le morphisme p : Q'—(@) donné par z;+—x est un morphisme de revétement. Dans
cet exemple, la condition ¢) est trivialement vérifiée, vu que I'idéal I est nul.
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b) Considérons @,
L2
0‘2< )ﬁz
T

\
@1 |
S Wie

Zo

lié par I'idéal I =< apay — (232,001 — Bacvy >. Par ailleurs, soit ()’ le carquois

Zo2 Z12

Boz B2
OCOQ\L >< J/am

Zo1 3

X
o1 P11 1
Oéoll >< J/Oéu

Zoo Z10

lié par I'idéal I’ engendré par toutes les relations de commutativité possibles. Le
morphisme p : (Q',I")—(Q,I) donné par p(z;;) = x;, et p(a;;) = o;,p(Bij) = B
pour les points z;; et les fleches 7;; de (), est un morphisme de revétement.

Remarque 3.3.3 Les conditions b) et ¢) de la définition des morphismes de revétement
nous assurent que ceux-ci se comportent bien en ce qui concerne la relation d’homotopie.
Notamment, il est facile de voir que pour tous z, y € Qp, et tout chemin de x a y, il
existe * € p~'(x), ¥ € p~!(y) et un chemin w' de 2’ vers y’ dans Q' tel que p(w') = w.
Qui plus est, dans cette situation, il y a bijection entre I’ensemble des chemins joignant
x a y dans ), et 'ensemble des chemins joignant =’ & ¢y dans @’. En fait, nous avons un
résultat plus fort.

Lemme 3.3.4 Soient p: (Q',I')—(Q,I) un revétement de carquois liés, x un sommet
de Q, et wy, wy deux chemins ayant x comme source. En outre, soient x' € p_l(x) et
wh, wh deux chemins ayant x' pour source et tels que p(w)) = w;, pour i € {1,2}. Alors,
wy A wy dans (Q,1) si et seulement si wi A wy dans (Q',1).

Démonstration : Soient w; = ajas -, et wy = (152 - - - B, deux chemins naturelle-
ment homotopes de source = dans (Q,I). Nous pouvons supposer sans perte de généralité
quils apparaissent dans une relation minimale p = >°1' | Aw;. Soit 2’ € p~!(z). Etant
donné que p est un morphisme de revétement, il existe une relation p’ = """ | \;w}, ayant
comme source z’ et telle que p(p’) = p. Si p/ n’est pas une relation minimale, il existe un
sous-ensemble propre J C {1,...,n} tel que ), \;w; € I'. Comme p est un morphisme de
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carquois liés, ceci entraine que p(>_; Aw!) = >, \yw; € I, ce qui contredit la minimalité
de p. Ainsi, p’ est minimale, et w} A w).

Réciproquement, supposons que wj A wh sont deux chemins homotopes dans (Q’,I")
qui ont pour source z’. Encore une fois, nous pouvons supposer que ces deux chemins
apparaissent dans une relation minimale p’ = >"  Aw}. Soit p = p(p') = D Nw;.
Si p n’est pas minimale, il existe un sous-ensemble propre J C {1,...,n} tel que p; =
> Nw; € 1. Mais alors, en vertu de la condition c) de la définition de revétement de
carquois liés, il existe une relation p| ayant 2’ comme source. En vertu de la remarque
qui précede, pf = >, \w] € I', et ceci contredit la minimalité de p'.

O

Lemme 3.3.5 Soient p: (Q',.I')—(Q,I) un revétement de carquois liés, et xo un som-
met de Q. Alors, pour tout vy € p'(xg) et tout n € N, il existe une bijection entre
I’ensemble des n—cellules de B ayant xy dans leur bord et ’ensemble des n—cellules de
B’ ayant xq dans leur bord.

Démonstration : Soient zy un sommet de @), et xj, un point de la fibre p~(x¢). Soient
n un entier positif, et (oy,...,0,) une n—cellule de B ayant zy dans son bord. Ainsi, il
existe un chemin non nul dans (Q,/)

(o) 1

g4 g4

Etant donné que p est un revétement, il existe des sommets v; dans Q' tels que v; = x;
et p(v)) = v;, et des chemins s; joignant v; & v;1. 1l suit du lemme précedent que les
classes s; sont indépendantes des choix des représentants des classes ;. En outre, étant
donné que p est un morphisme de carquois liés, et que o105+ 0, ¢ I, nous avons que
$182+ -+ sy ¢ I', ce qui donne lieu a une cellule (5,5, ...,5,) dans B’
Réciproquement, si (51,55, . ..,5,) est une n—cellule de B’ ayant =/, dans son bord, alors
9 ’ ) ) 0 )
2 om) — o - ' '
nous avons une n—cellule (p(s1),p(s2),...p(sn)) = (01,09, ...,0,) dans B qui contient x
dans son bord.
O

A la lumiére du dernier résultat, nous pouvons définir le morphisme Bp : B'—B
comme étant la fonction continue qui applique de facon homéomorphe la n—cellule

(51,59, . . . ,5,) sur la n—cellule (p(s1),p(s2),...,p(sn))-
Un rappel de topologie algébrique s’impose avant de continuer (voir [55], par exemple).

Définition 3.3.6 Soit X un espace topologique. Un revétement de X est la donnée
d’une paire (X',0) ot

a) X' est un espace topologique connexe par arcs;
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b) ¢: X'—X est une fonction continue ;

¢) Tout point x de X a un voisinage U, tel que ¢~ (Us) = U, Uy; avec les U,
des ouverts disjoints tels que la restriction ¢ly: : Uy;—=U, est un homéomorphisme
pour tout j € J.

Forts de ces notions, nous pouvons énoncer le résultat suivant, qui vient tout natu-
rellement.

Théoréme 3.3.7 Avec les notations précédentes, la paire (B',Bp) est un revétement de

B.

Démonstration : Etant donné que @ est connexe, il en est de méme pour @', de
sorte que B’ est connexe par arcs. D’autre part, il suit directement de la définition de Bp
qu’il s’agit d’une application continue. Ainsi, il reste seulement la troisieme condition a
vérifier. Mais cette vérification suit de ce que les cellules ouvertes de B sont disjointes et
la restriction de Bp a celles-ci est un homéomorphisme, par construction.

O

Exemple 3.3.8 Considérons le carquois ()’ suivant

B

a1 B-1 ap Bo a1
a_1 b_1 ag bo ay by

lié par l'idéal I' =< [;a41| i € Z >. 1l s’agit d’un revétememt du carquois

lié par 'idéal [ =< [fa >. L’espace classifiant B’ est

_ — — —
a1 aoBo a3 a3
b—z ~o b—l ~0 b() ~0 bl ~o bz bd
aly g o Qg
a_ 30 a 3 a 30 a 30 a:
1 824 0 3 1 07 2 G5 3

et il est aisé de voir qu'il s’agit d’'un revétement de B(Q,I), donné par le schéma de la
figure de la page suivante.

Définition 3.3.9 Un revétement de carquois liés p: (Q',.1")—(Q,I) est dit étre un re-
vétement Galoisien donné par laction d’un groupe G d’automorphismes de (Q',1') si
en plus

d) Pour tout g dans G on a que pg = p;
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af

e) Pour tout sommel x el toute fleche a de Q on a p~(z) = Gp~'(z) et p~i(a) =
Gp~'(a);
f) G agit fidelement sur Q'

De plus, dans la situation précédente, il existe un sous-groupe distingué H de m(Q,I)
tel que m1(Q,1) ~ H et m(Q,I)/H ~ G. On renvoie le lecteur a [24, 28], par exemple,
pour avoir plus de détails au sujet des revétements galoisiens des carquois liés et leur
utilité.

Comme précédemment, un automorphisme g de (Q',I') induit une application de
’ensemble des chemins dans (Q’,I") vers ’ensemble des chemins dans (Q,]). Ceci nous
permet de définir 'application cellulaire Bg comme étant I’application continue qui ap-
plique de fagon homéomorphe une n—cellule (o1, . ..,0,) sur la cellule (goy, . ..,g0,). Qui
plus est, il est immédiat de vérifier que BgBp = Bp, et que Bg est un homéomorphisme
d’inverse B(g~'). On remarquera notamment que la restriction de Bg aux 0—cellules de
B est précisément g. Une conséquence immédiate de ceci est que si ¢g; et go sont deux
automorphismes de (Q',I') avec g1 # go, alors Bg, # Bgs.

Par ailleurs, rappelons que lorsque (X’,¢) est un revétement de X, ’ensemble des
homéomorphismes ¢ : X'— X" tels que ¢ = ¢ est un groupe pour la composition des
applications. On l'appelle le groupe d’automorphismes du revétement (X' ¢), et
on le note Cov(X’/X). Ainsi, dans la situation qui nous intéresse, l’ensemble BG =
{Bg| g € G} est un sous-groupe de Cov(B'/B) qui est en fait isomorphe a G. Qui plus
est, la condition e) de la définition précédente nous assure que BG agit transitivement
sur la fibre de chaque sommet de Q).

D’autre part, si zq est un point de X et x) € ¢~ (), la fonction ¢ induit un homomor-
phisme 7 (¢) : 71 (X', 2[)—m1(X,29) qu'on note ¢, et qui a la propriété d’étre toujours
injectif (théoréme 10.7, p 279 dans [55]). Dans le cas ou Im ¢, est un sous-groupe distin-
gué de 7 (X,xp), le revétement (X’,¢) est dit étre un revétement régulier. Il est bien
connu (voir théoréme 10.18, p 289 dans [55]) qu’un revétement (X',¢) est régulier si et
seulement si le groupe d’automorphismes Cov(X'/X) agit transitivement sur la fibre de
Zo-.

Cette discussion fournit en fait une partie de la preuve du théoréme suivant.

Théoréme 3.3.10 Soit p: (Q',I")—(Q,I) un revétement galoisien donné par l'action
d’un groupe G. Posons B = B(Q,I), et B = B(Q',I'). Alors, (B',Bp) est un revétement
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réqulier de B et Cov(B'/B) ~ G.

Démonstration : Fixons un sommet z de @, et un point xf, dans la fibre de z,. Ce
seront les points de base par rapport auxquels les groupes fondamentaux seront considé-
rés.

La régularité de (B',Bp) vient du fait que Cov(B'/B) a un sous-groupe, a savoir BG,
qui agit transitivement sur la fibre de z.

Par ailleurs, nous avons

771(6) ~ ﬂ-l(Qvl)
(Bp).m(B') — m(Q.I")

ou le premier isomorphisme est donné par le corollaire 10.28, p 294 dans [55].

~ @G

Cov(B'/B) ~

O

Remarque 3.3.11 Une remarque importante est que nous n’avons jamais utilisé la
condition f) de la définition de revétement galoisien. En fait, si (X’,¢) est un revéte-
ment régulier de X, et h est un élément de Cov(X'/X), alors h agit sans points fixes sur
sur X’ (théoréme 10.19, p 129 dans [55]). Ainsi, la condition f) découle des autres.

Exemple 3.3.12 Considérons les carquois liés (Q',I') et (Q,I) de 'exemple 3.3.2 b)

To2 Boz2 B12 L12 xz\

aozl >< iam < 2
p

Lor Bo1 B11 L1 - 1

m| < )

Zoo T10 T

Q Q

L’espace B’ est homéomorphe & S2, et B est homéomorphe a RP?, le plan projectif réel.
L’application Bp identifie les points antipodaux de S2. Il est bien connu que (S2,Bp) est
un revétement de RP2 Dans ce cas, le revétement p est donné par le groupe d’automor-
phismes G de (Q',I') engendré par I’élement d’ordre 2 défini par:

N Toj Si’L.Zl, N Qo Siizl,
9(xij) = { vy sii=0. et g(ayj) { ay;  sii=0.
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Chapitre 4

HOMOLOGIE

Dans ce chapitre, nous étudions I'homologie et la cohomologie. Celle de l’espace
B(Q,I) dans un premier temps. Dans la deuxiéme section, nous nous intéressons a 1’ho-
mologie et a la cohomologie simpliciales d’une algébre. Nous commencons par présenter
les détails et la généralisation au cas non-schurien de cette notion ébauchée au chapitre 2.
Naturellement, nous comparons les groupes d’homologie et de cohomologie simpliciales
d’une algébre a ceux de I'espace B(Q,) : le corollaire 4.2.8 nous dit qu’ils sont isomorphes.
Ceci permet, par analogie avec des résultats de topologie algébrique, d’obtenir des outils
de calcul pour les groupes d’homologie et cohomologie simpliciales des algébres.

4.1 Homologie et Cohomologie de B(Q,])

La construction de B = B(Q,I) en rattachant des cellules & un CW-complexe construit
préalablement, fournit une filtration cellulaire canonique de celui-la.

Pour n > 0, notons B" le sous-complexe de B(Q,I) dont les cellules sont les cellules
de dimension inférieure ou égale & n. On appele B le n'€™M€ gquelette de B. Ainsi, si
la longueur maximale des chemins non nuls dans (Q,I) est m, nous avons une filtration

de B:

Qu=B'cB'c...cB" ' cB"=B(Q,1)

Les groupes d’homologie relative H;(B",B""1) sont nuls pour i # n, et ce sont des
groupes abéliens libres non nuls si ¢ = n. Plus précisément, dans ce cas, une base de
H,(B™",B" ') est (en bijection avec) C,, ensemble des cellules de dimension n de B
(voir théoréme 39.3, p.224 dans [47]). Ceci permet de décrire explicitement les groupes
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4.1. HOMOLOGIE ET COHOMOLOGIE DE B(Q,I)

d’homologie de B. Soit (C4(B),d) le complexe défini par C,(B) = H,(B",B"!), et dont
la différentielle 6, : C,,(B)—C,,_1(B) est définie sur un élément de base o = (771, ...,0,)
par la régle

n+1
duler) = > (~1)0} (o)
i=0
Soit G un groupe abélien quelconque. Avec ces notations, le jieme groupe d’homologie

de B, a coefficients dans G' qu’on notera H;(B,G), est le i'eMe groupe d’homologie du
complexe différentiel (C,(B,G),d.) obtenu en appliquant le foncteur — ®z G a (Cq(B),9).
Si G est le groupe Z, nous écrirons simplement H;(B).

Par ailleurs, les groupes de cohomologie de B a coefficients dans G sont les groupes
de cohomologie du complexe (C*(B,G),0*) obtenu en appliquant le foncteur Homy(—,G)
a (Co(B),0), et on les note H (B,G).

Il existe un lien étroit entre les groupes d’homologie (& coefficients entiers) d’un es-
pace topologique et les groupes d’homologie et de cohomologie avec coefficients dans un
groupe abélien quelconque. Celui-ci s’inscrit dans le cadre de résultats généraux d’algébre
homologique connus sous le nom de "théorémes de coefficients universels" (voir p.230 -
286 dans [54], par exemple).

Théoréme 4.1.1 Soient A un anneau commutatif héréditaire, M un A—module quel-
conque, et (Cy,ds) un compleze différentiel de A—modules projectifs. Alors, il existe des
suites exactes courtes scindées de A—modules

0 — BExt! (H,_1(C,),M) — H"(Hom(Cs,M)) — Hom4 (H,(C.),M) —0

0

Hn(Co) ®a M

Hn(co XA M)

Tor{ (H,_1(Cy),M) —0

Notamment, nous nous intéresserons au cas ou A = Z.
Par ailleurs, dans le cas ou les coefficients sont choisis dans un anneau associa-
tif R, il est possible de donner une structure d’anneau gradué au groupe H*(B,R) =

@D, H (B,R). L'opération qui permet de faire ceci est définie au niveau du complexe
(C*(B,R),0%).

Définition 4.1.2 Soient f? et g7 des éléments de Homy(C,(B),R) et Homy(Cy(B),R),
respectivement. Le cup-produit de fP et g%, qu’on note fP — g%, est I’élément de
Homy (C,1,(B),R) défini par

(fp ~ gq>(ala . ﬁpﬁpﬂv e 7a\p+q> = fp(alv ce ﬁp) gq(&\pH? - -8p+q)-
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4.1. HOMOLOGIE ET COHOMOLOGIE DE B(Q,I)

[’associativité et la bilinéarité du produit se vérifient aisément. Qui plus est, la co-
chaine constante 2° qui prend la valeur 1y est un élément neutre pour cette opération.
En outre, avec les notations précédentes, on vérifie sans peine (voir Théoréme 48.1, p.288
dans [47]) que

5P+q+1(fp — g7) = (5p+1fp) — gl (=1)PfP — (5q+1gq).

Une conséquence immédiate de ceci est que — définit une opération au niveau de la
cohomologie H*(B,R).

Théoréme 4.1.3 L’opération induite par le cup-produit fait de H*(B,R) un anneau as-

sociatif gradué par les entiers naturels, unifére, et anti-commutatif, c’est a dire que pour
¢ € HP(B,R) et £1 € HY(B,R), nous avons ¢ — &1 = (—1)PIET — ¢P.

L’anneau H*(B,R) est 'anneau de cohomologie de B a coefficients dans R.
L’intérét des anneaux de cohomologie des espaces topologiques réside dans le fait bien
connu qu’ils permettent d’obtenir bien plus d’information concernant ’espace considéré
que la seule connaissance des groupes d’homologie {H'(B,R)};>o. En effet, il existe des
espaces topologiques ayant mémes groupes de cohomologie, mais dont les anneaux de
cohomologie sont non-isomorphes. On pourra consulter [55, 47], par exemple.

Par ailleurs, les groupes d’homologie d’un espace topologique X sont aussi reliés aux
groupes d’homotopie de X. Notamment, nous rappelons le théoréme suivant, connu sous
le nom de théoréme de Hurewicz - Poincaré (théoréme 4.29 dans [55]).

Théoréme 4.1.4 (Hurewicz - Poincaré) Soit X un espace topologique connexe par
arcs. Alors il existe un isomorphisme

m1(X)
[ (X),m (X))

Hy(X) ~

ot [m1(X),m(X)] désigne le groupe dérivé de m(X).

Désignons par gr la catégorie des groupes. Une conséquence immédiate du théoréme
précédent est que pour tout groupe abélien GG, nous avons un isomorphisme

Homg, (71 (X),G) ~ Homz(H; (X),G).

53



4.2. HOMOLOGIE SIMPLICIALE D’ALGEBRES

4.2 Homologie Simpliciale d’Algébres

Dans cette section, nous revenons sur les détails concernant les groupes d’homologie et
de cohomologie simpliciales des algébres A = k@ /I que nous avons introduit au chapitre
2. Notamment, nous présentons la généralisation de cette construction au contexte des
algeébres non nécessairement schuriennes qui a été faite dans [44] (voir aussi [42]). Nous
verrons par la suite les liens existant entre ces groupes et les groupes d’homologie et
cohomologie de I'espace classifiant B(Q,I).

Etant donnée une présentation (Q,/) d’une algébre A, nous savons que le k—espace
vectoriel sous-jacent & A a une base donnée par les classes w = w + I des chemins
de @ modulo l'idéal I. Cependant, A a aussi une multiplication interne et, a priori,
aucun renseignement concernant le comportement des vecteurs de base par rapport a la
multiplication n’est disponible. En particulier, il n’y a aucune raison de penser que le
produit de deux vecteurs de base en est un autre. En fait, c’est généralement faux. Ceci
nous méne a la définition suivante.

Définition 4.2.1 Soit A = kQ/I une algébre. Pour toute paire (i,j) de sommets de Q,
soit B;j une base du k—espace vectoriel e;Ae;. Ainsi, 'ensemble B = U; ;B;; est une base
de A. La base B est dite étre une base semi-normée si

a) Pour tout sommet i de Q, on a que e; € By;

b) Pour toute fleche o :i—j de Q) on a @ € Byj;

c) Sio et o’ sont des éléments de B, alors oo’ =0 ou il existe un scalaire A\, et un
élément b(o,0") de B tels que o0’ = A\, »b(0,0").

Si en plus ceuz des scalaires N\, o qui sont non nuls sont tous égaur a 1, on dit que la
base B est une base multiplicative.

Exemples 4.2.2

a) Soient @ le carquois
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et I =< ayy— B2, a1 — G172, aaas— 8103, Yoz — NG 3 > avec A € k\{0,1}(voir
[11]). La base B formée par les classes des chemins modulo I est une base semi-
normée qui n’est pas une base multiplicative. Notons aussi que les relations im-
pliquent tous les chemins de longueur 3 se trouvent dans I.

5
1N
a2
2 3 4
ANPZ
1
lié par l'idéal I =< Z?Zl a;3; >. Alors la base canonique B formée par les classes
modulo I des chemins n’est pas une base semi normée. En effet, nous avons B =

{e1,eq,e3,01, B1, Oz, E,_Oé_g, B3, a1B1, aaBa}. Ainsi, bien que @z et (3 se trouvent
dans B, nous avons @35 = — (51 + ag3).

b) Soit @ le carquois

La notion de base semi-normée permet de définir, comme dans [43, 42|, les groupes
d’homologie et de cohomologie simpliciales d'une algébre de la facon suivante : soit A une
algébre ayant une base semi-normée B. On considére le complexe de groupes abéliens
(SCe(A),d) défini comme suit: SC_1(A) = 0, SCy(A) et SC1(A) sont les groupes abéliens
libres ayant comme bases )y et B, respectivement. Pour n > 2, SC,(A) est le groupe
abélien libre ayant comme base I'ensemble des n—tuplets (o1, 09,..., 0,) de B" tels
que o109---0, # 0 et g; # e, pour tout ¢ et tout sommet x de Q. La différentielle
d, : SC,(A)—SC,,_1(A) est définie sur les éléments des bases des groupes SC,(A) par
la régle di(0) = y — « lorsque o € B,,, et, pour n > 1, par

dn(o-la 09, +, Un) - (0-27'--a0-n)
+ Z(—].)j<0'1,...,b(O’j,O’j+1),...7O'n>
j=1

+ (=1D)™(o1,...,00-1)

olt b(0j,041) est comme dans la définition de base semi-normée.
Le niéme groupe d’homologie simpliciale de A par rapport a la base semi normée
B est défini comme étant le n’“™€ groupe d’homologie du complexe (SCo(A),d), et on
le note SH,,(A). Tout naturellement, si G est un groupe abélien, (SC*(A,G), d*) est le
complexe obtenu en appliquant le foncteur Homy(—,G) a (SCe(A),d). Le n'tme groupe
de cohomologie simpliciale de A avec coefficients dans G est, par définition, le

groupe de cohomologie de (SC*(A,G), d¥), et noté SH"(A,G).
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4.2. HOMOLOGIE SIMPLICIALE D’ALGEBRES

Une premiére remarque est que les groupes d’homologie et de cohomologie simpliciale
d’une algebre A = kQ/I sont définis seulement lorsque cette derniére a une base semi-
normée. Or, nous avons vu qu’il existe des algébres n’ayant pas de telles bases. Cependant,
il a été montré (voir section 1.3 dans [42]) que lorsque le revétement universel de (Q,1) est
schurien, alors 'algébre A admet une base semi-normée. Une conséquence immédiate de
ceci est que toute algébre schurienne, ainsi que toute algébre monomiale admet une base
semi-normée. Par ailleurs, il a été montré dans [10] que toute algébre de représentation
finie admettent une base multiplicative. Ainsi, les groupes d’homologie et de cohomologie
simpliciales sont définis pour une vaste classe d’algébres.

Une deuxiéme remarque est que méme si une algébre A admet une base semi-normée
B, celle-ci n’est généralement pas unique. Etant donné que les groupes SC,,(A) dépendent
fortement du comportement de B par rapport a I'idéal I, il est naturel de penser que
les groupes SH;(A) et SH'(A,G) dépendent de la présentation de A, tout comme le
groupe fondamental d’ailleurs. L’exemple suivant qu’on comparera avec ’exemple 1.4.2
b), illustre ce fait:

Exemple 4.2.3 Soit () le carquois

B
37 02—">1
v

Considérons I1 =< fa >, et l'algébre A; = kQ/I;. Cette présentation de A; donne lieu
a une base semi-normée By = {e, es, €3, @, 3, 7, Ja}. Ainsi, une base de SCy(A;) est
réduite au seul élément (7,@), et un calcul immédiat méne & SH;(A;) = Z. Remarquons
que m (Q,11) = Z.

Par ailleurs, considérons I'idéal I, =< (8 — 7)o >, et Palgébre Ay = kQ/I,. Nous
avons vu a l'exemple 1.4.2 b) que A; ~ A,. Avec cette présentation, nous avons une base
semi-normée By = {ey, e, €3, @, (3, 7, ja}. Cependant, dans ce cas, le groupe SCy(Ay) a
pour base 'ensemble {(7,@),(3,@)}, et ceci méne a SH;(Ay) = 0. Par ailleurs, nous avons
m(Q,12) = 1.

Ainsi, tout comme les groupes fondamentaux, les groupes d’homologie et de cohomo-
logie simpliciales ne sont pas des invariants de 'algébre. Une question naturelle serait
alors d’essayer de comparer les groupes d’homologie simpliciale d’une algébre A = kQ/1
ayant une base semi-normée avec les groupes d’homologie et de cohomologie de I'espace
classifiant B(Q,I). Un premier résultat dans cette direction est la proposition suivante
(voir aussi [42]).
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Proposition 4.2.4 Soit A = kQ/I une algébre schurienne, et B = B(Q,I) l’espace
classifiant du carquois lié (Q,I). Alors, pour chaque i > 0, il existe des isomorphismes
de groupes abéliens

a) H;(B) ~ SH;(A);

b) Hi(B,G) ~ SH'(A,G) pour tout groupe abélien G.

Démonstration : Soit 0 € B, un élément de la base semi-normée. En particulier,
étant donnée que A est schurienne, ceci entraine que e, Ae, ~ k, de sorte qu’il existe un
chemin w:x ~~~Y qui n’est pas dans /. Comme dans 2.3.3, si ' :z ~~=Y est un
autre tel chemin, alors w A w' (en fait w ~ w'). Ceci permet d’identifier I’élément o de
B,, ala cellule @ de B(Q,I). De la méme fagon, si (oy,...,0,) est un élément de la base
de SC,,(A), alors il existe des chemins wy, . .. w,, uniques a& homotopie naturelle prés et
tels que w; - - - w,, ne se trouve pas dans I. Ainsi, nous pouvons identifier (oy,...,0,) a la
n—cellule (wy,...,w,) de B(Q,I).

Réciproquement, si w; est la classe d’un chemin non nul, disons de = vers y, alors,
étant donné que A est schurienne, il existe un vecteur o € B, tel que w + 1 €< o >.
Ainsi, il est possible d’identifier la cellule correspondant a la classe du chemin @ au
vecteur de base 0. Il est clair que cette identification s’étend aisément aux cellules de
dimension supérieure.

Finalement, observons que ces correspondances induisent des morphismes de com-
plexes mutuellement inverses

¢
Ca(B,0) "~ SC.(A.d)
Y

et la conclusion suit.

Exemple 4.2.5 Soit () le carquois suivant

N
/7

6
a1 Q4
ay Qs
2 3 4 5
B2 PBs
B Ba
1
lié par l'idéal I =< ay ) — e fs, asfs —ayfy >. L'algébre A = kQ /I n’est pas schurienne,

mais nous avons que l'espace B(Q,I) a le type d’homotopie d’un cercle. En outre, nous
avons les isomorphismes des groupes d’homologie
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Z sit1=0,1,
0 sinon.

St (4) = 11(5) — {

A la lumiére du résultat précédent et de Pexemple ci-haut, on pourrait se demander s'il
existe des algébres A = kQ/I ayant une base semi-normée pour lesquelles les groupes
d’homologie et de cohomologie simpliciale ne sont pas isomorphes aux groupes d’homo-
logie et de cohomologie de I'espace classifiant B(Q,I). Nous verrons par la suite que la
réponse & cette question est négative. Cependant, avant de continuer, nous avons besoin
du lemme suivant qui est technique, et montre qu’il y a des liens étroits entre les vecteurs
des bases semi-normées - lorsqu’elles existent - et la relation d’homotopie dans (Q,]).

Lemme 4.2.6 Soit A = kQ/I une algébre possédant une base semi normée B. Alors:

a)

b)

)

Pour tout chemin w de Q tel que w ¢ I, il existe un unique vecteur b(w) de B et
un unique scalaire non nul A tels que W = \b(w);

Pour tout vecteur o de B, il existe un chemin c¢(o) dans Q n’appartenant pas a I et
un scalaire 1 tels que o = pc(o). En outre, si c(o) et ¢(o) sont deus tels chemins,
alors ils sont naturellement homotopes.

St wy et wy sont deux chemins naturellement homotopes n’appartenant pas a I,
alors il existe un scalaire X tel que W7 = \ws.

Démonstration :

)

I1s’agit 1& d’une récurrence sur le longueur [(w) des chemins considérés. La condition
b) de la définition de base semi-normée donne ’énoncé pour [(w) = 1, tandis que
la condition ¢) permet de prouver létape de récurrence.

Solent o € By, et wy, wa, ..., w, les chemins de = vers y tels que {w;| 1 <i <r}
est une base de e, Ae,. Supposons que o ¢< b(w;) > pour tout ¢ dans {1,..., r}.
D’aprés la partie a), il existe \; € k\{0} et b(w;) € B,y tels w; = A\;b(w;). Ainsi,
{b(w1), ... ,b(w,)} est une base de e, Ae, donc o = b(w;,) = \j,w;, pour un indice
ip tel que 1 <ig < r. Par ailleurs, si ¢(0) et ¢ (o) sont des chemins distincts et p, p/
des scalaires tels que o = uc(o) = 1/¢(o) nous avons aussi

pe(o) —p'd(o) =0 —o =0
et il s’agit d’une relation minimale, de sorte que c(o) et /(o) sont naturellement
homotopes.
Soient w; et wy deux chemins paralléles naturellement homotopes, et supposons
que w; et wsy sont linéairement indépendants. Nous pouvons supposer, sans perte
de généralité, que les chemins w; et wy apparaissent dans une méme relation mini-
male p = > | \w;. Soit {wy, Ws, ..., W,} un sous-ensemble de {wy, Ws, ..., W,}
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linéairement indépendant et maximal pour cette propriété. Il est immédiat de re-
marquer que 2 < r < n. L’algébre A possédant une base semi-normée, nous avons
que les w;, sont, a scalaire preés, des vecteurs de la base B. Aprés re-arrangement
si nécessaire, on peut supposer que

{Wy41, Wyy2, ... Wrpyy} C < Wy >,
{wr-l—il—‘rla wr’+i1+27 s awT’—Hz} C <wg >,
{wr+ir+1, Wygi 42, - ,wn} C <w, >
c’est a dire qu'il existe des scalaires a; tels que W, 1 = a, 11 W1, . . ., Wypi; = Qppq, W,
Wyiiy+1 = Gpii;+1W2, - . . , Wy = a,W,. En remplacant dans la relation p, c’est a dire

S Ao = 0, nous obtenons
)\1 + )\r+1ar+l + -+ )\T"i‘ilar-‘ril =0

ce qui donne

MWL+ N1 Weg 1 + -+ Mgy Wrs, = MWL+ A1 Qe 1 W1+ - -+ Ay Qg W1
= ()\1 + A1Grg1 + - Mgy &r+i1)w_1
=0

ce qui contredit la minimalité de p car wy, n’apparait pas dans cette derniére somme.

O

Tel qu’annoncé, le lemme précédent nous permet d’établir le résultat principal de
cette section.

Théoréme 4.2.7 Soit A =kQ/I une algébre ayant une base semi-normée B . Alors, il
existe un isomorphisme de complexes (Cq(B),0) >~ (SCe(A),d).

Démonstration : Il est évident que Co(B) ~ SCy(A). Par ailleurs, pour n > 1, consi-
dérons les applications suivantes :

bn : SCn(A) Cn(B)
(01, ... ,0n) —>= (@, o ,@)
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et
Uy Cp(B) SC,L(A)

Gy 5n) — (b(01), . .. b(0)).

Le fait que v, est définie sans ambigiiité suit du troisiéme énoncé du lemme précédent.
Par ailleurs, il est évident que les morphismes définis ci-haut commutent avec les différen-
tielles des complexes concernés, de sorte que nous avons deux morphismes de complexes

e 1 (SCu(A),de)—(Cu(B),8.) et e : (Co(B),00)—(SCu(A).do).

Finalement, étant donné un élément (o1, o9, ..., 0,,) de la base de SC,,(A), nous avons

—

¢n¢n(017 o 7Jn) = %(0(01)7 SR 76/(0-\71»
(be(o1), . .. be(on))

= (01,...,00).

et, inversement, si (01, 0g,..., 0,) est une n—cellule de B(Q,I), c’est & dire un élément
de la base de C,(B), nous avons:

¢n¢n(8—17 . van) = ¢n(b(al)v e ab(UN))

= (cb(o1)...,cb(0n)
= (517 ab\_n)

Une conséquence immédiate est le corollaire suivant:

Corollaire 4.2.8 Avec les hypothéses du théoréme précédent, nous avons, pour chaque
1 > 0, des isomorphismes de groupes abéliens :

a) H;(B) ~ SH;(A,), et
b) HY(B,G) ~ SH'(A,G), pour tout groupe abélien G.

Nous avons vu a la section 3.1 que lorsque (Q,]) est un carquois lié avec I monomial,
'espace classifiant B(Q,/) a le méme type d’homotopie que le graphe sous-jacent a Q.
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Par ailleurs, il a aussi été noté que les algébres monomiales admettent toujours une base
semi-normée. Ceci, et le corollaire précédent donnent la preuve de la proposition suivante :

Proposition 4.2.9 Soit A = kQ/I une algébre avec I monomial et QQ connexe. Alors

a) Les groupes d’homologie simpliciale de A sont

7 st 1 =0,
x(Q)
SH,(A) = 7 sii=1,
i=1
0 SInon.

b) Pour tout groupe abélien G, les groupes de cohomologie simpliciale a coefficients
dans G sont

G st i =0,
' x(Q)
SH'(AG)=q PG sii=1,
=1

0 SInon.

O

Un des outils les plus intéressants en vue de calculer les groupes d’homologie ou
de cohomologie d’espaces topologiques sont les suites exactes longues de Mayer-Vietoris
(voir |55, 47], par exemple). Une adaptation immédiate nous permet d’obtenir le resultat
suivant:

Proposition 4.2.10 Soient (Q,I) un carquois lié, avec Q connexe, Q' et Q* deuz sous-
carquois pleins et convezes tels que tout chemin non nul de Q est dans Q' ou dans Q?,
et Q° = Q' NQ?. Posons I' = I NkQ", et A; = kQ'/I" 'algebre correspondante. Si les
algeébres A et A; admettent des bases semi-normées alors il existe une suite exacte longue
de groupes d’homologie simpliciale d’algébres

Démonstration : Avec les hypothése faites au sujet de Q' et Q?, le complexe B(Q,I)
est I'union des complexes B(Q',I') et B(Q? I%). Cela méne a une suite exacte longue de
groupes d’homologie d’espaces topologiques (voir Théoréme 8.44, p 220 dans [55], par
exemple). Finalement, le théoréme 4.2.8 donne le résultat voulu.

O
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Exemple 4.2.11 Considérons le carquois @)

RN

o

5. m o 4
o] >
3 2

1

et I =< ary — B1fe, cnay — 1y, oa — 01033, Yas — AfB2ff3 > avec A € k\{0,1}. En
particulier, on remarquera que les chemins de longueur 3 sont dans 'idéal I. Soient Q' et
Q? les sous-carquois pleins de @ engendrés par les ensembles de sommets {2,3,4,5,6} et
{1,2,3,4,5} respectivement, et posons Q° = Q' N Q? . Pour ¢ € {0,1,2}, désignons par I’
la restriction de I a kQ°, et par A; I'algébre kQ"/I'. Les espaces B(Q",I') sont des cones,
tandis que Uintersection B(Q',I')NB(Q?,1?) est homéomorphe a S'. Nous obtenons alors
une suite exacte:

ce qui méne a
Z  sii=0,2,
SHi(4) = { 0 autrement.

Comme il a été mentionné a la section 1.4, dans le cas d’une algebre contrainte A, le
groupe fondamental est indépendant de la présentation (Q,I) de celle-ci. Une conséquence
immédiate est qu’il en va de méme pour le premier groupe d’homologie simpliciale de A,
ainsi que pour le premier groupe de cohomologie simpliciale & coefficients dans un groupe

G.

Proposition 4.2.12 Soit A = kQ/I une algébre contrainte ayant une base semi-normée,
avec Q conneze. Alors les groupes SHy(A) et SH'(A,G) sont indépendants de la présen-
tation de A.

Démonstration : Soit A = kQ/I une telle algébre. Nous avons alors

™ (B) 1 (Q)]>
SH;(A) ~ H{(B) ~ ~ )
=B = L) m 8]~ mQ)m (@)
Ot le premier isomorphisme est donné par le corollaire 4.2.8 , le deuxiéme par le théoréme
d’Hurewicz-Poincaré, et le troisiéme par le théoréme 3.2.3. Or, A étant contrainte, m (Q,1)
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4.2. HOMOLOGIE SIMPLICIALE D’ALGEBRES

est indépendant de la présentation. Par ailleurs, pour une groupe abélien G, en vertu du
théoréme des coefficients universels, nous avons

SH'(A,G) =~ Homgz(SH;(A),G) @ Exty,(SHo(A),G)
Homz(SH1<A),G)

12

g

Par ailleurs, I'isomorphisme de complexes du théoréme 4.2.7 donne lieu a la définition
évidente d’un cup-produit sur le complexe SC*(A,k™) obtenu en appliquant le foncteur
Homgz(—,k") au complexe différentiel (SCo(A),d).

Définition 4.2.13 Soient f? et g7 des éléments de Homy(SC,(A),R) et Homz(SC,(A),R),
respectivement. Le cup-produit de fP et g?, qu’on note fP — g%, est l’élément de
Homyz(SC,14(A),R) défini sur les éléments de base de SC,q4(A) par

(fP— gD (01, ,0p,Opt1,---Oprq) = [P(O1, ... ,0p) G (Opt1,- - Optq)

Il est aisé de vérifier que cette opération définit un produit en cohomologie. Ainsi, la
somme directe de groupes de cohomologie simpliciale d’une algébre A a coefficients dans
le corps k, devient un anneau gradué SH*(A,k) = @,y SH'(A.k)(on comparera avec
4.1.2 et 4.1.3).

Exemple 4.2.14 Considérons le tore T, et la décomposition cellulaire réguliére de T
donnée dans la figure de la page suivante.

Soit, B 'ensemble des cellules de T" ordonné par inclusion. Désignons par {a; };, {b;}4,
et {¢;}; les ensembles des cellules de dimension 0, 1, et 2, respectivement. L’espace clas-
sifiant B(FEr) est la subdivision barycentrique de 7. Par ailleurs, considérons 1’algébre
d’incidence A = k(Er) de Ep. En vertu du corollaire 4.2.8, nous avons

ko sii=0,2,
HY(Tk") = H(B(Er),k%) = SH' (A k) = K sii=1,
0 sinon.

Il est bien connu que le produit des deux générateurs de H'(B(E7),k") est le gé-
nérateur de H?(B(Er),k%). Ainsi, le produit des deux générateurs de SH'(A,k") est le
générateur de SH?*(A,k). Afin d’illustrer ceci, considérons le carquois associé a Ep:
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ay az ay

ay as ay

ay

a3
a1 a9 ay

ap

as

a

%2 C3 |
b &4 bs be by bs

as as Qg

Etant donné que A est une algébre schurienne, nous identifierons (voir la démons-
tration de 4.2.4) un élément (o4,...,0,) de la base de SC,(A) & la suite de points

(0,21, ..., Ty) OU 0; € €,,_, Ae,,. Naturellement, nous désignerons par (zo, ... ,z,)* 'élé-
ment de Homgy(SC,,(A),k") défini par:

* 1 si yeeyUn) = (Zoy ..., Ty
(o, - - sTp) (yo,..,,yn):{ (%o Yn) = (20 )

0 sinon.

Considérons les éléments w; et we de SCy(A) définis par:
wy = (b1,a2) — (c1,a2) + (c1,b4) + (ba,a4) — (c2,a4) + (c2,b6)
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ay by as by ay ay by as by ay
8 C1
a b 2 2
bs ! bs bs by by
a3 bs ay bg as 3 bs a4 be as
C3 b Cy b- C3 b C4 b
b7 8 7 b7 8 7
ay by a3 by ap ay by a3 by ay
wy w2

+ (bs,a3) — (c3,a3) + (ca,b7) + (br,a1) — (e3,a1) + (c3,b1).
Wy = (b7,CL1) — <C4,CL6) -+ (C4,Z)2) -+ (bg,&g) — (CQ,CLQ) + (Cg,b4)
+ (ba,as) = (c1,a4) + (c1,05) + (bs,a3) — (c3,a3) + (c3,b7).

Un calcul immédiat montre que wy et wy sont deux générateurs de SHy(A). Qui plus est,
wi et wi sont deux générateurs de SH'(A,k). Par ailleurs, nous avons

(w] — w3)(c1,b4,a4) = wi(c1,ba)ws(by,aqg) =1

Ainsi, wi — wj # 0 dans Homz(SCy(A),k). En fait, il est aisé, quoique long, de vérifier
que w; — wh = (c1,by,a4)* est un générateur de SH*(A k).
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Chapitre 5

COHOMOLOGIE DE HOCHSCHILD
D’ALGEBRES

Le but de ce chapitre est d’étudier une autre théorie de cohomologie des algébres,
mieux connue celle-ci: la cohomologie de Hochschild introduite dans [39]. Ainsi, nous
débutons ce chapitre avec une bréve exposition des notions de base, ainsi que l'inter-
prétation des groupes de cohomologie HH'(A) en petits degrés (i = 0,1,2) et quelques
résultats fondamentaux. La deuxiéme section est consacrée a une comparaison avec la
cohomologie simpliciale de ’algébre, dans le méme esprit que [34, 42]. Notamment, nous
obtenons des conditions suffisantes pour I'existence d’isomorphismes entre ces différents
groupes de cohomologie, généralisant ainsi un théoréme bien connu di & Gerstenhaber et
Schack [34]. Finalement, nous nous intéressons a la structure d’anneau de la cohomologie
de Hochschild d'une algébre. En particulier, nous exposons deux constructions possibles
de cette structure d’anneau, que nous comparons a ’anneau de cohomologie simpliciale
de Palgébre, lui méme isomorphe a 'anneau de cohomologie de I'espace classifiant B(Q,1).

5.1 Généralités

Rappelons que, étant donnée une k—algébre associative A, son algébre envelop-
pante, notée A° est, par définition, le produit tensoriel A¢ = A? ®; A, ou AP désigne
'algebre opposée de A. La multiplication dans A¢ est définie par (z ®a)(y®0b) = yz ® ab.
L’utilité de A° réside dans le fait qu’il est possible de considérer les A — A—bimodules
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comme des A°-modules (& gauche et a droite), et vice-versa.

Lemme 5.1.1 Les catégories A — A—mod et mod-A¢ (A°—mod respectivement ) sont
équivalentes.

Démonstration : Un A— A—module 4 M 4 acquiert une structure naturelle de A°—module
a droite (& gauche respectivement) en posant, pour m € M, et a® b € A®,

m(a ® b) = amb ((a ® b)m = bma respectivement)

Il est aisé de vérifier que ceci induit les équivalences cherchées.
O

Définition 5.1.2 Soit A une k—algébre. Le complexe standard associé a ['algébre A
est le compleze de k—espaces vectoriels (Co(A),b), défini par:

0 sii < —1,
Cy(A) = A sii=—1,
Ci1(A) @ A sinon.

et la différentielle b, : C,(A)—C,_1(A) est donnée par b; =0 pour i < —1 et

n

bo(ag @ a1 ® -+ @ any1) = Z(—l)j(ao ®a; @ @01 @ @ Apyr)
§=0

Les C;(A) ont une structure naturelle de A — A—bimodules, et il est aisé de vérifier
que (Co(A),b) est un complexe différentiel exact (voir [49, 1|, par exemple).

Etant donné un A — A—module 4M 4, nous pouvons appliquer les foncteurs M ® 4o —
et Hom4e(—,M) au complexe standard associé a A. Nous obtenons alors des complexes
(M ®4e Co(A), V') et (Homye(Co(A),M), b*). Les groupes d’homologie et de cohomo-
logie de ces derniers sont appelés les groupes d’homologie et de cohomologie de
Hochschild de A a coefficients dans M, et ils sont notés HH;(A,M) et HH(A,M),
respectivement. Dans le cas ou M est le A— A—module 4 A4, on écrit simplement HH;(A)
et HH'(A).

En vue du calcul des groupes de cohomologie HH'(A,M), il est intéressant de rappeler
I'isomorphisme canonique suivant. Pour n > 2, et avec la convention que A®° = k, nous
avons :

Hom e (A®" M) ~ Homy (A®" 2 M)
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Ces isomorphismes donnent lieu, de facon évidente, & un nouveau complexe, dont la
différentielle sera encore notée b°.

0 — Hom s (A%2, M) —> Hom 4 (A%3, M) —2> Hom 4. (A®4, M) £ ...

.

0 M Homy (A, M) Homy, (A®? M) T

B bt

Remarquons que lorsque A est un k—module projectif, comme c’est le cas lorsque k
est un corps, alors les C;(A) sont des A°—modules projectifs. Ainsi, le complexe standard
est une résolution projective du A°—module A. Comme nous nous intéressons a des
algébres sur des corps, la remarque précédente nous permet de travailler avec la définition
alternative suivante:

Définition 5.1.3 Soit A une algébre sur un corps k, et AMs un A — A—bimodule. Les
1€ oroupes d’homologie et de cohomologie de Hochschild de A a coefficients

dans M sont, respectivement, les groupes

a) HH;(A,M) = Tor" (A,M), et
b) HH'(A,M) = Ext’.(A,M).

Sans aller dans le détail, nous nous contenterons ici de faire une bréve exposition
de l'interprétation des premiers groupes de cohomologie d’une algébre A. Il s’agit 1a de
résultats tout a fait classiques et bien connus que nous incluons afin d’illustrer I'utilité
de ces groupes. On pourra consulter |1, 19, 49, 38|, par exemple pour plus de détails a ce
sujet.

Proposition 5.1.4 L’espace HHY(A,M) est l’ensemble des éléments x de A tels que

mx = xm pour tout m € M. En particulier, HH(A) est isomorphe au centre Z(A) de
A.

O

Rappelons quune dérivation d’une k—algébre A dans un A — A—bimodule M est
une application k—linéaire 0 : A—M telle que 9(ab) = ad(b) + d(a)b, pour tous a et b
dans A. Une dérivation est dite étre une dérivation interne s’il existe un élément m
dans M tel que d(a) = am — ma pour tout a dans A. On note Der(A,M) et IDer(A,M)
les espaces des dérivations et des dérivations internes de A dans M, respectivement.
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Proposition 5.1.5 L’espace HH'(A,M) est isomorphe au quotient Der(A,M)/IDer(A,M).

g

Soit m : B—A un morphisme surjectif de k—algébres dont le noyau M est tel que la
restriction de la multiplication de B & M fait en sorte que M? = 0. Ce dernier acquiert
une structure naturelle de A — A—bimodule en posant, pour a, a’ € A et m € M,

ama’ = bmb

ou b et b’ sont des éléments de B tels que m(b) = a et w(V') = a’. Notons aussi que dans ce
cas, nous avons un isomorphisme d’espaces vectoriels B ~ A @ M. Dans cette situation,
nous dirons que B est une extension de A par M. Naturellement, deux extensions B
et B’ sont équivalentes §’il existe un diagramme commutatif 4 lignes exactes de k—espaces
vectoriels

0 M¢ B—> A 0
|

0 M€ B = A 0

ou le morphisme F' (qui est forcément un isomorphisme) est un morphisme de k—algébres
et les fléches horizontales sont les inclusions canoniques.

Proposition 5.1.6 I existe une bijection entre HH*(A,M) et les classes d’équivalence
d’extensions de A par M.

O

Nous venons de voir comment interpréter les groupes HH?(A,M) comme des exten-
sions de 'algébre A. Dans le cas ou M est le A — A—module A lui méme, il est possible
de donner une autre interprétation & HH'(A). En effet, il a été montré dans [33, 35| que
les groupes de cohomologie de Hochschild des degrés 2 et 3 sont étroitement liés aux
propriétés de rigidité de 'algébre A.

Le résultat suivant, di a Happel [38] est I'un des outils les plus intéressants en vue de
calculer les groupes de cohomologie de Hochschild d’algébres triangulaires. Notons que
des résultats analogues & celui-ci ont été établis dans des contextes plus généraux (voir
[46, 21, 37]).

Théoréme 5.1.7 (Happel [38]) Soit A = B[M| lextension d’une algébre B par un
module M. Alors, il existe une suite exacte de k—espaces vectoriels
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0 — HH°(A) — HH"(B) — Endp(M)/k — HH'(A) — HHY(B) — Ext},(M,M) — - - -
-+ — HH'(B) — Ext’y(M,M) — HH"" (A) — HH""*(B)

Notons enfin que les groupes HH( A, A) sont invariants pour le processus d’inclinaison.
En fait, ceci est un cas particulier du résultat plus général qui suit, résultat encore une
fois da a Happel.

Théoréme 5.1.8 (Happel [38]) Soient A et B deux k—algébres telles que 'on ait une
équivalence de catégories triangulées Db(mod—A) ~ Db(mod—B). Alors, pour tout 1 > 0,
on a des isomorphismes d’espaces vectoriels HH'(A) ~ HH'(B).

5.2 Comparaison avec la cohomologie simpliciale

Etant donné que nous nous intéressons a calculer les groupes Ext’.(A,M), il serait
utile de compter sur une résolution projective de 4A4 qui soit facile & exploiter. Notons
que la résolution de Hochschild de 4A4 est trés loin d’étre minimale: la dimension des
espaces vectoriels utilisés croit trés rapidement. En effet, dim;, C;(A) = (dim,, A)"2.

La résolution suivante, due a Cibils [20], bien qu’encore non minimale, nous sera utile
par la suite (voir remarque 5.2.3).

Soient A = k@ /I une algébre, et F la sous-algébre de A engendrée par les sommets
de ). Nous avons en particulier que E est une k—algébre semi-simple, et, en tant que
E — E—bimodules, A ~ radA @ E. Considérons les puissances tensorielles sur E de radA

E sin = 0
n _ ’
(radA)®" = { (radA)®(”71) Q@gradA sin > 1.

Par la suite nous écrirons simplement radA®" au lieu de (radA4)®".

Proposition 5.2.1 (Cibils [20]) Soit A = kQ/I une algébre, E et radA®™ comme
précédemment. Alors, on a une résolution projective de 4 Ax
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bn—l

= A®prad AP ©p A—"% A®prad APD @ 4 k..
Aograd A@g A—" AgpA—" A 0

ot by est la multiplication de A et b est la différentielle du complexe standard, c’est a dire
bla®o® - ®o,®b) = a1 R R0, b
+ > (1VaRo1® - Q0041 Q- ® opb

J
+ (-1)"a®01®--- & 0,b.
O
Nous sommes intéressés aux groupes de cohomologie du complexe obtenu en appli-

quant le foncteur Hom 4e(—,M) au complexe ci-haut. Le lemme suivant montre qu’il est
possible de simplifier davantage le complexe résultant.

Lemme 5.2.2 I existe, pour tout A — A—bimodule M, et tout n > 0 un isomorphisme
d’espaces vectoriels

Hom g (A @ rad A®" @ A,M) ~ Hompge (rad A®™ M)

Démonstration : Etant donné un morphisme f € Hom (A ®p radA®" @5 A, M), et
o1 ® - ®0o, € radA®", posons

onflO1®- o) =f1l®0® - R0, 1)

Réciproquement, pour g € Hompge (radA®" M), et a®01®- - Q0,0 € AQpradA" Qg A,
posons
Ypg(a®01 @ R0, b)) =ag(oy ® -+ ® g,)b

Il est alors aisé de vérifier que ¢, f et ¥, g sont des morphismes de F — E—modules et

A — A—bimodules, respectivement, et, enfin, que ¢,, et v, sont linéaires et mutuellement
inverses.

O

Remarquons finalement que les isomorphismes précédents permettent de définir une
différentielle

b1 Hom e (rad A®™, M) — Hom ge (rad A2+ M)
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en posant, pour f € Hompge(radA®", M) et 01 ® -+ ® 0,41 € rad AP+,

O )01 @ @0on1) = 01f(02 @+ ® 0pia)
+ Z(—l)jf(01®"'®0j0j+1®"'®0n+1)

=1
+ (D" flor®--® On)On+1

Remarque 5.2.3 Le fait que les produits tensoriels soient pris sur £ a une conséquence
importante, dans laquelle réside 1'utilité de la résolution présentée ci-haut. Si o7 et o9
sont deux éléments de radA, avec, disons o1 € e;Ae;, et o9 € e;Ae,,, alors, dans rad A®?
nous avons

01 ® 0y =016 K €03 = 0166 Q 03 = 01 K €;€,09

et cette expression est nulle lorsque j # [. On remarquera que ceci n’est pas vrai lorsque
les produits tensoriels sont pris sur k£, comme dans le complexe standard. Un raisonnement
similaire montre que radA®" est engendré par les éléments de la forme 01 ® -+ - ® 7, ou
0; € e;_1Ae; pour tout 7 tel que 1 < i < n. Qui plus est, si A admet une base semi-normée
B, nous pouvons supposer, en vertu de la k—linéarité, que les o; sont des éléments de
B. Ainsi, par la suite nous travaillerons, sauf mention explicite du contraire, avec le
résolution simplifiée dont la différentielle est donnée ci-haut.

Dans [34], Gerstenhaber et Schack ont montré que pour les algébres d’incidence d’en-
sembles ordonnés A = k(F), les groupes de cohomologie simpliciale de A a coefficients
dans kT sont isomorphes aux groupes de cohomologie de Hochschild de A. Un résultat
analogue pour 'homologie a été établi dans [20]. Dans [42], Martins et de la Pefia ont
considéré un contexte plus général : celui des algébres admettant des bases semi-normées.
Forts de la résolution projective de 4A4 que nous venons d’exposer, nous sommes en
mesure d’améliorer ces résultats.

Comme dans [42], pour n > 0, définissons ¢, : Homz(SC,,(A),k")—=Hompg. (rad A®" A)
de la fagon suivante : pour un morphisme f € Homgz(SC,,(A),k") et un élément (o, ..., 0,)
€ B™, posons

en(f)on @ ®0) :{ F(O1, e 00)a1 0, i (01, ,0,) € SCu(A),

0 sinon.

Inversement, pour n > 0 posons p, : Homge (rad A®™ A)—Homgz(SC,(A),k™) défini
de la fagon suivante: étant donné un élément (oy,. .., 0,) dans la base de SC,,(A), nous
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avons que 0,03 - - - 0, 7 0 et se trouve dans, disons, ey Ae,,. Ce dernier peut s’écrire comme
somme directe d’espaces vectoriels
eoAe, =< 01090, > DAon

ou Ay, est peut-étre nul. D’autre part, oy ® --- ® 0, € radA®". Ainsi, pour g €
Hompge (rad A®™ A), nous avons

g(o-l ® . ® an) — g(eogl ® e ® Unen) — eog(o'l ® .o ® O'n>€n
de sorte que g(o; ® -+ - ® 0,) € egAe,. 1l existe donc un unique scalaire A et un élément
ag € Ag, tels que

g1 ®@ -+ ®0y,) = Noyog -+ 0y + g

Posons alors p,(g) (o1, ... ,0,) = A.

La linéarité des morphismes €, et u,, est évidente. Cependant, pour pouvoir les utiliser
au niveau de la cohomologie, il faut qu’ils définissent des morphismes de complexes.
Comme nous le verrons plus loin, c’est toujours le cas pour €,. Par contre, I’exemple
suivant montre qu’il n’en va pas de méme pour fi,.

Exemple 5.2.4 Soit () le carquois

3
N
5$4\ /1
9

et A = kQ. Soient a et b deux scalaires. Considérons le morphisme f € Hompge (rad A%? A)
défini par

J aciog +b0513y siz®@y =01 @ g,
fzey) = { 0 sinon.

Nous avons alors

Piy®@ar®@a) = vflar®@az) — flyon ® ao) + f(7 @ anas) — f(y @ o)
= 7f(a1 ® ag)
= (a+b)yoqoy

de sorte que (usb®f)(v,a1,00) = a +b.
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D’autre part, nous avons:

<d3M2f>(77a17a2) = (:U’Qf)((aba2) + ("}/Oél,ag) - (77@1042) + (77&1»
= (paf)(an,aa) + (2 f)(van,ae) — (paf)(v,nae) + (2 f)(v,01).

Or f(a1 ® ag) = aajag + b1 5, ce qui donne (paf)(aq,00) = a, et f(ya; ® ay) =
f(Y®aran) = f(y @ ay) = 0. Ainsi, (d®paf)(y,00,02) = a.

Remarquons que l'algébre de 'exemple précédent n’est pas schurienne. En effet,
dim;, esAe; = 2, et c¢’est précisément en utilisant ce fait que nous avons construit le
morphisme f qui est tel que (du)f # (ub)f. Cette observation nous méne au lemme
suivant (voir [42]).

Lemme 5.2.5 Soit A = kQ/I une algébre ayant une base semi-normée. Avec les nota-
tions précédentes,

a) pin€, =id, pour n > 1,
b) €o est un morphisme de complezes,
c) Si A est schurienne, alors pe est un morphisme de complezes.

Démonstration :

a) Soit f € Homgy(SC,(A),k™). Alors, pour un élément (oy,...,0,) de la base de
SC,(A), nous avons

(Enf)(gl®"'®0n):f(alv"'70-n)o-1"'gn

de sorte que (pn€n)(f)(o1,..., 0n) = f(o1,..., Opn).

b) Soit f € Hompge(radA®" A), et (o1,..., opy1) un élément de la base de SC,(A).
Puisque B est une base semi-normée, il existe des scalaires non nuls c; ;1 tels que
pour tout j € {1,...n} on a 00,41 = ¢;,;+1b(0;,0,41). Nous avons alors:

" enf)(o1® - ® 1)

= oi(ef)(o2®@ - ®0opi1)

n

+ > (VY ()01 ® - © 00541 @+ @ onya)

+ (_1)n+1<6nf)(01 R Un)o-n-i-l
= o1(enf)(02® - @ Opy1)

n

+ > (eii(enf) (01 @ ®b(05,0541) @ -+ @ Onya)

j=1
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+ ( 1)n+1(€nf>(01 R ® Un)gn-i-l

= f(O'Q,..., O-n+1)0-10-2"'0-n+1

+ (—1)jcj,j+1f(017 cey b(UjﬂjH), e 70n+1)01 T b(aj70j+1) T Opdd
j=1

+ ( 1)n+1f(017 s ,On)O'l ot On41

= f(027-~, Un+1)0102"'0n+1

+ ( )jf(gla"-v b(aj70j+1)"-7Un+1>01"‘0n+1
J=1

+ (- 1)"Jrl flo1,....on)01 " Opi1

= (d )(017027-‘ 0n+1)01"'0n+1

= (a1 d™ )01 ® - ® Tnpa).

¢) Supposons maintenant que A est schurienne. Pour f € Hompge(radA®™" A) et un
¢élément (o4, ..., 0,) de la base de SC,,(A), nous avons:

(bn+1f)(‘71 R ®opp1) = 01f(02Q - @ 0pi1)

n

+ Y (Y ®- Q0010 @0y

j=1
+ (=D)"f(o1® - ®0y)0pn41-

Mais, étant donné que A est schurienne, il existe des scalaires \g, ..., A,y1 tels que
flo2® - ®0pg1) = N0 -+ Oy
flO1®@ - ®0;0j41 @ - ®0p) = \jo1+ Onyi;
f(o'l ®...®gn) — An_"_lo'l...o'n.

Ainsi,
n+1
o1 @ @ onn) = Y (=1 Njor - onsa
j=0
De sorte que
n+1
(0" ) (01, onin) = D (1)
j=0

D’autre part,

(dnJrl,U/nf)(o'l? .- -Un+1) = (:unf)(o-% .- -Un+1)
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+ Z an Ulv'--ab(ajvgj+1)a'~~0n+1)

+ (—D”“(unf)(% £ On).

Mais
flo2® - @0n1) + (=1 flor®- - @b(0,0541) @+ @ Tps1)

J
+ ()" f(or @ ®0,)

— n+1
= Ao02" " Opy1 + o1 Ony1 + (1) Apio1 -0y

n
= Cij+1
n

= Ng02" " Opy1 + (—1)j)\j01 < b(0,0541)  Ony1 + (=) N\ 101 o

j=1
et donc
n+1
(@ f) (01, ongr) = (1))
7=0

O

Le morphisme p, n’étant généralement pas un morphisme de complexes, €, n’est pas
un morphisme de complexes scindé. Cependant, nous avons le résultat suivant:

Proposition 5.2.6 (Martins - de la Pena, [42]) Soit A = kQ/I une algébre ayant
une base semi normée. Alors,

a) Le morphisme H'(e) : SH'(AkT)
b) Si A est schurienne, alors, pour tout i > 0, il existe un monomorphisme de groupes
abéliens Hi(e) : SH'(A,kT)——HH'(A) .

HH'(A) est toujours un monomorphisme,

Comme il a été mentionné précédemment, Gerstenhaber et Schack ont montré dans
[34] que pour les algébres d’incidence, les groupes de cohomologie simpliciale et de Hoch-
schild coincident. Dans ce cas, les morphismes de la proposition 5.2.6 sont donc des
isomorphismes. Par ailleurs, dans [25], de la Pefia et Saorin ont obtenu des conditions
nécessaires et suffisantes pour que le monomorphisme du corollaire précédent soit un
isomorphisme. Les conditions suffisantes sont vérifiées notamment par les algébres schu-
riennes triangulaires. Ainsi, les mémes calculs que ceux de la preuve précédente montrent
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que pour une algébre schurienne triangulaire le monomorphisme H'(€) est un isomor-
phisme. Nous sommes donc portés & nous demander si ¢’est le cas pour les H'(¢), lorsque
1 > 1. L’exemple suivant montre que la réponse est négative.

Exemple 5.2.7 Soit () le carquois

7N

1 2l

3

lié par l'idéal I =< aff >. L’algébre A = kQ/I est schurienne et triangulaire. L’idéal [
étant monomial, il suit de 3.1.2 que le graphe sous-jacent & ) a le méme type d’homotopie
que l'espace classifiant B = B(Q,I) . Il suit alors de 4.2.8 que:

k sii1=0,1,
0 sinon.

SH%AJﬁ)::H%BJﬁ)::{

Par ailleurs, l'algébre A est 'extension ponctuelle de B = k@', ou @) est le carquois
2——=3, par le module M = S, @ S3. En utilisant la suite exacte longue de Happel (voir
5.1.7), par exemple, nous obtenons

HH (A) — { k sii=0,1,2,

0 sinon.

Etant donné que dim,HH?*(A) = 1, il existe un morphisme f € Hompg.(radA%2 A)
dont la classe en cohomologie est non nulle. Nous prétendons que f : radA®%2—A, défini
par

_ )y stz®y,
flz@y) = { 0 sinon.

est un générateur de HH?(A). En effet, étant donné que radA®3 = 0, f est dans Ker b°.
Par ailleurs, supposons qu’il existe g € Hompge(rad A,A) tel que f = b%g. Alors,

fla®p) = (B*g)la®f)
= ag(f) — g(aB) + g(a)B

Or, g étant un morphisme de F — E—bimodules, il existe des scalaires a et b tels que
g(a) = aa et g(3) = bf. Ainsi, nous avons

fla®B)=(a+bas =0
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et ceci contredit le fait que f(a® f) = 7.

Ce qui, dans I'exemple précédent, a permis de construire le cocycle non trivial f est
Pexistence de deux chemins paralléles af et v, le premier se trouvant dans ’idéal mais
7
pas le deuxiéme. Ceci nous méne a la définition suivante.

Définition 5.2.8 Une algébre A = kQ/I est dite semi-commutative si pour toute
paire de chemins paralléles w et w' dans Q on a w € I si et seulement si w' € 1.

Exemples 5.2.9

a) Les algébres d’incidence d’ensembles ordonnés, ainsi que leurs quotients sont semi-
commutatives.

b) L’algebre de 'exemple précédent est schurienne, mais n’est pas semi-commutative.
c) Soit A = kQ/I l'algébre du carquois Q)

4
;y \ﬂli’)
N

lié par l'idéal I =< ajan,010: >. L’algébre A est schurienne et semi-commutative.
d) Toute algébre héréditaire est semi-commutative.

Remarque 5.2.10 Dans [26], les algébres schuriennes triangulaires et semi-commutatives
sont appelées faiblement transitives.

La discussion faite dans ’exemple 5.2.7, ainsi que la définition ci-haut nous ménent
au théoréme suivant, qui est en fait le résultat principal de ce chapitre (|16]).

Théoréme 5.2.11 Soit A = kQ/I une algébre schurienne triangulaire el semi-commultative.
Alors, pour tout i > 0, il existe un isomorphisme de groupes abéliens

Hi(e) : SH'(AkT) —HH'(A) .

Démonstration : Notons d’abord que 'algébre A étant schurienne, elle admet une
base semi-normée B. Par ailleurs, il suit du lemme 5.2.5 que nous avons un morphisme
de complexes p, : Hompge (rad A®*,A)—Homgz(SC.(A),k*). Comme p,e, = id, il suffit
de montrer que €,u,, = id.

Soient donc f un élément de Hompe (radA®™ A), et (o1, ...,0,) un élément de B" tel
que, disons o1 € egAeq, et g, € e,_1Ae,.
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Dans un premier temps, supposons que o105 ---0, # 0. Comme on a vu précédem-
ment, f(o; ® -+ ® 0,) € egAe,. L'algébre A étant schurienne, il existe un scalaire \ tel
que

flo1®--®0,) = Ao109- - Oy,
de sorte que (u,f)(o1,... 0,) = A. Par ailleurs,

(entinf)(O1® - @0on) = ((unf) o1, ..., on))o102- -0y
= Mooy 0,)
— f(o'1®...®o-n)'

Considérons maintenant le cas o o105 ---0, = 0. Dans cette situation, le n—tuplet
(01,...,0,) n'est pas dans la base de SC,,(A), et alors

(entinf)(o1® - ®0a,) = 0.

D’autre part, il suit de 4.2.6 qu’il existe des scalaires (forcément non nuls) \; et des
chemins ¢(0;) tels que o; = \;c(o). Mais alors nous avons

01 Op =N -+ Apc(oq) -+ - e(0y,) = 0.

Ainsi, le chemin ¢(oq)c(o9) - - - ¢(0,) se trouve dans I. L’algébre A étant semi-commutati-
ve, nous avons eyAe, = 0 et donc

flor®---®0,) =0.
O

Le théoréme 5.2.11 donne des conditions suffisantes pour avoir un isomorphisme entre
les groupes de cohomologie simpliciale et de Hochschild d’une algébre A = kQ/I. Avant de
voir quelques conséquences, remarquons que les conditions en question ne sont toutefois
pas nécessaires, comme le montrent les exemples suivants

Exemples 5.2.12

a) Soit @ le carquois

lié par l'idéal I =< ajas, azay >. Cette algébre est schurienne, mais pas semi-
commutative. Cependant un calcul direct donne
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k sii=0,1,
0 sinon.

SHY(Ak™) ~ HH'(A) ~ {

b) L’algébre héréditaire A = kQ ou @ est le carquois

4
a1 B1
2/ \3
O‘xl/ﬁz

n’est pas schurienne, mais elle est semi-commutative. Encore une fois, un calcul
immédiat donne

k sii=0,1,
0 sinon.

SHY(A,k™) ~ HH'(A) ~ {

Comme il a été mentionné précédemment, les algébres d’incidence des ensembles or-
donnés sont schuriennes et semi-commutatives. Ainsi, le résultat suivant di a Gersten-
haber et Schack est un cas particulier du théoréme 5.2.11.

Corollaire 5.2.13 (Gerstenhaber-Schack [34]) Soient (E, <) un ensemble ordonné,
BE son compleze de chaines, et A = k(E) son algébre d’incidence. Alors, pour tout i > 0,
il existe un tsomorphisme de groupes abéliens

SH'(B(E),k*) — HH'(A) .

g

Ce résultat permet d’exploiter des outils classiques de topologie algébrique pour obte-
nir des résultats concernant la cohomologie de Hochschild des algébres d’incidence. C’est
ce que nous nous proposons de faire dans ce qui suit.

Corollaire 5.2.14 Soit x un élément irréductible dans un ensemble ordonné (E <).
Alors, pour tout 1 > 0, il existe des isomorphismes de groupes abéliens

HH'(k(E)) ~ HH'(k(E\{x}))

Démonstration : Ceci suit du lemme précédent et de la proposition 2.3.6.
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Exemple 5.2.15 Soit (F, <) I’ensemble ordonné dont le carquois est:
XX
=<}

h

Soit A = k(F) I’algébre d’incidence correspondante. Nous avons vu a I'exemple 2.3.7 que
'espace B(E) est un espace topologique contractile. Ainsi, pour ¢ > 1, nous avons:

Q<—Q, <—19

HH(A) ~ H(B(E),k*) = 0.

Dans [32], il a été prouvé que si (E, <) est un ensemble ordonné ayant un plus grand
(ou un plus petit) élément, et A = k(F) est I'algébre d’incidence correspondante, alors
les groupes de cohomologie de Hochschild HH(A) sont nuls pour 7 > 1. Ceci est un cas
particulier du resultat suivant, prouvé dans [15].

Proposition 5.2.16 Soit (E, <) un ensemble ordonné fini et A = k(FE) son algébre
d’incidence. S’il existe un élément xy € E tel que pour tout y € E on ait o < y ou
y < xg, alors:

i o k Sii:O,
HH(A)_{ 0 sii>1.

Démonstration : En effet, nous avons vu a la proposition 3.2.10 que sous ces hypothéses
'espace B(E) est un cone, donc un espace topologique contractile.
O

Comme il a été noté dans [26, 6, 32, 40|, des ensembles ordonnés d’une forme particu-
liere qu’il est habituel d’appeler couronnes, jouent un role crucial lorsqu’il est question
de cohomologie de Hochschild et de connexité simple d’algébres d’incidence.

Définition 5.2.17 Soit n un entier, n > 2. Une couronne de largeur n est un en-
semble ordonné isomorphe & Uensemble Ty, = {x1,22,...,Zn,Y1,Y2, - .- Yn} ordonné par
Vi < Ty, Yi1 < x; pour tout i € {1,...,n} avec la convention yo = y,, et x; * xj, Yi 2 Y;
lorsque i # j.

T o c. c. Tn—1 Tn

Vg Zenn-2tVg|

2 n—1
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Le résultat suivant, dit & Dréxler [26], montre les liens existant entre la connexité
simple forte d'une algébre d’incidence et le présence de couronnes dans 1’ensemble ordonné
considéré.

Corollaire 5.2.18 (Dréxler [26]) Soit (E, <) un ensemble ordonné fini. Alors l’algébre
d’incidence A = k(E) est fortement simplement conneze si et seulement si (E <) ne
contient pas de sous-ensemble ordonné convexe isomorphe a une couronne.

Démonstration : Il est clair que si (£, <) contient un sous-ensemble ordonné convexe
isomorphe & une couronne, alors I'algébre d’incidence n’est pas fortement simplement
connexe.
D’autre part, si (£, <) ne contient pas de sous-ensemble ordonné convexe isomorphe
a une couronne, alors il en va de méme pour tout sous ensemble ordonné convexe (E' <)
de (E, <). 1l suit alors du corollaire 3.8 dans [40] que le complexe B(E’) est contractile,
donc en particulier simplement connexe. Le résultat suit alors de 3.2.3.
O

Remarque 5.2.19 Dans la démonstration précédente nous avons utilisé le fait que les
complexes B(E') sont des espaces topologiques conctractiles pour conclure qu’ils sont
simplement connexes. Or, la contractibilité est une condition beaucoup plus forte que
la connexité simple. En particulier, celle-ci entraine que les groupes de cohomologie des
complexes considérés sont nuls. Ceci montre 'énoncé suivant. Soit (£ <) un ensemble
ordonné et A = k(FE) son algébre d’incidence. Si A est fortement simplement connexe,
alors, pour tout sous-ensemble ordonné convexe (E' <) de (F, <) et tout ¢ > 1 nous
avons HH(k(E")) = 0. Ceci est en fait un cas particulier du Théoréme 1 de [31] (voir
aussi 5.2.25).

Considérons maintenant des extensions ponctuelles d’algébres d’incidence.
Soient (E7, <) un ensemble ordonné et S un sous-ensemble de E; tel que pour tout
s €S,y < sentraine y € S. Soit Mg le k(E;)—module défini par

k sixeds,
Ms(z) = { 0 autrement.

et oil toutes les applications M4 («) entre deux espaces vectoriels non nuls sont I'identité
sur k. Il suit de la construction de Mg que P'extension k(FE;)[Mg] est aussi une algébre
d’incidence. L’ensemble ordonné concerné est ensemble £ = FE; U {s} obtenu en ra-
joutant un nouvel élément maximal s qui couvre les éléments maximaux de S. Posons
Ey, ={x € E| x < s} = SU{s}. Avec ces notations, nous avons F;NFE, = S. Considérons
les algébres d’incidence suivantes: D = k(S), B = k(F,), C = k(E,), et A= k(F). Nous
avons ainsi A = B[Mg]. La suite de Mayer-Vietoris, jointe au théoréme de Gerstenhaber
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et Schack 5.2.13, fournit une suite exacte longue de groupes de cohomologie de Hochschild
d’algébres d’incidence.

Proposition 5.2.20 Avec les notations précédentes, il existe une suite exacte longue de
k—espaces vectoriels de cohomologie de Hochschild d’algebres dincidence.

0— HH(A) — HH’(B) @ k — HH°(D) — HH'(A) —> HH'(B) — - --

Démonstration : Nous avons £ = E; U Ey, et S = E; N Ey. En particulier, ceci
entraine B(E) = B(E;) U B(E,). Ceci donne lieu & une suite exacte de Mayer-Vietoris
faisant intervenir les groupes de cohomologie des espaces mentionnés ci haut, ainsi que
ceux de B(S). Finalement, étant donné que Es posséde un plus grand élément, a savoir s,
le complexe B(FE>) est un espace topologique contractile, de sorte que tous ses groupes de
cohomologie, sauf celui en degré 0, sont nuls. Le théoréme 5.2.13 donne alors le résultat
voulu.

O

Remarque 5.2.21 On comparera ce résultat a la suite de Green-Marcos-Snashall dans
[37], qui elleeméme est une suite analogue & la suite de Happel (voir [38] ou 5.1.7).
Notamment, en utilisant le lemme des cinq pour comparer la suite ci-haut a celle de [37],
on obtient HH'(D) = Ext’ (Mg, Mg).

Exemple 5.2.22 Considérons I’ensemble ordonné obtenu en ajoutant 1’élément s a I'or-
donné Ey, comme le montre la figure ci-dessous.

S

>

" v

1 >< 2
Soient S = {1,234}, By = SU{s}, B=k(Ey), D = k(S5), et A= k(F) les algébres
d’incidence correspondantes, et M = Mg le B—module dont le support est S. Ainsi,

A = B[M]. L’espace classifiant B(E}) est homéomorphe a la sphére S?. Ainsi, la suite du
résultat précédent devient

0—~k—=k®k—k—HH(A)—~0—k—HH*(A) —~k—0---
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ce qui méne a
4 k sii=0,
HH'(A) =< k* sii=2,

0 autrement.

Etant donné un ensemble ordonné (E, <), considérons I’ensemble ordonné E obtenu
en ajoutant deux éléments & E. Plus précisément, E = E U {a,b} ot @ < x < b pour
tout élément x de E. Soient A = k(E) et A = k(E) les algébres d’incidence respectives,
et S,, Sy les A— modules simples correspondant aux éléments a et b, respectivement.
Le résultat suivant, da a Cibils [20] (voir aussi [40]) établit un lien entre les groupes de
cohomologie de Hochschild de A et les groupes d’extensions de S par S, dans mod—A.

Théoréme 5.2.23 (Cibils [20]) Avec les notations précédentes, il existe, pour i > 1
des isomorphismes de k—espaces vectoriels

HH'(A) ~ Ext}?(5,,5,)

O

A la lumiére du théoréme 5.2.11, nous sommes portés a nous demander si un résultat
analogue pourrait étre établi pour les algébres schuriennes semi-commutatives. Il faut tout
d’abord préciser quelle serait la facon naturelle de rajouter des points dans ce contexte
plus général. Dans le cas des algébres d’incidence, ’ajout d’un plus grand élément b et
d’un plus petit élément a équivaut a rajouter une nouvelle source b et un nouveau puits
a au carquois de l'algébre. En outre, il faut le faire de sorte a ce que I'on ait, pour tout
autre sommet x du carquois, les égalités

dimy, ey Ae, = dimy, e, Ae, = 1.

Cette remarque suggeére la fagon dont les nouveaux sommets devraient étre rajoutés
au carquois d’une algébre schurienne semi-commutative. Cependant, I'exemple suivant
montre que pour les algébres schuriennes semi-commutatives, cette construction ne donne
pas lieu a un théoréme analogue a 5.2.23.

Exemple 5.2.24 Soit Q le carquois obtenu en ajoutant deux sommets a et b au carquois
(@, comme le montre la figure ci-dessous:

2
N
bo>4 1 e
N
3
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Soit I I'idéal de kQ engendré par ajap et 1. Remarquons que I est aussi un idéal
de k(). Posons A = kQ/I, et A = kQ/I. Nous avons alors une résolution projective du
A—module simple S, donnée par:

0 Py P, St 0

de sorte que dpzS, = 1 et donc Ext%(Sb,—) = 0 pour tout ¢ > 2. En particulier,
Ext%(Sb,Sa) = 0. D’autre part, en vertu du théoréme 5.2.11 et du corollaire 4.2.8, nous
avons dim,HH'(A) = 1.

Nous avons mentionné que les quotients des algébres d’incidence sont des algebres
schuriennes semi-commutatives. Or, il se trouve que toute algébre schurienne fortement
simplement connexe est semi-commutative. Ceci nous méne au résultat suivant [31].

Théoréme 5.2.25 (Gastaminza et al. [31]) Soit A = kQ/I une algébre schurienne
fortement simplement conneze. Alors, pour toute sous-catégorie pleine et convexe A’ de
A, et tout i > 1, nous avons HH'(A) = 0.

Démonstration : Il a été montré dans [2| que les groupes d’homologie simpliciale d’une
algébre schurienne fortement simplement connexe sont nuls. Par ailleurs, dans [26], il a été
montré qu’une telle algébre est le quotient d’une algebre d’incidence, donc en particulier
semi-commutative. Le résultat suit.

O

Le résultat 5.2.11, jumelé au théoréme 3.1.2, permet d’obtenir des preuves courtes
et faciles de résultats bien connus concernant la cohomologie de Hochschild des algébres
monomiales.

Corollaire 5.2.26 (Happel [38]) Soit A = kQ/I une algébre connexe, monomiale et
semi-commutative. Alors

a) HHO(A) = k.
b) dim, HH'(4) = x(Q).
c) HH'(A) = 0 pour i > 2.

Démonstration : L’algébre A étant monomiale, le graphe sous-jacent a () est un retract
de déformation de B = B(Q,I). Par ailleurs, A étant schurienne et semi-commutative,
nous avons, en vertu du théoréme 5.2.11

| | k sii=0,
HH'(A) ~ SH (BkT) = { kX9 sii=1,
0 sit> 2.
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Corollaire 5.2.27 (Bardzell - Marcos [9]) Soit A = kQ/I une algébre avec I mono-
mial. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

a) HH'(A) = 0 pour i > 0.
b) HH'(A) = 0.
c) Q est un arbre.

Démonstration :
Il est évident que a) entraine b).

Afin de montrer que b) entraine c), supposons que () n’est pas un arbre, de sorte
que x(Q) > 0. L’idéal I étant monomial, le graphe sous-jacent a @) est un retract
de déformation de B = B(Q,I). Ainsi,

dim,SH'(A4,k") = dim,H'(B,k) = x(Q) > 0

et le résultat suit.

Finalement, montrons que c) entraine a). Si ) est un arbre, alors A est forcément
schurienne et semi-commutative, de sorte que les hypothéses du théoréme 5.2.11
sont vérifiées. Par ailleurs, le graphe sous-jacent & (), qui, encore une fois est un
retract de déformation de B = B(Q,I), est un arbre, donc un espace topologique
contractile. Ainsi, pour ¢ > 0 nous avons:

HH'(A) ~ SH'(Ak") ~ H(BkT) =0

5.3 Structure d’anneau sur HH*(A)

Tout comme H*(B,R) = @, H(B,R) et, lorsque A posséde une base semi-normée,
SH*(Ak) = @,y SH'(A,k) admettent une structure d’anneau gradué, nous verrons qu'il
en va de méme pour HH*(A) = @, HH'(4).

Cependant, il y a au mois deux facons naturelles de "multiplier" les éléments de
HH*(A) : le produit de Yoneda des extensions; et un cup-produit évident, défini au niveau
du complexe menant aux groupes de cohomologie HH'(A).

Commencons par expliciter le premier. Etant donnés un anneau R et deux R—modules
M et N, les éléments de Extz(M,N) peuvent étre interpretés en termes d’extensions de
N par M. Soit £"(M,N) la classe des extensions de N par M, c’est a dire la classe des
suites exactes de R—modules de la forme
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fi OHNHanlﬁan2 XO M 0

Définissons la relation — sur £"(M,N) de la facon suivante: & — & s’il existe un
diagramme commutatif de R—modules

& 00— N— X, Xn—2 Xo M 0
& 00— N——Y, Yoo Yo M 0

La relation — n’est généralement pas une équivalence. Cependant, considérons la plus
petite équivalence sur E"(M,N) contenant — que nous désignerons par ~. Nous nous
contenterons ici d’énoncer le théoréme suivant. On pourra consulter [41, 18|, par exemple,
pour la démonstration.

Théoréme 5.3.1 [l existe une bijection Extph(M,N)——E"(M,N)/ ~

d

Cette interprétation permet de définir le produit de Yoneda de deux extensions.
Soient M, N, et L trois R—modules, Considérons deux extensions ¢ € Exti(M,N), n €
Ext'y (L,M) représentées par les suites:

£ 0—N—>X 1 —> X Xo M 0

n: 0—s=M—>Y, Yoo Yy L 0

Soit &n I'élément de Ext’yt™(L,N) représenté par 'extension obtenue en "collant" € et n:

&n: 0—>N—> X, — X, Yoo — =Yg L—>0

N A

Il est aisé de voir que le produit de Yoneda des extensions est associatif. Cependant,
cette représentation comporte le désavantage de rendre obscure linterprétation de la
structure additive des groupes d’extensions.

En nous servant du fait que HH'(A) = Ext’.(A4,A), nous pouvons définir, en utilisant
le produit de Yoneda, une opération sur

HH*(A) = @) HH'(A) = @ Ext!,.(A,A4)

1€EN 1€EN
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Cette opération fait de HH*(A) un anneau gradué par les entiers naturels.

D’autre part, comme dans [33], mais en utilisant plutot la résolution projective de
Cibils de 4A4 donnée en 5.2.1, nous pouvons définir un cup-produit sur le complexe
menant aux groupes de cohomologie de Hochschild de A. Rappelons que ces derniers
sont les groupes de cohomologie du complexe

" bn+1

Hompge (rad A®™ A)

bn+2

Homge (rad A®(+1) A)

La multiplication de A permet de définir un cup-produit sur le complexe ci-haut
de fagon naturelle: pour f € Hompge(radA®P A) et g € Hompe(radA®?, A), soit f — ¢
'élément de Hom ge (rad A®®P+9) A) défini par

(=90 Qr,0n e Qy) = [(11 @ @ap)g(11 ® -+ Dy,

Encore une fois, il est immédiat de vérifier que

PR (f — g) =V f — g+ (=1)Pf — big

En particulier, cette opération induit un produit, encore noté —, au niveau de la
cohomologie. Celui-ci fait de HH*(A) un anneau associatif, gradué par les entiers naturels,
et anti-commutatif.

Il s’avére (voir [59], par exemple) que les deux produits que nous venons de voir sur
HH*(A) sont équivalents. Si le premier est bien adapté a des situations ou les raisonne-
ments sont purement homologiques - en utilisant, par exemple, les dimensions homolo-
giques - le deuxieme est mieux adapté a une comparaison avec I’homologie simpliciale de
I’algébre, ainsi que pour la construction d’exemples.

Exemples 5.3.2

a) Soit @ le carquois

4 2
NN
Z B1 3 B2 1
et I I'idéal de k(@) engendré par ajas et azay. Comme dans 'exemple 5.2.7, il est
aisé de voir que les classes des morphismes fi,f, : radA®?— A définis par

B2 SlT @Yy =a3Q
) B siT®y=ommaz® oy
hilrey) = Bif2 stz ®y = Piaz @ oy
0 sinon.
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I Slz @y =01 ® o
) avaz siz @y = i Q@ asas
folz®y) = G2 sSir®y=a; ® ays
0 sinon.

sont les générateurs de HH?(A). Cependant, étant donné que HH*(A) = 0, nous
avons f; — fo = 0. En effet, il suffit de poser g : radA—A défini par

9(1’®y®z):{§lﬁ2 :ini§y®zzal®a2a3®a4

et de vérifier que f; — fo = b3(g). Remarquons cependant que f; — fo # 0.
Soit A = kQ/I, ou @ est le carquois

6 3
2N N
7 5 4 2 1

ﬁ ﬂ? ﬁ4 J

kﬁl 2

v

et I =< aqag, asas, agay, B33, a3, Pz >. Dans ce cas nous avons

' k sii=04,
HH'(A) = k> sii=2,
0 sinon.

Comme précédemment, les classes des morphismes f,fy : radA®?— A définis par

SLE Ry =01 R«
f1($®y):{ glﬁQ Sinon.y 1 i

SLTRY =003 R«
f2($®y>_{ §3ﬁ4 Sinon.y ’ '

sont les générateurs de HH?(A). Par ailleurs, la classe de g : rad A®*—A défini par

Y OSiTI T RT3 R Ty =01 @y @z X ay

9o @ @ s @ 1) = { 0 sinon

est le générateur de HH*(A). Cependant, étant donné que f; — f, = 0, nous avons
g # fi1 — f2. Ainsi, le produit de 'anneau de cohomologie HH*(A) est trivial.
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Théoréme 5.3.3 Soit A = kQ/I une algébre schurienne admettant une base semi-
normée.

a) Il existe un morphisme injectif d’anneauz gradués e : SH*(A,kT)—HH"(A).
b) Si en plus A est semi-commutative, nous avons un isomorphisme d’anneauz de

cohomologie €* : SH*(AkT) ——=HH"(A) .

Démonstration : Montrons que le morphisme de complexes défini dans la section
5.2, & savoir €, : Homy(SC4(A),kT)—=Hompge (rad A®® A), préserve les cup-produits qui
donnent les structures d’anneaux pour SH*(A,k") et HH*(A). Soient donc f et g des élé-
ments de Homy(SC,,(A4),k1), et g € Homy(SC,,(A),k"), respectivement. Nous voulons
montrer que €, (f — g) = €,(f) — €n(g). Soient 01 ® -+ @ 7, et Ny Q -+ @ Ny, des
éléments de radA®™ et rad A®™, respectivement. Nous avons alors

enim(f = 9)(1© -0, @M S -+ @ 1)

= (f—=9) 01, 0nm, n)o1 - T N
= flo1, . s00)9(M,s o )01 Oy Ny

= f(o1,. - s00)01 00 g1, D) i

= 6n(f)(01 T Un) €m(9) (N1, - M)

= (en(f) —em(9) (1@ 0, @M @Np)

Le premier énoncé suit alors de 5.2.5, tandis que le deuxiéme suit du fait que sous ces
hypothéses, le morphisme €, est un isomorphisme de complexes (voir la démonstration
de 5.2.11).

O

Exemple 5.3.4 Soient T le tore, et A = k(Er) 'algebre d’incidence correspondant a
I’ensemble des cellules de T ordonnées par inclusion. Le carquois corréspondant est

C3 Cy

s

l\D

g;
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lié par toutes les relations de commutativité possibles. Afin d’alléger les notations, nous
omettons les noms des points et des fleches. Nous avons vu & 'exemple 4.2.14 que wy*
et wy* sont les génératuers de SH'(A,kT), et que leur produit est un générateur de
SH'(A,k™). Ainsi, w} et w} sont les générateurs de HH'(A), et que leur produit est un

générateur de HH'(A). Remarquons que, dans un contexte général, si (oy,...,0,) est un
élément de la base de SC'(A,k%), nous avons que 0, ® - - - ® 7, est un élément de rad A%,
et alors 1’élément €, (04, . ..,0,)* est défini par:

01020, SITMI® - QT,=01® - Qo,

(01, ,0) (M@ ®Ty) = { 0 sinon.

Cette derniére remarque permet de calculer explicitement les générateurs de HH'(A),
pour 7 = 1,2.
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Conclusion

Le travail fait au sujet des groupes fondamentaux au chapitre 3 permet de donner
une définition alternative du groupe fondamental d’un carquois li¢ (Q,]). En effet, celui-ci
peut étre défini comme étant le premier groupe d’homotopie de 'espace classifiant B(Q),1).
S’il est vrai qu’a toutes fins pratiques ceci ne comporte aucun avantage, une telle fagon de
procéder suggére la définition des groupes d’homotopie d’ordre supérieur d’un carquois
lié, m,(Q,I), avec n > 2. En effet, il serait naturel de définir 7,(Q,I) comme étant le
pieme groupe d’homotopie de I'espace B(Q,I). Ceci permet, par transcription immédiate
de résultats de topologie algébrique, d’obtenir des résultats et des outils de calcul pour
ces groupes. L’'importance et I'utilité du groupe 7 (Q,1) étant bien établies en théorie des
représentations des algébres, il semble intéressant de s’attarder sur les groupes m,(Q,1),
n > 2, afin de leur trouver une interprétation analogue a celle de m1(Q,[). Cependant,
au dela de l'exercice de transcription immédiat, aucun résultat significatif n’a pu étre
obtenu. Notons qu’'une autre approche pour le définition de ces groupes d’homotopie a
été donnée dans [51]. Celle-ci méne & des groupes isomorphes aux m,(B(Q,1)).

Dans la méme veine homotopique, nous avons montré que la construction de B(Q,I)
se comporte bien par rapport aux revétements de carquois liés. Ceux-ci induisent d’une
part des foncteurs de rabaissement entre les catégories des représentations des carquois
liés concernés; et d’autre part des revétements d’espaces topologiques. Ces derniers sont
des cas particuliers de fibrations. Il serait donc intéressant de généraliser la notion de
revétement et mettre au point une notion de fibration de carquois lié. Celle-ci pourrait
mener, dans le meilleur des cas, & une généralisation des foncteurs de rabaissement.
Notons cependant que ces problémes semblent difficiles.

Par ailleurs, dans le volet (co)homologique, ce travail établit 1'existence d’un mono-
morphisme de la cohomologie de B(Q,I) a coefficients dans k™ vers la cohomologie de
Hochschild de 1'algébre A = kQ/I lorsque celle ci est schurienne. Des conditions suffi-
santes pour que celui-ci soit un isomorphisme ont été établies. Il serait donc intéressant de
trouver des conditions nécessaires, par exemple en determinant le conoyau du morphisme
en question, ce qui semble étre un probléme abordable.

Enfin, mentionnons que, outre des algébres commutatives, des algébres auto-injectives,
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des algebres d’incidence, ainsi que certaines extensions ponctuelles de celles-ci, rares sont
les exemples connus d’algébres dont 'anneau de cohomologie de Hochschild HH*(A) a
un produit non trivial. A la lumiére du monomorphisme mentionné ci-haut, I’étude de
’anneau de cohomologie H*(B(Q,I),k™") semble étre un bon point de départ pour I'étude
de la structure d’anneau de HH*(A). Remarquons que parmi les exemples cités, seules les
algébres d’incidence sont triangulaires. Finalement, cette observation, ainsi que le travail
fait a la section 5.3 suggérent la conjecture suivante:

Conjecture: Soit A = kQ/I une algébre monomiale triangulaire. Alors, le produit
de HH*(A) est trivial.
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