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Apéndice B

Grupos simétricos

B.1. Definiciones y propiedades basicas

Sea X un conjunto. Denotamos por Sym(X) al conjunto de todas las funciones biyectivas o :
X — X. Este es un grupo con la composiciéon usual de funciones.

Definicién. El grupo Sym(X) se llama el grupo simétrico sobre X o el grupo de permutaciones de
X.

Teorema B.1 (Cayley). Todo grupo es (isomorfo a) un subgrupo de un grupo simétrico.

Demostracion. Sea G un grupo, y consideremos la aplicacion f : G — Sym(G) dada por f(g)(h) = gh
para todo g, h € G. Notemos que esta aplicacion esta bien definida: Si g € G entonces f(g) € Sym(G)
pues

@) (flg™)(h) = g(g~ h) = h,

de modo que f(g)f(¢g™') = 1y similarmente f(g7!)f(g) = 1, por lo que f(g) es biyectiva. Ahora, si
g1, 92 € G, para todo h € G tenemos que

(f(91)f(g2))(R) = f(g1)(f(g2)(h)) = gi(g2h) = (9192)h = f(g192)(h),

por lo que f(g1)f(g92) = f(g192), asi f es un homomorfismo de grupos.
El homomorfismo f es inyectivo: Si f(g) = 1, entonces gh = h para todo h € G, de donde en
particular g = g1 = 1, por lo que ker(f) = {1}. Por ende G = f(G) < Sym(G), como se deseaba. [

Proposicion B.2. Sean X,Y dos conjuntos y f : X — Y wuna biyeccion, entonces [ induce
un isomorfismo f': Sym(X) — Sym(Y).

Demostracion. Definamos f' : Sym(X) — Sym(Y") del siguiente modo: Si ¢ € Sym(X), entonces
f'(6)=foocof1:Y =Y. Dado que f/(c) es una composicién de biyecciones, se sigue que f'(c)
es una biyeccién, y por ende f’ esté bien definida. Dados 0,7 € Sym(X) tenemos que

f'(oT) = fooorTof = (foaof_l)o(foTof_l):f’(g)f’(r),
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por lo que f’ es un homomorfismo de grupos. Ademads, tenemos que f’ es invertible con inversa
o f~tooo f, porlo que f' es un isomorfismo. O]

Definicién. El n-ésimo grupo simétrico es el grupo
Sp = Sym({1,2,...,n}).

Notemos que si X es un conjunto finito, podemos enlistar sus elementos X = {xy,z9,...,2,}
y de este modo obtenemos una funcién biyectiva f : {1,2,...,n} — X dada por i — z;. Por la
proposicién anterior, esta biyeccion induce un isomorfismo f” : .S,, — Sym(X), por lo cual, uno puede
mirar a S,, como el grupo de permutaciones de cualquier conjunto de n elementos.

Notemos que S, actia sobre cualquier conjunto de n elementos X = {xy,...,x,} mediante

OX; = To(i), 1§z§n
Esta accién es transitiva, pues si i # j, consideramos la permutaciéon o € S,, dada por o(k) = k si

k#i,4,0(i)=jyo(j) =1, conlo cual
Ox; = Xyj.

Proposiciéon B.3. El orden del grupo S,, es n!.

Demostracion. Procederemos por inducciéon sobre n. Para n = 1 no hay nada que probar. Supon-
gamos que n > 1 y consideremos el estabilizador 7" del elemento n para la accion de S,, sobre el
conjunto {1,2,...,n}, es decir,

T={oc€S,|on)=n}.

Este es un subgrupo de S,, isomorfo a S,,_1, y por la hipo6tesis de induccioén, tenemos que
IT] = [Sua] = (n— 1)1

Por el teorema érbita-estabilizador, se sigue que existe una biyeccion
Sp/T —{1,2,...,n},

pues la 6rbita de n es precisamente el conjunto {1,2,...,n}, ya que la accién de S,, en cualquier
conjunto de n elementos es transitiva. De este modo, tenemos que

[Sy : T) = n.
Con esto, del teorema de Lagrange tenemos que
(S| = [ : T)IT| = n(n— 1)! =,

lo que completa la demostracion.

Si X ={w1,29,...,2,} y 0 € Sym(X), denotamos



A esta forma de escribir a ¢ la llamamos la notacion de dos filas. Notese que el orden en que aparecen
los elementos en la primera fila depende tinicamente de la eleccién del orden de los elementos de X.
Por ejemplo, los elementos

1 23 4 21 3 4 42 3 1
2931 4) \3 21 4) Y (431 2

representan al mismo elemento de Sy, explicitamente, a la permutaciéon 1 +— 2, 2 — 3, 3 — 1y
4 4.
Notemos que si

l’l l’Q DY a’/’n
o= € Sym(X),
(yl Y2 oo Z/n> ym(X)
entonces
-1 (yl yp oo yn>.
r1 X9 . e Tn

Esta notacion, pese a tener su ventaja, no nos da luz acerca de la estructura del grupo S,,. Por
este motivo, es conveniente usar la siguiente notacién:

Definicién. Un elemento o € S, se dice un k-ciclo si existen iy, s, ...,ix € {1,2,...,n}, dos a dos
distintos, tales que o (i;) =41 para 1 < j <k, o(iy) =141y 0(i) =i para todoi #i;, 1 <j <k.En
este caso escribiremos
o= (iy iy -+ ig).
Un 2-ciclo se llama una transposicion.
Dos ciclos (i1 g -+ i) y (j1 j2 -+ Ji) se dicen disjuntos si

{iv,i0, .. igy O {j1, Jas -1} = 0.

Proposicion B.4. Los ciclos disjuntos conmutan. Es decir, si (iy 19 -+ ix) y (41 J2 -+ Ji)
son ciclos disjuntos, entonces

(i1 i - k) (G g2 - J1) = (G ja - J)(ixda -+ i)

Demostracion. Escribamos o1 = (i1 g -+ i) y 02 = (j1 j2 -+ Ji). Recordemos que {iy,d9,...,it} N
{1,792, -, i} = 0. Seai € {1,2,...,n} y consideremos tres posibilidades:

w Sii & {i1,d9,..., 0} U{J1,72,..., 51}, en ese caso 01(i) = 09(i) = i y por ende tenemos
o1(02(i)) = i = 02(01(i)).

» Si¢ e {iy,..., i}, entonces i € {j1,...,J1} y entonces ¢ = i, para cierto 1 < p < k. Si p < k,
entonces

o1(o9(i)) = o1(0a(ip)) = o1(ip) = ipn

y
o9(01(i)) = 09(01(ip)) = T2(ipt1) = ipy1,

de modo que 0104(i) = 0201(7). Si p = k tenemos lo mismo sustituyendo i,41 por ;.
w Sii€ {j1,..., 5} Este caso es andlogo al anterior.

Se concluye de lo anterior que 0105(7) = 0901 (i) paratodoi € {1,2,...,n},dedonde o109 = 0907. [

3



Teorema B.5. Todo elemento de S,, se escribe de manera unica (salvo el orden de los factores)
como un producto de ciclos disjuntos.

Demostracion. Sea o € S, y sea G = (o) el subgrupo ciclico de S,, generado por ¢. El grupo G actia
sobre {1,2,...,n} restringiendo la accién de S, a G. Sean Oy, Os,..., 0O, las distintas érbitas bajo
esta accion y elijamos i, € Oy un representante de cada orbita. Sea n; el menor entero positivo tal
que o™ (i) = ix y definamos

O — (Zk O'(Zk) tee Unk_1<ik)).

Notemos que si i € Oy, entonces o(i) = 7, pues de no ser asi i = ¢7(i)) para cierto j, de donde
1 € Oy, lo que es absurdo. Mas atn, tenemos que

Ok = {ik,U(ik), e ,Onk—l(ik)},

de modo que los ciclos o, son dos a dos disjuntos. Probaremos que ¢ = o105 ---0,. En efecto, si
i €{1,2,...,n} entonces i € Oy para un unico Oy, y por ende 0;(i) = i para todo [ # k. Mas atn
o(i) € Oy y ast oy(c (7)) = o (i) para todo [ # k. Dado que i € Oy, tenemos que i = 07 (i) para cierto
0<j<n_1lyasi
o1,(i) = ox(0? (ix)) = 0 (k) = 0 (0?(ir)) = 0 (i)

con lo cual
Esto prueba que tal descomposicion en producto de ciclos disjuntos existe.

Para la unicidad, notemos que necesariamente los ciclos en la descomposicion de o estan en co-

rrespondencia biunivoca con las érbitas de la accién de G sobre {1,2,...,n}, y cada 6rbita determina
de manera tnica a los ciclos. O

B.2. Sistemas de generadores

En esta seccién estudiamos aquellos subconjuntos de S, que generan a S,,. Iniciemos por los mas
sencillos, que son las transposiciones. Para cada 1 < i < n denotaremos por s; a la transposicién
(1i+1). Alos n— 1 elementos s; se los llama las transposiciones simples de S,,.

Teorema B.6. El grupo simétrico S,, estd generado por las n — 1 transposiciones simples.

Demostracion. Primero notemos que un calculo directo nos da, para todo 1 <i<n —1,
(1n) = 8iSi41" " Sn_1-

A continuacién, probaremos el teorema por induccién sobre n. Para n = 1,2 no hay nada que
probar. Supongamos que el teorema es valido para el grupo S, 1 y sea T el estabilizador del ele-

mento n en la acciéon de S, sobre el conjunto {1,...,n}. Entonces S,_; = T. Sean §/,...,s,_, las
transposiciones simples de S,,_1, entonces bajo el isomorfismo S,,_; = T estas corresponden a las
transposiciones simples s1, ..., s, de S,. Por hipétesis de induccion, s/, ...,s!,_, generan a S, 1 y
por ende si,...,S, o generan a 1.

Sea o € S, entonces, si 0 € T, tenemos que 0 € (S1,...,5,-2) C (S1,...,80-2,5,-1). Sioc & T,
entonces o(n) =i #n. Sea 7 = (in) = ;841 Sp_1, entonces T € (sq,...,8, 1) y asi

To(n) =1(i) =n,
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de donde 7o € T, de donde 70 € (s1,..., S, 1. Pero entonces
o="1(10) € (S1,...,50-1).

Esto prueba que S, C (s1,...,5,-1). La otra inclusién es trivial. O

Teorema B.7. El grupo simétrico S, estd generado por las n — 1 transposiciones (1 1), 2 <
1 <n.

Demostracion. Sea G = ((12),(13),...,(1n)). Notemos que
si=(i+1)=(14i)(1i+1)(14),

de modo que s; € G para todo 1 < i < n. Pero S, es el subgrupo mas pequenio que contiene a las
transposiciones s;, de modo que S,, < G. Pero por definicién, G C S,,, de modo que G = S,,. O]

El siguiente resultado es muy importante. Sera utilizado en esta seccién y en la siguiente.

Lema B.8. Sean o € S,,, entonces para todo k-ciclo (iy ig -+ i) tenemos que
o(iyig - ip)o ' = (0(iy) o(ia) - o(ir))
Demostracion. Por comodidad, escribamos i1 = i1, 7 = (i1 g -+ ix) y 7' = (0(i1) o(ig) -+ o(ix)).
Seam € {1,2,...,n}, y consideremos dos posibilidades:

» Sim = o(i,) para cierto 1 <r < k, entonces 7'(m) = o(i,41). Por otro lado,
oro H(m) = o7(i,) = o(irs1).
Asi oro™Y(m) = 7'(m).

» Sim # o(i,) para todo 1 < r < k, entonces 7/(m) = m. Entonces tenemos que o~*(m) # i,
para todo 1 <7 < k y por ende 7(c7*(m)) = c~1(m), con lo cual
(m

oro(m) = o(o")(m) =

por lo que oro~t(m) = 7/(m).

1

Entonces o7o~' = 7/, como se deseaba. O

Teorema B.9. Para n > 3, el grupo simétrico S,, estd generado por la transposicion (1 2) y
el n-ciclo (12 --- n).

Demostracion. Escribamos o = (12 -+ n). Notemos que
") =k+1, 1<k<n-—1,
Por el Lema tenemos que, para cada 2 <k <n-—1
o* 1 (12)07* D = (65 11) " 1(2) = (K k + 1) = s,

de modo que s € ((12),(12 --- n)) paratodo 1 <k <n—1yasiS, <(12),(12 - - n)). La
otra inclusién es trivial, por ende S,, = ((1 2),(12 --- n)). O

b}



Corolario B.10. Para n > 3, el grupo simétrico S, estd generado por la transposicion (1 2) y
el (n—1)-ciclo (23 --- n).

Demostracion. Notemos que claramente (12) € ((12),(23 --- n)). Por otro lado notemos que
(12)(23---n)=(12--- n),

de modo que (12 --- n) € ((12),(23 --- n)). Esto implica que S,, < ((12),(23 --- n)) y por ende
que S, = ((12),(23 --- n)). O

B.3. Clases de conjugacion

Como todo grupo, S,, actiia sobre si mismo por conjugacién. Las érbitas de esta accion son las
clases de conjugaciéon. El propésito de esta seccion es determinar de manera explicita las clases de
conjugacion de S,, proporcionando un criterio que permita discriminar cuando dos transposiciones
son conjugadas entre si.

Definicién. Sea n un entero no negativo. Una particion de n es una sucesion A = (Aq, Ag,...) de
enteros no negativos tal que

» ) es (débilmente) decreciente, es decir, Ay > Ay > - --.

L] )\Z:TL

En este caso escribiremos A F n.

Notemos que por definicién, existe k > 1 tal que \; = 0 para todo j > k, en este caso escribiremos
)\ == ()\1,)\2, e ,)\k)

Noétese que no exigimos que A\, # 0, de modo que, por ejemplo (2,2,1,0,0), (2,2,1,0) y (2,2,1) son
la misma particion de 5.

Si o € 5,, podemos escribir ¢ = o7 ---0,, donde g; es un \;-ciclo y los ¢; son ciclos disjuntos.
Dado que ciclos disjuntos conmutan, podemos asumir que A\; > Ay > --- > \.. Mas atn, dado que
cada i € {1,...,n} aparece exactamente una vez en alguno de los oy, tenemos que

n=>A+X+--+A,

por lo que A = (Aq,..., A,) es una particién de n. En este caso, diremos que o es de tipo .

Teorema B.11. Sean o,7 € S,, dos permutaciones. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

(i) o y 7 pertenecen a la misma clase de conjugacion de S,.

(ii) o y 7 son de tipo X para una misma particion A+ n.




Demostracion. Supongamos primero que o y T pertenecen a una misma clase de conjugacion, enton-
ces 0 = prp ! para cierto p € S,. Escribamos 7 = 7175 - - - 7,-, donde cada 7; es un ); ciclo y los 7; son
ciclos disjuntos. Entonces 7 es una permutacion de tipo A = (Aq, ..., A.). Probaremos que ¢ también
es de tipo A. Para ello, notemos que
~1 -1 -1 -1
o=prp = (pmip )(pr2p ) (pTep ™).
Escribamos 7; = (kg ko - -+ ky,), entonces por el Lema tenemos que

prip " = (p(kr) p(ka) -+ p(ky,)),

es decir, que o; := p;p~ ! es un \;-ciclo. Dado que p es una biyeccion, esta aplica conjuntos disjuntos
en conjuntos disjuntos, por lo que los ciclos o; son disjuntos. De este modo

y tenemos que o es de tipo .
Reciprocamente, supongamos que o y 7 son de tipo A. Escribamos las descomposiciones en ciclos
disjuntos
0 =0102" " 0p, T=T1T2"""Tr,

donde o; y 7; son A;-ciclos. Sea pg =0y pur = A1 + A2 + - - - + A\x. Entonces podemos escribir

Ok = (iuk—1+1 iﬂk—1+2 e iuk—1+>\k) Yy Tk = (j,uk—1+1 ij—1+2 jﬂk—1+>\k>‘
Entonces definimos o .
’1/1 7/2 o e ’l/n
=(. " e S
g (]1 J2 v Jn> "
Probemos que 7 = pogpp~! para cada 1 < k < r. Seam € {1,...,n}, entonces m = j, para cierto

1 < p < n. Consideremos dos posibilidades:
» Sip < pg_1 0p >, entonces i, no ocurre en el ciclo oy, y j, no ocurre en el ciclo 73 y asi
porp”t(m) = poi(ip) = pliy) = jp = m,
por otro lado, 74(m) = j, = m, de donde pop~t(m) = 74(m).

» Sipgp—1 < p < g, entonces i, ocurre en el ciclo oy, y j, ocurre en el ciclo 7. Supongamos que
p < pr = A\ + fx—1, entonces
pak.p_l(m) = pok(ip) = plipr1) = Jpi1,
y por otro lado 73,(m) = 74(j,) = jpr1, de modo que porp~t(m) = 1(m).

Con esto, tenemos que

pop~t = (porp~ ) powp™t) -+ (povp™') =mime- o1 =T,

lo que prueba que ¢ y 7 pertenecen a la misma clase de conjugacion. O]

B.4. Grupos alternantes

Sea o € S, y supongamos que ¢ es de tipo A = (A1, A, ..., A.). Escribimos 0 = 0103 - - - 0, para
la descomposicion de o en producto de ciclos disjuntos. Definimos

T

N(o)=n—r=> (A —1).

i=1
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Lema B.12. Sean i,i1,...,%,7,71,...,Jq numeros dos a dos distintos en el conjunto
{1,2,...,n}. Entonces

(ig)(@drdg - ipigide - Jg) = (G 1 Ja - Jg)(idrda -+ ip).

Demostracion. Escribamos 7 = (i j), 0 = (1 91 4 ~-+ i J j1 J2 -+ Jg), 01 = (J 1 J2 ==+ Jg) ¥
oy = (111 1y -+ ip). Entonces debemos probar que 7o = 01092. Seam € {1,...,n}. Si m no sucede en
ninguno de los ciclos 7, o, 01 0 09, entonces claramente 7o (m) = g,02(m). Supongamos que m = i,
entonces

To(m) =710(i) = 7(i1) = i

o109(m) = 0105(1) = 01(i1) = iy,
asi 7o(m) = o102(m). De manera anédloga ocurre si m = j. Supongamos que m = i, con 1 < r < p,
entonces
To(m) =10(iy) = T(irs1) = ipy1 = 01(iry1) = 0102(i) = o102(M).

Si en cambio m = i, entonces

To(m) =T10o(ip,) =7(j) =1
mientras que

o102(m) = o102(ip)01 (1) = 1,

con lo cual 7o(m) = o109(m). De manera andloga se tiene esta igualdad sim = j, paral <r <gq. O

Recordemos que S, estd generado por transposiciones (de hecho por ciertos subconjuntos de
transposiciones, como se prob6 en la secciéon anterior).

Lema B.13. Sea 0 € S, y escribamos ¢ = 1---71 donde cada T; es una transposicion.
Entonces

k= N(o) (mdd 2).

Demostracion. Procederemos por induccién sobre k. Si k = 0, entonces 0 = 1 y N(1) = 0 de modo
que k = N(o).
Sea o' = 1,_1 - 711, de modo que o = 7,0’. Por hip6tesis de induccién tenemos que

k—1=N(c') (mod 2).

Ahora, escribamos 7, = (i j). Supongamos que i y j aparecen en el mismo ciclo o4 en la descompo-
sicién de o’ en ciclos disjuntos, o’ = o7 ... 0. Entonces escribimos

oy = (idriy - iy j i o o),
con lo cual

0= (i J)0s01 0510541 O,

donde hemos usado el hecho de que ciclos disjuntos conmutan. Por el Lema tenemos que
g = (]]1 j2 e ]q)(z 7;1 fiQ e ip)o.l"'0-8710-8+1”'0-£7

lo que significa que



y por ende
k=N(o')+1=N(o) (méd 2).

Supongamos ahora que ¢ y j ocurren en ciclos disjuntos o, 0y y escribamos
os=(Jjrje -+ Jg) ¥y or=C(id1dg - ip).
De nuevo por el Lema tenemos que (al multiplicar ambos lados de la igualdad del lema por

(i )~ = (i j))

(i 7)osor = (ii1dy -+ ipJ J1J2 - Jg)s

con lo cual
0’: (@])O'So'to'la'sa't.o'e

= (“'1 Qg <o iy j g1 e - jq)o‘l...a's...a‘t...o'z’

de donde
N(o)= N(do') —1,

y asi

k=N(')+1=N(0')—1=N(o) (mod 2).
Esto completa la demostracion. O

Teorema B.14. Sea 0 € S,, y supongamos que escribimos
/ /
O‘:Tl...Tk_:Tl...TZ,

donde ; y T; son transposiciones, 1 <i <k, 1 < j < (. Entonces

k=j (mod 2).

Demostracion. Por el Lema tenemos que
k=N(oc)=¢ (méd 2).
O

Definicién. Sea ¢ € §,. Diremos que ¢ es una permutaciéon par si o puede escribirse como el
producto de un numero par de transposiciones o, equivalentemente, si N (o) es par. En cambio
diremos que ¢ es una permutacion impar si o puede escribirse como el producto de un niimero impar
de transposiciones o, equivalentemente, si N (o) es impar.

Definimos una aplicacién sign : S, — {1, —1} mediante

1 si o es par,

sign(o) = {

—1 si o esimpar.
Notemos que esta aplicacion es un homomorfismo de grupos. En efecto, sean o1, 09 € S, y escribamos
_ _ / /
01 =Ty Tk, O2=T1 Ty,
donde 7; y TJ’. son transposiciones, 1 <i < k, 1 < 7 < /. Entonces notemos que
o / /
0109 = T1 " TgT1 " Ty,

de donde:



= Si 0y y 09 son ambas pares o ambas impares, entonces k + £ es par y por ende 0105 es par. En
ambos casos

sign(oy09) = 1 = sign(oy)sign(os).

= Si oy es par y oy es impar (o viceversa) entonces k + £ es impar y por ende oy09 es impar. En
ambos casos

sign(oy09) = —1 = sign(oy )sign(os).
Definicién. Si o € S, se define el signo de o como sign(o).

Tenemos entonces que A, = ker(sign) es un subgrupo de S, que esta conformado por todas
las permutaciones pares. Mas ain, este es un subgrupo normal de S,, y por el primer teorema de
isomorfia, tenemos que [S,, : A,] = 2.

Definicién. A, se llama el n-ésimo grupo alternante.

De lo anteriormente visto, tenemos:

Proposiciéon B.15. A, es un subgrupo normal de S, y, sin > 2,

n!
|An| - 5

B.5. Una presentacion del grupo simétrico

Recordemos que las transposiciones s; = (i i+ 1), 1 <i < n—1, las denominamos transposiciones
simples. Este es un sistema de generadores del grupo simétrico .S,,.

Proposicion B.16. Para n > 2, las transposiciones simples de S, wverifican las siguientes
relaciones:

2 .

sy =1 para 1 <1 <n-—1,
$iSj = §jS; si i —j| > 1,

SiSi+18i = Si+15iSi+1 para 1 <1 <n—2.

La tercera de estas relaciones se conoce como relacion de trenzas y es equivalente a (s;s;41)°> = 1.

Demostracién. La relacion s? = 1 para todo 1 < i < n — 1 es trivial. Si |i — j| > 1 entonces s; y
s; son 2-ciclos disjuntos, por ende conmutan, de donde s;s; = s;s;. Supongamos que 1 <7 <n — 2,
entonces

(1i+2)
i+1i+2)(ii+1)(i+1i42)

= Si+15iSi+1,

lo que prueba las relaciones de trenzas. La equivalencia entre la relacion s;s;118; = S;118:Sit1 ¥
(545i41)% es inmediata del hecho de que s; = s; . O
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Consideremos la matriz simétrica M = (m;;) € M,,_1(Z) definida por

m;; = 1 paral <i:<n-—1,
mij:2 SI‘Z—]’>1,
Mjip1 = 3 para 1 <i<n—2,
de modo que
1 3 2 . 2 2
3 1 3 2 2
2 3 1 - 2 2
M =
2 2 2 - 1 3
2 2 2 .- 31

Notemos que las relaciones dadas en la Proposicion pueden reescribirse como
(sis;)™ =1 paratodol <i,j<n-—1.

Nuestro objetivo sera probar que estas relaciones caracterizan por completo al grupo simétrico
Sy, es decir,
Sn = (81,82, Sp—1 | (8i8;)™ =1, 1<14,j5 <n—1).

Para ello, sea S = {t1,...,t,—1} un conjunto con n — 1 simbolos formales y sea
Wn = <t1, oo ,tn,1 ’ (tlt])n” = 1, 1 S Z,] <n-— 1>

Recordemos que esto significa que W,, = F'/R donde F es el grupo libre generado por S y R es el
subgrupo de F' definido por

Por el teorema de von Dyck, existe un epimorfismo
fZWn—>Sn, t; — S, 1< <n—1.

Por ende, basta probar que f es inyectiva. Para ello, dado que f es sobreyectiva y |S,| = n!, basta
probar que |W,| = n!. El resto de esta seccién tiene como objetivo probar esta afirmacion.
Notemos que como ¢; ' = t; para todo 1 < i < n — 1, entonces todo elemento w € W puede
escribirse en la forma
w :tiltig -t

i 1§il,i2,...,ik§n.

Lema B.17. Para todo n > 2,
|[W,| < nl.

Demostracion. Procedemos por induccién sobre n. Para n = 2, tenemos que Wy = {1,¢;}, de modo
que |Wy| =2 < 2!, Supongamos que el resultado es vélido para W,,. Sea

T=(t, .. tho1) < Wppa

el subgrupo de W, 41 generado por ti,...,t,—;. Dado que (¢;t;)™9 = 1 para todo 1 < i,j7 <n — 1,
por el teorema de von Dyck existe un epimorfismo

W, =T,
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lo que junto con la hipétesis de induccién implica que

T < [W,| <nl.
Definamos los conjuntos
To = tyty--- tnTy Ty =ty tnTa P T = tnTa T, ="1T.
Notemos que si 1 < 17,7 < n, entonces
771',1 si ] = i?
t;1; = 1 T; sijg=1—1,
T} sij#i,0—1.

En efecto, si j = i, tenemos
61 =T = titipr -6, T =T 1.

Sij=1i—1, tenemos
L1 =t =ttty - 6,7 =t - 4,1 =T;.

Ahora, supongamos que j # i,7 — 1 y consideremos dos casos: Si j > i + 1, entonces |k — i| > 1 para
todo j + 1 < k < n, de donde t;t, = t;t; para tales valores de k. Asi

G =titjtjpo - 6T =tjpr -t T.

Ahora, dado que i < n (caso contrario seria imposible que j > i + 1) tenemos que t; € T, de modo
que t;T =T y por ende
tlﬂ = tj+1 . tnT = 7}

Si en cambio j < i — 2, tenemos que t;t; = txt; para todo 1 < k < i — 2 y ademas de la relacion de
trenzas, tenemos que t;t;_1t; = t;_1t;t;_1, con lo cual

Gy = titjtjpo - - 4T
=tjp1 - tiotiti bty - 0, T
=tjqp1 - timatiatitiatip - - 0T
Ahora, t;_1t;, = tit;_1 para todo i + 1 < k <n, de modo que
Ll =ttt T =i - 1, T =1Tj

donde hemos usado que 1 — 1 < n y por ende t;_1 € T.
Entonces hemos probado que para todo 1 < 4,5 < n, existe 1 < k < n tal que t,7; = T}. Si
w € W, escribimos w = t;, ---t;,, y de este modo w1 = w7T,, = Tj para algtn j, lo que significa que

Wn+1/T - {T(],Tl, . o ;Tn}
Notese que, a priori, los T; no son dos a dos disjuntos y por ende
[Wn—‘rl : T] S n + ]-7

y de este modo
Wil = Wss s TIIT] < (0 + Ll = (n + 1),

como se deseaba. O]
Ahora, dado que f: W, — S, es sobreyectiva, tenemos que |W,| > |S,| = n!, por lo que el lema

anterior implica que |W,,| = n!. Esto prueba:
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Teorema B.18. Para n > 2, el grupo simétrico S, admite la siguiente presentacion.:

Sp = (51,82, .y Sn—1 | (8i8;)™7 =1, 1 <4,57 <n-—1).

Observacion. El teorema anterior prueba que el par (S,,S), donde S = {s1,...,S,-1}, es un sistema
de Cozeter de tipo A, _1.

B.6. Largo y nimero de inversiones

Recordemos que, si sq,...,S,-1 son las transposiciones simples de S,,, entonces todo elemento
o € S, puede escribirse en la forma

0 =58iSiy " Sip, 1< t,...,0 <n.
Definicién. Sea o € S,,. El largo de o es el menor entero no negativo k tal que
O =58iSiy " Sip, 1< tg,...,0 <n.

Denotamos al largo de o por (o). Si ¢(0) = m, cualquier expresion o = s;,s;, -+ - S;,, se dice una
expresion reducida para o.

Notemos que, por definicion del signo de una permutacién, tenemos que
sign(o) = (=1)4°),  para todo o € S,,.
Ejercicio B.19. Demuestre que la funcion largo posee las siguientes propiedades:
(a) £(c) =L(c™!), para todo o € S,,.
(b) ¢(s;o) =4(oc) £ 1 paratodo 1 <i<n-—1.
En lo que sigue, la siguiente notacién resultard ttil. Si o € S,,, escribiremos x; = (i) y
0= 121Xy Tn.
Asi, si por ejemplo o = (1 3 4)(2 6) € S, entonces escribimos

o = 364152.

Lema B.20. Sea 0 = x125- - -z, € S, entonces para toda transposicion simple s;, 1 < i <n—1
se verifica
08; = T1 " Ti—1XTi41LiTi42 " ** Ty

Demostracion. Escribamos 7 = @y« & 1% 1040 -2y y sea m € {1,...,n}. Sim # i,i + 1,
entonces s;(m) = m y tenemos que

osi(m) = o(m) =z, = 7(m).
Si m = 1, entonces s;(m) =i+ 1y por ende
osim) =o0(i+1) = x4 = 7(i) = 7(m).
Sim =i+ 1, entonces s;(m) =iy asi
osi(m) =0(i) =x; =7(i + 1) = 7(m).

De este modo os; = 7, como se deseaba. O
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Definicién. Sea o € S, una inversion de o es un par ordenado (i,7) tal que 1 < i < j <ny
o(i) > o(j). Al conjunto de todas las inversiones de ¢ lo denotamos por Inv(c), es decir,

Inv(o) ={(i,j) |1 <i<<nyo(i)>ac(j)}
El nimero de inversiones de o, denotado por inv(c), es la cardinalidad del conjunto Inv(o), es decir

inv(o) = |Inv(o)|.

Lema B.21. Sea 0 € S,, y s; una transposicion simple, con 1 <1 <n — 1. Entonces

inv(o)+1 sio(i) <o(i+1),
inv(e) =1 sio(i)>o(i+1).

inv(os;) = {

Demostracion. Supongamos que o(i) < o(i + 1) y escribamos 0 = 1%y T 1TTi41Tig0 -+ T
Entonces, por el Lema tenemos que

08; = X122+ - Ti—1Ti41TiTi+2 " Tp-

Notemos que entonces
Inv(os;) = Inv(o) U{(i,i + 1)},

de donde inv(os;) = inv(o) + 1. Si en cambio o (i) > o(i + 1), tenemos que
Inv(os;) = Inv(o) \ {(4,i 4+ 1)},

de donde inv(os;) = inv(o) — 1. O

Teorema B.22. Para todo o € S,, tenemos que (o) = inv(o).

Demostracion. Probaremos primero, por induccién sobre ¢(o), que inv(z) < {(o). En efecto, si
l(c) =0, entonces 0 = 1 y por ende inv(c) = 0, de donde inv(c) < ¢(0).

Supongamos entonces que (o) =k > 1y sea 0 = s;, ---;, una expresion reducida para o. Sea
o = sy 8, ,, de modo que ¢(¢’) < k — 1y por hipétesis de induccién tenemos que inv(o’) <
¢(0’) < k — 1. Por el Lema tenemos que

inv(o) =inv(o's;, ) =inv(e) £ 1 <k —-1+1 <k,

de donde inv(o) < ¢(o).

Ahora, procederemos por induccién sobre inv(o) para probar que ¢(o) < inv(o). Si inv(o) = 0,
entonces necesariamente o = 1y tenemos que ¢(o) = 0 < inv(o).

Supongamos que inv(c) = k > 1, entonces sigma tiene al menos una inversién (i,7 + 1). Sea
o' = os;, entonces, como o(i) > o(i+ 1), por el Lema [B.21]se sigue que inv(o’) = inv(o) —1 =k —1.
Por hipétesis de induccion se tiene que £(o’) < inv(o’), y por ende

Uo)=1L(c"s;)) <Ul(o)+1<k—-1+1=k,

es decir, /(o) < inv(o). O

14



	Grupos simétricos
	Definiciones y propiedades básicas
	Sistemas de generadores
	Clases de conjugación
	Grupos alternantes
	Una presentación del grupo simétrico
	Largo y número de inversiones


