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Leccion n°2: Dos teoremas fundamentales. EPN, UITEY 2021

1. Ejercicios

Ejercicio 1.1. Sean 1 < p < +o0 y f: R" — R una funcién medible. Muestre que

1 +0o0 P
1l = p? ( / apldfm)da)

Ejercicio 1.2. Sean f € LY°(R", Bor(R"),dz,R), 7 € R y A > 0. Recuerde que la traslacién y dilatacion de f
se define como fr(x) = f(z+ 1) y o\(f)(x) = f(Azx) respectivamente. Muestre que

[ frllpree = Nfllrey oA ILree = AT [ fll e

Ejercicio 1.3. Considere la funcion
fR" —R
x— f(z) = |z|7"
Muestre que f € LY*°(R"™, Bor(R"),dx,R).
Ejercicio 1.4. Sea a <b, y f = 14y, calcule ||.Z(f)||p1.0-

Ejercicio 1.5. Dada la funcion f € L' (R, Bor (R"),dx,R). Si se sabe que

[ (Pllpree < Cllf I, (1)

pruebe que

Moo < ClIf -

Ejercicio 1.6. Sea ¢ : R™ — R wuna funcion integrable y t > 0 un pardmetro real. Demuestre que la dilatacion
normalizada en norma L' definida como

1 T
Pi(z) = ,anb (;)
cumple ||¢¢]| 1 = |91 para cada t > 0.
Ejercicio 1.7. Sea ¢ : R — [0, +00| una funcién radial y radialmente positiva que verifica
$(x) < C(1+[af)~ "),
para algun § > 0 y donde C' es una constante. Demuestre que:
1. ¢ € LY(R");

2. Para f € L'(R"), se tiene la desigualdad
[Mg(Fllree < CllFlILrs
3. Para f € LP(R™) con 1 < p < +o0, se tiene la desigualdad

[Mo(Hllee < CIlfl e



Ejercicio 1.8. Este ejercicio busca demostrar el Corolario 4.1. Sea ¢ : R® — R wuna funcion positiva con

mayorante acotado, integrable, radial y radialmente decreciente ®, y sea f : R® — R una funcion localmente
integrable.

1. Muestre la desigualdad
[(f x @) ()] < ([ @] M(f) ()
N
suponiendo que ¢ es una funcion simple de la forma ¢(x) = Zai]lBi donde a; > 0 y B; = B(0,r;) con
i=1

r; > 0.
2. Sea ¢ : R® — R una funcion positiva. Usando el numeral anterior mostrar la desigualdad

|(f @) ()| < (@] s M(F) ().

3. Concluya que
M (f) (@) < 1P| La M(f) ().



